CHAPITRE

Les nombres
premiers

SEQUENCE 1

Les nombres premiers

RESOLUTION DE PROBLEMES

Probleme 1

A 1. Conjecture possible: le produit des nombres
associés aux extrémités est égal a I’ordonnée du point de
I’axe (O; ).

2. Les segments [2; 6], [3; 4] et leurs symétriques coupent
I’axe (O} j) au point d’ordonnée 12.

Les nombres associés aux extrémités de ces segments sont
des diviseurs de 12.

3. a) Ce sont les nombres pairs (sauf 0).

b) Ce sont les multiples de 3 (sauf 0).

2 —m2
B Onay=———x+b=n-m)x+b;

n? +m?
d’oll n*=((m—-m)n + b soit b = mn.
Le produit des nombres associés aux extrémités est bien
I’ordonnée du point d’intersection de segment et de 1’axe

©;)).

C 1. Dire que le point P de coordonnées (0; p) n’est
atteint par aucun des segments équivaut a dire que p n’est
divisible par aucun des nombres entiers n tels que 1 <n < p.

2. les douze premiers de ces nombres premiers sont:
2:3,5;7;11;13;17;19;23;29;31; 37.

Probléme 2

A 1. Un seul nombre pair est premier : le nombre 2.

B 1.a)Il a, au minimum, 3 diviseurs.

6 n’est pas premier et ses diviseurs sont au nombre de 4:
{1;2;3;6}.

b) Oui, au moins par celui qui a guidé son élimination du
tableau.

2. a) Non. Voir la raison ci-dessus.
b) Oui, car tout nombre entier naturel supérieur a 1 admet
un diviseur premier.

Probleme 3

A 1. a) On effectue la division euclidienne de 41 par tous
les nombres premiers inférieurs a 41.

Aucune de ces divisions ne donne un quotient entier (c’est-
a-dire un reste nul). Le nombre 41 est donc premier.

b) Il n’y a que douze nombres premiers inférieurs a 41
(cf. Probleme 1. C. 2.).

c) La liste (2; 3; 5) suffit car si aucun de ces trois nombres
premiers ne divise 41, un diviseur premier p est au moins
égala7etd4l =pxgavecqg<6.

g n’étant pas premier (les premiers inférieurs a 6 étant 2, 3
et5), il est divisible par un premier (parmi 2, 3 et 5). Ce qui
est impossible.

2,497 = 22,1 ; donc le plus grand premier a utiliser est 19.
Le nombre 491 est premier.

B 1. Le calcul peut étre arrété lorsqu’on a atteint le plus
grand nombre premier inférieur a la racine carrée du nombre.

2. a) Le seul nombre pair premier est 2 et la reconnaissance
de la parité est particulierement simple.
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b) On obtient son premier diviseur premier.
c) Les nombres premiers de la listesont: 577; 1 237 et
37 589.

A l.a)u=3u=17, u,=31,u,=211etu;=2311. Tous
sont premiers.
b) u =30 031 =59 x 509;

u,=510511=19 x26869;

u,= 11741731 =3209 x 3659.

2.

u, u, u, u, u, ug u, U,

3 7 31 | 211 | 2311 | 59 19 | 3209

Le plus petit diviseur premier de chacun des nombres n’est
pas utilisé pour la construction du nombre.

B 1.a) pour p non nul, 2p > p donc u, > p.

u, n’est pas premier car il est strictement supérieur a p qui

est supposé le plus grand des premiers.

b) Soit d un diviseur premier de u,.

de {2;3;5;...;p}, donc d divise a la fois :
2X3X5X...Xpet2X3x5...xp+1.

p divise donc leur différence 1, ce qui est impossible.

On arrive donc a une contradiction : il n’existe pas de plus

grand nombre premier.

c) L’ensemble des nombres premiers est infini.

A 1. Notons x le coté du grand carré compté en rosiers et y
celui d’un petit carré.

2. (x—D(x+1) =5y~

5 est un nombre premier; il divise un des deux facteurs
(x—1)ou(x+1).

App|ication (page 84)

D 2-+20-3=(a-Da+3)

A est premier, donc A n’admet que deux diviseurs: 1 et
lui-méme.

Soita-—1=1eta=2,

soita + 3 =2 et a =— 1 (impossible).

Donc a =2.

ED A=+ Da-D@+1).

Sia=2,A=3x5,donc An’est pas un nombre premier.
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3.a)Dans N:
0<X®<10000<x<32
S0<S5k+1<32
& -1 < 5k <31,
doun0<k=<6.
Six—1=5k, alors x>~ 1 =5k(5k + 2) = 5y2; donc :

k(5k +2) = y2.
b)
k o |1 |2]3]4]s5]6
Sk+2 2 | 71217222732

k(5k +2) 0 7 | 24| 51| 88 | 135192

Pour 0 < k < 6, le nombre k(5k + 2) n’est pas un carré;
donc, I’hypothese «(x — 1) est un multiple de 5 » ne convient
pas.

4. a) Dans N:
0<x<320<5%-1<32<1<5k<33,
doul<k<6.

Six+1=>5k, alors x> — 1 =5k(5k—2) =5y?%;
donc k(5k—2) =y>

b)

k 1 2 3 4 5 6
Sk -2 3 8 13 18 23 28
k(5k +2) 3 16 39 72 | 115 | 168

Il y a un seul carré dans la derniere ligne du tableau ; donc
une seule solution est possible: k=2, soit x = 9.
La Reine de Cceur possede donc 81 rosiers.

B 1.y pair & S5y? pair < x? impair < x impair.

Xx(x) + (= 5y)y = 1: théoréme de Bézout; donc x et y sont
premiers entre eux.

2. a) (9a + 20b)* — 5(4a + 9b)* = a* — 5D

b) (9;4);(161;72); (2 889; 1292).

3.1l n’y a que deux solutions: (9; 4) et (161; 72); soit
81 rosiers ou 25 921 rosiers.

Sia>2alors 1 <a-1<a+1<a®+1.
A admet trois diviseurs stricts ; donc A n’est pas un nombre
premier.

B p divise n* et p premier (Théoréme 5) entraine p divise n.
Donc n = kp, soit n*> = k*p? et p* divise n?.

€ - =@+b)a-b)avecO<a-b<a+b.
a—-b’premier > a-b=1eta+b=A.



SEQUENCE 2

Décomposition en produit
de facteurs premiers

RESOLUTION DE PROBLEME

Probléeme ©

1.a) 441 =212

b) 441 est divisible par 3 (et pas par 2) ; donc 3 est son plus
petit diviseur premier. 441 = 3 x 147.

c) 147 =3 x 49.

d) 441 =3 x 3 x 49.

e) 441 =3 x 3 x 7 x 7. Tous les facteurs sont premiers.
Tout nombre entier naturel non premier se décompose en
produit de facteurs premiers.

f) Non, il y a unicité de la décomposition.

2.248 =2%x31; 325=5"x13; 595=5%x7x17;

App|ication (page 87)

D 2 600=22x3x5
Q)41 724=22x32x 19 % 61.

a) 400 = 2¢ x 52,

c) 13552 =24x7x 112

b) 4998 =2 x3x7*x 17.
d) 57 132 =22x 3% x 232

b) 1050=2x%x3x%x5>x7.
d) 11 737 =112x97.

K a4 -4=45-2)45+2)=43x47.
b) 552 — 16 = (55— 4)(55 +4) = 51 x 59 = 3 x 17 x 59.

ﬂ a) 150=2x3 x5

D, ={1,23,5,6, 10, 15,25,30, 50, 75, 150}
b)4012 22 % 17 % 59.

D,,,=1{1,2,4,17,34,59,68, 118,236, 1 003,2 006, 4 012}.
c)11339_17><23><29
= {1, 17, 23,29, 391, 493, 667, 11 339}.

11 339

) a)7429=17x19%23.

D, ={1,17,19,23,323,391, 437, 7 429}.
b) 87 616 = 26 x 372,

D, =1{1,2,4,8,16,32,37, 64,74, 148,296, 592, 1 184,
1369, 2368,2738,5476, 10952, 21 904, 43 808, 87 616}.
c) 2 357 est premier.

€D 1. PGCD (4. b) =22 x 52 = 100.

2. PGCD (a, b) =3 x5 = 15.

€F) 1.0=2x3x5etb=22x3x5x%7;
donc PGCD (a, b) = 22X 3 X 5 = 60.
2,0=2x3x5ethb=22x3x7;

633 =3 x211; 676 =27 x 13%;

3.676=(2x13)* et 1225=(5x%x7)~

Dans la décomposition d’un carré en produit de facteurs

premiers, toutes les puissances sont paires.

4. a) D,,,={1,5,13,25, 65, 325}, soit 6 diviseurs.

b) D248 ={1,2,4,8,31, 62, 124, 248}, soit 8 diviseurs.

={1,5,7,17,35, 85, 119, 595}, soit 8 diviseurs.
D= 1{1,2,4,13, 26,52, 169, 338, 676}, soit 9 diviseurs.

¢) Le nombre de diviseurs est le produit :
a+DP+D...(y+1)

ol o, B, ..., y sont les puissances des facteurs premiers de

la décomposition.

1225=5*x7~

donc PGCD (g, b)) =2x3=6.

€E) 1.0=2x3x5eth=22x32x7;

donc PGCD (a, b) =2 x 32=18.

2.a=3x5x1letb=2x3*x5x11;

donc PGCD (a, b) = 3> x5 x 11 = 495.
)_

14 236 22x59 59
1024 210 25 32
96  25x3 3 3
395 5x79

23T axal

412 22x103 _103

b)

: 1a fraction irréductible.

B =25 %3¢ x5 = (23 x 32 x 5)2 = 360%.
b=23%x32Xx7*x19: b n’est pas un carré.
B=2x32x7*x19*=11 1722
B=2x7x19xb.
c=2x%x3*x52x7x11x37: cn’est pas un carré.
C=2x7x11x37xc=85470%

6 <=19%23ctA=0a>=190969.
b=5%53%59 et B =b2=244 453 225.
c=22x503 et C =503 x c=1006%=1012036.

1.a=2*x3%x 5% an’est pas un cube.
2. A=2"x5xa=(2*x3x5)'=60°=216 000.

m a m Corrigés sur le site éleve.
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Activités de recherche (g 90

m Utiliser I’ensemble des diviseurs d’un entier

* Les outils

— Résolution d'un systéme de deux équations du 1 degré a
deux inconnues.

— Décomposition en produit de facteurs premiers d'un entier
naturel.

* Les objectifs

— Savoir résoudre des équations dans N.

1. B) x—y)(x +y)=197.
2.a)D,={1;197}.
b) On obtient deux décompositions: 197 x 1 et 1 x 197.
3.a) Enremarquantque x—y < x+y,ona:

x—y=1 x=99

[=1

x+y=197 y=98.
b) x> —y2=992-982=197.
Conclusion : il existe un seul couple solution (99 ; 98).
4.a) E) (x—y)x+y)=196=22x7?;
donc, il y a 9 diviseurs :

D, =1{1,2,4,7, 14, 28, 49, 98, 196}.
b) 196 =1x196 =196 x 1

=2x98=98x%x2
=4x49=49 x4
=7x28=28x7
=14 x 14.

5. a) En remarquant que les deux facteurs doivent &tre de
la méme parité, on a :

{x+y=98 {x=50
S =

x—y=2 y=48

g x+y=14 x=14
=4

lr—y=14 " ly=0.

b) 50% - 482 =196 et 14> - 0> = 196.
L’équation (E’) admet deux couples solution: (50; 48) et
(14 0).

m Divisibilité et nombres premiers

* Les outils

— Propriétés de la division euclidienne.

— Raisonnement par disjonction des cas.

* Les objectifs

— Caractériser les nombres premiers strictement supérieurs a 5.
— Savoir démontrer une propriété caractéristique des
nombres premiers strictement supérieurs a 5.

4 Spécialité e Chapitre 3 e Les nombres premiers

1. a) les restes dans la division euclidienne par 6 sont:
0, 1, 2, 3, 4 et 5. Tout entier est de la forme 6n + k avec
ke {0;1;2;3;4;5}.
b) 6n + 0, 6n + 2, 6n + 3 et 6n + 4 ne sont pas premiers.
2.a)p=6n+1,donc:

pP—1=6n6n+2)=12nGBn+1).
b) Si n est pair, 127 est divisible par 24.
Si n est impair, 3n + 1 est pair et 12(3n + 1) est divisible
par 24.
3.p°-1=(6r+6)(6n+4)=12(n+ 1)(3n + 2).
Si n est pair, 3n + 2 est pair 12(3n + 2) est divisible par 24.
Sin est impair, n + 1 est pair et 12(n + 1) est divisible par 24.

m Narration de recherche

1. 3=22-17; 5=32-2%; 7 =4*-32;
11=6*-5% 13=7"-6* 17=9*-8§
19=10"-92; 23=122-11~

2. Soit p premier impair.

x+y=p

le systeme { admet un couple solution de nombres

x—y=1
entiers naturels:
X = p_+1 ety= p_—l
2 2
Vérification : pour p impairetp = 3 doncp + 1 etp — 1 sont
des entiers naturels pairs. Ainsi x et y sont des entiers naturels.

Enfin, x*> — y* = %[(p +12—(p-17=p.

3. Non. Si on supprime cette hypothese, il faut préciser:
p=3.

m Narration de recherche

Posons a = 27 + p2.

* Sip =2, alors a = §, a est non premier.

*Sip=3,alors a =2+ 3>= 17, a est premier.

o Sip = 0 (mod 3), seul 3 est premier.

oSip =1 (mod3), p=3k+ 1 (avec k pair) car p est impair.
Donc p =6m + 1.

20m+1 = 43mx 2 =2 (mod 3) car 4 est congru a 1 (mod 3) et
(6m + 1)> =1 (mod 3),

d’ot @ = 0 (mod 3) et a n’est pas premier.

o Sip =2 (mod 3), p =3k + 2 (avec k impair).

Donc p = 6m + 5.

20m+5 = 43m x 25 = 2 (mod 3) et (6m+ 5)> = 1 (mod 3),
d’ott @ = 0 (mod 3) et a n’est pas premier.

Conclusion: il y a une seule solution, p = 3.



m TD - Densité des nombres premiers

1. La densité des nombres premiers :

— inférieurs a 10" est = 0,003 2;

— inférieurs a 10'8 est = 0,002 2.

On peut conjecturer que la densité diminue lorsque I’expo-
sant n (de 10”) augmente.

2, 223:10° _ 1010 44it 0,000 000 01 %.
222.10

On peut parler de grande précision...
3.a) Vm e N, tel que 2 < m < k, u est divisible par m.

b) V n>10°, lesnombres u , u,, ... , u, o5 Constituent une suite

de 10° nombres entiers naturels consécutifs non premiers.

TD - A la recherche du plus grand
A.1.

n |1[2(3]4|5]|6]|7 8 9 10
21| 1 | 3|7 |15]|31|63|127|255|511|1023

2, 2" — | est premier pour n =2, 3, 5 et 7, c’est-a-dire pour
n premier.
Conjecture: «2"— 1 est premier» <> «n premier ».

1-2r4
B.1.a) 1 +27+ (2P + ...+ (27)1 1 = o
b)2' - 1= -1 [1+27+ 27>+ ...+ (279" 1], avec
2r-1)>1.

2" — 1 n’est donc pas premier, et la condition est nécessaire.
c) 2% — 1 est divisible par 23 — 1 (comme par 2" — 1).

23 — 1 est donc divisible par 7.

2,a)2"-1=2047 =23 x 89.

b) 2% -1=47x178 481 et 2— 1 =233 x2 304 167.

3. Il est nécessaire (mais pas suffisant) que n soit premier
pour que le nombre de Mersenne 2"— 1 soit premier.

Ou, «2"— 1 est premier» = «n est premier » et la réciproque
est fausse.

C.1.F,=3;F =5;F,=17;F,=257.
2. F, = 4294 967 297 = 641 x 6 700 417.

m TD - Cryptographie: le systeme RSA
1.23x7-40 x4 =1 donc d = 23 convient.

Pour I’unicité, supposons qu’il existe d’ tel que 7d” = 1
(mod 40) avec 2 =< d’ =< 39.

Il en résulte 7(d — d’) = 0 (mod 40).

Etant premier avec 7, 40 divise d — d’.

Comme -37 < d-d < 37,d-d =0 (seul multiple de 40
compris entre —37 et 37), etd =d’.

2. a) Voir tableau ci-contre. A [} c o
nombres secrets 16 publiqu
b) connus d'Alice  ©
1 E
J O P q n e
nombre | 10 | 15 9 5 5 11 55 |7
code | 10| 5|4 |25]]| Ve
c) 2 128 18
3 2187 42
4 16384 49
nombre | 17 4 17 | 25 z s
6 279936 41
COde 1 8 9 1 8 5 7 823543 28
8 2097152 2
R I R E 9 4782969 4
10 10000000 10
. 1 19487171 11
m TD - Test probabiliste 12 Jseat0s 23
de primalité = B2RIBSET T
14 105413504 9
A.1. 15 170859375 5
16 268435456 36
17 410338673 8
mOd 3 reSte 18 612220032 17
19 893871739 24
a 1 2 20 1280000000 15
2 21 1801083541 21
a 1 1 22 2494357338 33
23 3404825447 12
mod 5 reste 2 4586471424 29
25 6103515625 20
a 1 3 4 26 2031810176 16
a? 1 4
at 1 1
mod 7 reste
a 1 2 3 4 5
a’ 1 1 6
a’® 1 1 1 1

2. a) a est non divisible par p.
«p premier» = «a?~! = 1(mod p) ».
Par contraposition :
«a”~'non congru a 1(mod p) » = « p non premier ».
b) La réciproque du théoréme est fausse.

3.a) 341 =11 x 31 et 2** = 1 (mod 341).

245
b) p= == = 0,000 245.
) p 10
8220777

B.1.p= ~822x 10",

1020
2.561=3x11x17;
1105=5x%x13x%x17;
1729=7x%x13x%x19;
2465=5x17 x29.
78 =16 (mod 1 105) et 16° = 1 (mod 1 105), donc :
7% =1 (mod 1 105) soit (74¥)* = 1 (mod 1105).

Entrainement (page 96)

DETETE

EX) Sont premiers: 37, 41, 43,47, 71 et 91.

EXD s0=2x5;64=25; 70=2x5x7
120=2"x 3 x5; 800 = 25 x 52
1000 =2° x5 600 000 = 20X 3 X 5° .

EFY 2012 =22x503 donc 2 012 x 503 = 1 006>

EED 48=2¢x3donc (4+1)x (1 + 1) = 10 diviseurs.
60=22x3x5donc 2+ 1)x(1+1)x(1+1)=12diviseurs.

B 71=2x3x22x5x2x3xT=2*xFx5%7.
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NOMBRES PREMIERS

@ Corrigés sur le site éleve.

m Faux: 103, 113, 163, 173, 193 se terminent par 3 et
107, 127, 137, 157, 167 et 197 par 7.

n est premier car non divisible par tous les nombres
premiers inférieurs a vn < v130.

m Pour 2012 : 2012 est encadré par les nombres
premiers 2011 et 2017. Donc, I’année la plus proche est
2011.

m Vrai : Les restes possibles dans la division par 6 sont
0,1,2,3,4et5.

Les nombres 6n, 6n + 2, 6n + 3, 6n + 4 sont divisibles
respectivement par 6, 2, 3 et 2.

Donc, les nombres premiers strictement supérieurs a 5 sont
de la forme 6n + 1 ou 6n + 5.

€)Y 1.+.3.5.7.9, 11, 13, 45, 17, 19, 24, 23, 25, 27, 29,
31,33,35,37,39.

2. La plus longue série est 3, 5, 7.

3. Notons (u,) la suite des nombres impairs (V n € N,
u =2n+1).

VkeN,u,, =6k+3.Cestunmultiple de 3 et dans cinq
termes consécutifs de la suite, on trouve (au moins) un tel
terme.

m Soient trois entiers naturels impairs consécutifs :
nn+2etn+4.
Les restes dans la division par 3 sont:

n 0 1 2
n+2 2 0
n+4 1 2 0

Un des trois nombres (et un seul) est multiple de 3.

Une telle suite contient donc le seul nombre premier multiple
de 3: le nombre 3.

3,5 et 7 est donc la seule suite possible.

m 1. La table donne les nombres premiers et des
nombres (non premiers) accompagnés de leur plus petit
diviseur propre. On fait abstraction des cas ou le plus
petit diviseur premier est accessible avec les criteres de
divisibilité classiques (par2,3,5,9et 11).
2.2429(7)

2437

2 441

2 443 (7).

DECOMPOSITION EN PRODUIT
DE NOMBRES PREMIERS

CEY - 1400=2x5x7;
©2275=5*"x7x13;

*1287=3*x11x%x13;
*6435=3>x5x11x13.

6 Spécialité e Chapitre 3 e Les nombres premiers

+398=2x199;
*2658=2x3x%x443;

*1357=23x59;
©2058=2x%x3x%x17x29.

08 -39°-4=37x41; «75 - 16="71x179.

L’ objectif est d’afficher la décomposition en produit
de facteurs premiers.
On obtient : 15 = 3*5%, 72 = 2¥2%2%3*3% et 23 = 23*.

Corrigés sur le site éleve.

“42=2x3x7

D, ={1,2,3,6,7,14,21,42}.

$220=22x5x11

D, ={1,2,4,5,10, 11, 20, 22, 44, 55, 110, 220}.

©450 =2 %32 x 52

D,,=1{1,2,3,5,6,9, 10, 15, 18, 25, 30, 45, 50, 75, 90,
150, 225, 450}.

«1352=23x13?

D,.,=1{1,2,4,8,13,26,52, 104, 169, 338, 676, 1 352}.

+108=22x 3

D, =1{1,2,3,4,6,9, 12, 18,27, 36, 54, 108}.

*490=2x%x5x%x7?

D,,=1{1,2,5,7, 10, 12, 35,49, 70, 98, 245, 490}.

¢ 726=2x%x3x11?

D, =1{1,2,3,6, 11,22, 33, 66, 121, 242, 363, 726}.

¢210=2%x3x5%7

D,,=1{1,2,3,5,6,7, 10, 14, 15, 21, 30, 35, 42, 70, 103,
210}.

B 1.0=2%x32x5xTx1ethb=2x5x7x 11.
2.a=bx2x3et % = 36.

B aA=2x7x132= (2 xTx 13),

d’obl A =728

b) B =214 x167>= (27 x 167)?,

d’od B =21 3762

)C=22x3*X52XT?PXx17* =2 x32x5%x7x17%?,
d’ot C = 182 0702,

) 1.1=1350=2x3"x5.
2.m=22x3*x 5= 6n =902

@ Corrigés sur le site éleve.

m 2013 =3 x 11 x 61 ; et le plus petit entier naturel
qui multiplié par 2 013 donne un carré parfait est 2 013 lui-
méme.

BB o+ y)0—y)=28etD, = {1,2,4,7, 14,28}.
En remarquant que les deux facteurs doivent étre de la méme
parité, etque x—y <x+y,ona:

x+y=14 x=38
=
B 6o +2r=y+31o@+27-y=31

Sx+y+2)x—y+2)=31
D, ={1,3l}etx+y+2=x-y+2.



Do : {x+y+2=31<:>{x=14

x—y+2=1 y=15.
(E) & (x> — 6x+9) +45 = y?
S +x-3)y—x+3)=45.

D, =1{1,3,5,9, 15, 45}.
eSix>3,y+x-3>y-x+3.

y+x—=3=45 x=25
M =

y—x+3=1 y=23

y+x-3=15 x=9
S, =
y—x+3=3 y=9
y+x—-3=9 x=5
S3 =
y—x+3=5 y=17

eSix<3,y+x-3<y-x+3.

y+x-3=1 x=-19 . .

S, PN , impossible.
y—x+3=45 y=23

Ss y+x=-3=3 o xz_s,impossible.
y—x+3=15 y=9

: y+x—3=5<:> x=_3,impossible.
y—x+3=9 y=7

L’équation (E) admet trois couples (x; y) solution:
(5:;7),(9;9) et (25;23).

Corrigés sur le site éleve.

m n+n+D+m+2)+...
onp+ 1)+

<@+ D2+ p)=572.

+ (n+p) =286 (E).
p(p2+1) =186

572=2>x11x13
etD_ =1{1,2,4,11, 13, 22, 26, 44, 52, 143, 286, 572}.

572
nestnonnuldonc2n+p>p+1=2.

p+1=1 p=0
(E)‘:’SI{z + =572@{n=286’
p+1=2 p=1
{2n+p 286 { =142,5
p+l= p=3
{2n+p—143 {n=70
p+1=11 p=10
{2n+p 52 {n=21
p+1=13 p=12
{2n+p 44 {n=16
Se {p+1=22 @{p:Zl , impossible.
2n+p =26 n=2,>5
L’équation admet trois couples (n; p) solution :
(70;3) 70+ 71+72+73=286;

(21;10) 21 +22+ ... + 31 =286;
(16;12) 16 + 17 + ... + 28 = 286.

) 384=2'x3;

donc 384 admet (7 + 1)(1 + 1) = 16 diviseurs.

Considérons un entier naturel N ayant exactement 16 divi-
seurs et dont la décomposition en produit de facteurs
premiers est a® X bP,

impossible.

impossible.

(aa+ DHP+1)=16.

a+l=1 a=0
{[3+1:16@{[3=15
215=132768.
a+l=2 a=1
{B+1:8 ‘:’{ﬁﬂ
273 =384.
a+l=4 a=3
{B+1=4‘:’{B=3
2333 =216.

Ce contre-exemple suffit: la proposition est fausse.
3D s!=2"x3>x5x7, donc 8 x3x2x2 =96 diviseurs.

B sn+ip<60o@m+1p<12

n étant strictement positif, le carré (n + 1)? est égal 4 4 ou
a9:n=2oun=3.
A=24x5x7=5600uA=2*x5>x7*=19 600.

m n=p*XqgPetn®=p>xqg?
Qo+ D2R+ D=2+ 1DHP+1)<=20PB=1cequiest
impossible (dans N).

Corrigés sur le site éleve.

DIVISIBILITE ET NOMBRES PREMIERS

m n étant premier, s’il divise le produit de (n — 1)
facteurs 1 X 2 X 3 ... X (n — 1), il divise un des facteurs
d’apres le théoreme 5.

Ce qui est impossible car tous ces facteurs sont strictement
inférieurs a n.

m 1.Posons A =n?+4n + 3.

n 1 2 3 4 5 6 7 8
A 8 15 | 24 | 35| 48 | 63 | 8 | 99
Aucun des nombres A n’est premier.

2. Le trin6me A se factorise (A = 22).

= (n + 1)(n + 3) ; donc, pour tout n non nul, A est le
produit de deux entiers naturels strictement supérieurs a 1 :
A est composé.

1.Posons A=2n*+9n 5.

n 1 2 3 4 5 6 7 8
A 6 | 21 | 40 | 63 | 90 | 121 | 156 | 195
Aucun des nombres A n’est premier.

2. Le trindbme A se factorise (A = 112).

= (2n — 1)(n + 5) ; donc, pour tout n non nul, A est le
produit de deux entiers naturels strictement supérieurs a 1:
A est composé.

m 2%+ 2%+ 1 =21, non premier;
3*+32+1=91=7x 13, non premier;

4%+ 42 + 1 =273 =3 x 7 x 13, non premier.
Conjecture: pour n = 2, n* + n*> + 1 n’est pas premier.
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Démonstration :

e+ + 1=+ 1)-*=@+n+ D@ -n+1).
Pour tout n = 2, les nombres n> + n + 1 et n”> —n + 1 sont
strictement supérieurs a 1 ; donc n* + n? + 1 n’est pas premier.

@ 1. a) Les nombres surlignés en jaune sont premiers.
b) On passe du #*™ nombre au suivant en parcourant deux
cotés du carré de coté n.
Soit, pour tout # non nul, u
OP):u=n-—n+17
u,=1>—1+17=17: (P)) est vraie.
Supposons (P ) vraie pour un entier 7 non nul.

,=u, +2n.
n

u  =u +2n=n">-n+17+2n
=*+2n+1)-(n+1)+17
=(n+1yY =@+ 1)+17: (P ) est vraie.
(P)) vraie et (P ) vraie = (P _ ) vraie.
Conclusion: ¥ n € N¥, u =n*—n+17.
2.y =u +24
41,43,47,53,61, 71, 83, ...sont premiers.

77 76 75 74 73
78 57 56 55
79 58 45
80 59
81 60

51 68
48 49 50 67
63 64 65 66
86 87 88 89

(@)
=

3.a)

A B c
1 n Un Vn
2 0 17 41
3 1 19 43
4 2 23 47
5 3 29 53
B 4 37 61
7 5 47 71
8 6 59 83
9 7 73 97
10 8 89 113
11 9 107 131
12 10 127 151
13 11 149 173
14 12 173 197
15 13 199 223
16 14 227 251
17 15 257 281
18 16 [ 313
19 17 323 347
20 18 359 383
21 19 397 421
2 20 437 461

b) Remarque. Les termes ne sont pas tous premiers :
u.,=17etv, =412

¢ « Si n divise a?, alors n divise a. »

a) La proposition est fausse: 8 divise 16, mais 8 ne divise
pas 4.

Remarque. Pour qu’elle soit vraie, il faut supposer de plus
que n est premier.

8 Spécialité e Chapitre 3 e Les nombres premiers

b) Proposition réciproque: « Si n divise a, alors n divise @’ ».
c) Cette réciproque est vraie.

* « Si n est premier, alors n est impair. »

a) La proposition est fausse car 2 est un nombre premier.
b) Proposition réciproque: « Si n est impair, alors n est
premier ».

c) Cette réciproque est fausse : 9 n’est pas premier.

* « Si p et g sont deux nombres premiers distincts, alors p
et g sont premiers entre eux. »

a) La proposition est vraie: ils n’ont chacun que deux divi-
seurs {1, p} et {1, q} et leur PGCD est égal a 1.

b) Proposition réciproque: « Si p et g sont premiers entre
eux, alors p et g sont deux nombres premiers distincts ».

c) Cette réciproque est fausse: 5 et 9 sont premiers entre eux.

* « Si p est un nombre premier, alors p admet exactement
deux diviseurs. »

a) La proposition est vraie (par définition).

b) Proposition réciproque : « Si p admet exactement deux
diviseurs, alors p est un nombre premier ».

) Cette réciproque est vraie (par définition).

* « Si p premier divise le produit ab, alors p divise a ou p
divise b. »

a) La proposition est vraie (théoréeme 5).

b) Proposition réciproque: « Si p premier divise a ou
divise b, alors p divise le produit ab ».

c) Cette réciproque est vraie (méme si p n’est pas premier).
* « p est un nombre premier. Si a = p (mod p), alors a est
premier. »

a) La proposition est fausse: 4 = 2 (mod 2).

b) Proposition réciproque : « p est un nombre premier. Si a
est premier, alors a = p (mod p) ».

c) Cette réciproque est fausse: 3 et 2 n’ont pas le méme reste
dans la division euclidienne par 2.

NOMBRES PREMIERS ET PGCD
1.

n 5 7 11 13 17 19 | 23
n>+11 | 36 | 60 | 132 | 180 | 300 | 372 | 540
2. a) PGCD (36; 60) = 12.

b) 132=12x11,180=12x15,200=12x 25 ;

372 =12 %31, 540 = 12 x 45.

3. Conjecture : pour tout nombre premier n = 5, n> + 11 est
divisible par 12.

Démonstration : un nombre premier n = 5 est de la forme
(6k + 1) ou (6k + 5) avec k naturel non nul (¢f. Ex. 23 p. 90).

*Sin=06k+1,n*+ 11 =36 k> + 12 k + 12 divisible par 12.
*Sin=06k+5,n*+ 11 =36 k*+ 60 k + 12 divisible par 12.

Conclusion : pour tout nombre premier n = 5, n*> + 11 est
divisible par 12.

1. a) Dans Z, si p divise x et y, alors p divise mx + ny
(m et n entiers relatifs).



p divise (a + b) et ab donc la combinaison linéaire
axX(a+b)—ab=d.

b) Théoréme 5: si p premier divise ab, alors p divise a ou
p divise b. p divisant a? , p divise a.

c) b*> = b(a + b) — ab ; donc, de méme, p divise b? et b.

d) Notons d le PGCD (a; b).

d divisant a et b, divise (a + b) et ab ainsi que leur PGCD ;
donc d divise p.

p divisant a et b divise leur PGCD ; donc p divise d.
Finalement, p = d.

2. Le systeme est équivalent a :

soit encore a :

PGCD(a;b)=5
ab = 850

a=>5k
b=35k" ,ketk’ étant premiers entre eux.
kk’ =34

D, ={1,2,17,34}. Comme a < b,ona:

a=>5 a=5x2
ou .
b=5x%x34 b=5x%x17
Le systéme admet deux couples solution :
(5;170) et (10; 85).

1.a)

A B c D E
p p+2 p+6 p+8 p+14
2 4 8 10 16
B 5 9 11 17
4 6 10 12 18
5 7 11 13 19
6 8 12 14 20
7 9 13 15 21
8 10 14 16 22
9 11 15 17 23
10 12 16 18 24
11 13 17 19 25
12 14 18 20 26
13 15 19 21 27
14 16 20 22 28
15 17 21 23 29
16 18 22 24 30
17 19 23 25 31
18 20 24 26 32
19 21 25 27 33
20 22 26 28 34

b)2£¢€,3&€et5E€€.
c) etd) Non: il semble qu’un des nombres de chaque ligne
est un multiple de 5.

2. a) p est premier, p = 6.

Modulo 5:

P 1 2 3 4
p+2 3 4 0 1
p+6 2 3 4 0
p+8 4 0 1 2
p+14 0 1 2 3

Pour p premier supérieur ou égal a 6, un des nombres est
multiple de 5. Conclusion : € = {5}.

1. a)

- B C

d 1

20 2

398 3 5
4 4 24 19
98 5 120 101
6 6 720 619
2| 7 5040 4421
8 8 40320 35899
58 9 362880 326981
10 10 3628800 3301819
e 11 39916800 36614981
12 12 479001600 442386619

b) La case Bn contient n!.

2.a)3!2!'+1!=6-2+1=5.

41-31+42!1-1!1=24-6+2-1=19.

b) Conjecture: pour n entier naturel, n = 3 :
c,=n!—(n-D!+m-2)+ ... +(1)y*"1!
c,=3!-21+1!=5:(P,) est vraie.

Supposons (P ) vraie.

c,,, =m+D!-c
=n+D)!-n!l+m-D!—...+D"1!
donc (P ) est vraie.

Conclusion : (P ) est vraie pour tout naturel n = 3.

3.a) C, = 5, C,=19,C,=101,C = 619, tous premiers.

b) Non: C, =326 981 =79 x 4 139.

Prendre toutes les initiatives

* n admet 3 diviseurs: D = {1, p, n}, n = p* avec
o+ 1=3;donc o=2etnestun carré.

* n admet 5 diviseurs: 5 étant premier, oo + 1 =5 ; donc oo =4
et n est un carré.

* n admet k diviseurs, avec k impair.
Ork=(@+1DP+1)...(y+1).

Tous les facteurs (ot + 1), (B + 1), ... et (y+ 1) sont impairs,
donc tous les exposants o, B, ...,y sont pairs et z est un carré.

Tout nombre premier 7, strictement supérieur a 3, est
congru & 1 ou 2 modulo 3 ; donc n? = 1 (mod 3). Ainsi,
p*+¢*+r*=0 (mod 3) ; soit:

p*+ ¢* + r? est un multiple de 3.

Remarquons que a = b = 243 fournit un couple
solution (243 = 3% donc 6 diviseurs).

On suppose dans la suite que a < b.

Notons d = PGCD (a; b). d a 6 diviseurs.

486 =2 x 35 et d divise a et b donc leur somme 486.

Il en résulte :
d=2*x3F avecO<oa<letO=<Bp.

Comme (oo + 1)(B+1)=6et(a+1)<(B+1),ona:

o+l1=1 oa=0
= etd=243=a=>b;
B+1=6 B=5
o+1=2 oa=1 I 18
= =
B+1=3  |p=2° :
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Sid=18,a=18 ket b =18 k’, avec k et k’ premiers entre
eux etk + k' =27.

Les couples (k; k’), avec k < k’ qui conviennent, sont:
(1;26),(2;25),(4;23),(5;22),(7;20),(8;19),(10; 17),
(11;16) et (13; 14).

Les couples solution (a; b) associés sont: (18; 468),
(36 ;450), (72;414), (90; 396), (126; 360), (144 ; 342), (180;
306), (198; 288), (234 ; 252) auxquels on ajoute (243 ; 243).

Comme p est premier, il est donc premier avec tous
les nombres qui ne sont pas multiples de p. Donc, il existe
np —n=n (p— 1) nombres premiers avec p inférieurs a np.

Notons n la mesure de I’aréte du cube (en cm).
n+1<1000=>n=<09.

n 1213 |4]5 6 7 8 9
mw+1 2|9 [28|65|126/|217 344|513 |730

Il reste a trouver, parmi ces nombres (° + 1), ceux dont la
décomposition en produit de trois entiers distincts et stric-
tement supérieurs a 1 est possible.
0=32,28=22%x7;65=5%13;126=2x7%9;217=7x31;
344 =23%x43;513=3>%19et 730 =2 X 5 x 73.

Ceux qui conviennentsont :

126 =2 X7 x%x9;344 =2 x4 %x43;513=3Xx9x 19 et
730 =2 x5x73.

En résumé:

Le cube 5 7 8 9

Lepavé | 2;7;9 [2;4;4313;9;19|2;5;73

E1) =4 x100=202 x50
donc (ot +3)(0+ 1) = 143 = 13 x 11
soitav=10eta =4 x 10",

Le jour du BAC (page 100)

Corrigé sur le site éleve.
€F) 1.20-1=23x80.

2.a)2’=(2"-1) + 1 s0it 2 = 1 (mod (27 - 1)).

2ri = (27)4, donc 27 = 19 (mod (27 - 1)).

b) De méme 277=1 (mod (27 - 1)).

24— 1=0 (mod (2 - 1)) et 2?7 — 1= 0 (mod (27 — 1)).

2r4 — 1 est divisible par (27 — 1) et par (2¢—1).

3. Par contraposition:

Si n n’est pas premier, n = p X g avec p et g entiers naturels
strictement supérieurs a 1.

Alors, d’apres ce qui précede, 2" — 1 est divisible par 2" — 1
(diviseur strict) donc 2" — 1 n’est pas premier.

La réciproque est fausse: cf. 1.

m 1. p premier supérieur ou égal a 7 est congru a 1 ou

2 modulo 3, donc p* est congru a 1 modulo 3, soit :
p*—1=0(mod 3).

2.p=2k+1aveck=3.

pP-1=p-DpEp+1)=4kk+1)

PP+ 1=4k+4k+2=2Q2kK +2k+1)

pt—1=8k(k+1) 2k* + 2k + 1).

ket k+ 1 sont deux entiers consécutifs : leur produit est pair

ainsi p* — 1 est divisible par 16.

3. p premier supérieur ou égal a 7 donc modulo 5:

p 1 2 3 4
p+1 2 0 0 2
p-1 0 3 3 0
pi-1 0 0 0 0

Dans tous les cas, 5 divise n.
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4. a) ¢ = ak = bk’ avec k et k’ premiers entre eux.

a divise bk’ et est premier avec b, donc (théoreme de Gauss)
a divise k’, soit k’=ak” et ¢ = abk”.

Conclusion: ab divise c.

b) n est multiple de 3 et de 16 donc de 48.

n est multiple de 48 et de 5 donc de 240.
5A=(p!-D+@;-D+...+(pj—1)+15.

Pour tout entier k compris entre 1 et 15, p; — 1 est divisible
par 15. Il est en de méme de A qui n’est donc pas premier.
Il n’existe pas 15 nombres premiers supérieurs ou égaux a
7 tel que A soit premier.

€D 1.2 4 -39, b =19, c,=21,
a,=399,  b,=199,  ¢,=20l,
a,=3999, b,=1999, ¢,=200L.

b)a b etc sécrivent (comme 10") avec n + 1 chiffres.
a, ne s’écrit qu’avec des 9 et un 3, et la somme des chiffres
apparaissant dans ¢, est 3: ils sont divisibles par 3 (critere
de divisibilité par 3).
c) Jb; < 45et b, n’est divisible par aucun des premiers
inférieurs ou égaux a 43 donc b, est un nombre premier.
dVn EN*,b’7><cn=4><102”— l=a,.
a,=b,Xc,=1999 x3x23x29 =3 x23x29x1999.
e) PGCD(b,; c,) = PGCD(c,;c, - b) = PGCD(c,; 2).
Or, ¢ étantimpair, PGCD(c,;2) =1 ; donc PGCD(b ;c )=1:
b etc sont premiers entre eux.
2, a) Théoreme de Bézout appliqué a b, et c,.
b)2001=1999%x1+2
1999 =(2001-1999)999 + 1

donc 1 000 x 1999 —2 001 X999 = 1.
Une solution particuliere de [1] est (1 000; — 999).
¢) Soit (x; y) un couple solution de [1] :

1999 x+2001y=1.



Or, 1 999 x 1000 -2 001 x 999 =1, donc :
1999(x — 1 000) + 2 001(y + 999) = 0,
soit 1 999(1 000 —x) =2 001(y + 999).
2001 et 1 999 étant premiers entre eux, le théoreme de Gauss
permet de conclure :
1000-x=2 001k
{y+999 =1999k

d’ou I’ensemble-solution de [1] :

{(1000-2001k;-999+1999k, ke Z}.

(aveck € 7);

BB A.1.4=1 (mod 3) donc 4= 1" (mod 3).

2.29 est premier, 4 est premier avec 29, donc (Théoréeme de
Fermat) 4% = 1 (mod 29) soit 4 — 1 = 0 (mod 29).
3.1=n=<4.

4 =4 (mod 17),4> =16 (mod 17) et 4* =1 (mod 17).
Pour tout entier k naturel non nul, (4*)* = 1% (mod 17),
donc 4% =1 (mod 17), soit 4* -1 =0 (mod 17) : 4% — 1 est
divisible par 17.

4. Modulo 5:

n 1 2 3 4
4" -1 3 0 3 0

4?> =1 (mod 5), donc 4* = 1 (mod 5) et 4**/ = 4 (mod 5) ;
soit 4%* — 1 = 0 (mod 5) et 4**/ — 1 = 3 (mod 5).

Conclusion: 4" — 1 est divisible par 5 si, et seulement si,
n est pair (non nul).
5. 4% — 1 est divisible par 3 (cf. 1.) ;

4% — 1 est divisible par 29 (¢f. 2.) ;

478 — 1 est divisible par 17 (cf. 3.) ;

428 — 1 est divisible par 5 (cf. 4.).

B. p premier > 2 donc p premier impair.

1. 2 étant premier avec p premier, 27~ '= 1 (mod p) (Petit
théoréme de Fermat).
p étant impair, p — 1 = 2n, avec n entier naturel non nul.
Ainsi, 2= 1 (mod p) soit 4"= 1 (mod p).
2.a)n=>bqg+ravecr <b.
4bi+r =1 (mod p), et 4%+ = (4"} x 4" donc 4" = 1 (mod p).
Or r < b et b est le plus petit entier strictement positif tel
que 4° = 1 (mod p), donc r = 0.
b) Il résulte du @) que si 4"= 1 (mod p), alors n est multiple
de b.
Réciproquement, si n = bq, (4”)9= 1 (mod p) donc 4"= 1
(mod p).
) 4 est premier avec p (premier impair) donc :

4r1'=1 (mod p) (Petit théoreme de Fermat).
D’apres b) p — 1 est un multiple de b.

Pour (l"er pll.lS IOin (page 102)

€3 1.a)D =(1,2,4,8,16,p,2p, 4p. 8p, 16p}.
b) a parfait
S 14+2+4+8+16+p+2p+4p+8p+16p=32p
<31+31lp=32p=p=31.
2.a)D,={1,2,...,2", p,2p,..., 2'p}.
S=(1+p)(1+2+... +29 = (1 +p)2™ - 1).
b) o parfait < (1 + p)(2*' — 1) =21 p

Sp=2m-1,
3. S:l+l+...+i+l+L+...+ !
1 2 2" p 2p 2" p
1 1_2nl+1
S=|1+—|X% i
p 1-=
2
s:z(HL)(l_ 1 )
2n+1_1 2n+1
2n+1 2n+l_1
S:2><2n+1_1>< 2n+1 =2

4. 1 es 4 premiers nombres premiers de la forme 2! — 1 sont
3,7,31 et 127. Les nombres parfaits associés sont respecti-
vement 6, 28, 496 et 8 128.

1.p=2.(B): R +y=d4oyY=4-x

x2=1 1<y?<3 {y:l
< =

y2=4-x2 y2=4-x2 x2=3

2.p#2.

impossible.

a) Pour tout entier naturel n, n et n?> sont de méme parité.
p premier différent de 2 est impair.
p* est donc impair d’ou x? et y* sont de parités différentes. 11
en est de méme de x et y.
b) Par I’absurde.
Si p divise x et y, alors p? divise x? et y*.
Il existe deux entiers naturels non nuls k et &’ tels que x? = kp?
et y*=k’p*
Il en résulte x> + y* = (k + k) p*, etdonc k+ k’ =1 ; ce qui
est impossible.
¢) Un diviseur commun de x et y est un diviseur de p?, c'est-
a-dire 1, p ou p2. D'apres ce qui précéde, x et y ne sont pas
divisibles par p. Ils ne sont donc pas divisibles par p? : leur
PGCD est 1.
3.a) [ — v+ 4uv = ut+ 2uPV? + vt

=W +Vv})?=p_
b) ¢ 5=2%2+ 12donc (122-1%; 2 x 1 X 2), ¢’est-a-dire (3 ; 4)
est solution.
Vérification: 3* + 4> = 52,
¢ 13=32+2%2donc (132 -2%;2 x 2 x 3), c’est-a-dire (5; 12)
est solution.
Vérification: 5* + 122 = 13%
4.a)3 =1 +2.3n’est pas somme de deux carrés.
7=1+6=2+5=3+4.7n’est pas somme de deux carrés.
b)*1y’=9-x*<9donc 1 =y<3.
Siy=1, alors x> = 8: ce qui est impossible ;
siy =2, alors x> =5: ce qui est impossible.
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*y?=49-x*<49donc l =y <7.

y 1 2 3 4 5 6
x> | 48 | 45 | 40 | 33 | 24 | 13

Ce qui est impossible.

1.a)D ={l,a, a4, ...,a"}

1-— an+l .

b) S(a") = (a premier donc a # 1).

2. a)x@,_ 50 51 52 53 54
30 3050 3051 3052 3053 3()54
3t 3150 315t 3152 3153 3154
32 3250 325! 3252 3253 3254
33 3350 335! 3352 3353 3354

somme | S(3%) | 5S(3% | 52S(3% | 5°S(3%) | 5*S(3%)

b) S(16 875) = S(3%) x (1+ 5 + 5% + 5%
= S(3%) x S(5%).
<) S(16 875) = 40 x 781 = 31 240.

3. a) Généralisation : en utilisant un tableau n X m, on a :

]_an+1 1_bm+1
S(N) = S(a") x S(b") = )
(N) = S(@) x S(b") = ————x——
k kl_ppg-+1
b) S(M) = [1S(pf) =T1——
i=1 i=1 1_pi
_n4
1227 60 = 900.

4,472 =23x59;S(472) = 1

2310=2x3%x5%x7x11;donc:
S2310)=3x4x6x8%x12=6912.

m 1. Tout nombre p premier différent de 2 est impair
donc congru a 1 ou 3 modulo 4, c’est-a-dire de la forme:
p=4n+1loup=4n+3.

2.3,7, 11, 19 sont premiers de la forme 4n + 3.

3. a) N est de la forme 4n — 1 donc impair.

l=4Xxp Xp,x...Xp —N.
Théoreme de Bézout : N est premier avec tous les p,.
N est donc divisible ni par 2, ni par aucun des éléments de €.
b) Compte tenu du résultat précédent, les diviseurs premiers
de N sont tous de la forme 4n + 1.
€) Ainsi, N=g Xg,x...xqg avecViEN, 1 i<k
g, =1 (mod 4) donc N = 1 (mod 4), soit N est de la forme
4n + 1.
Ainsi, sous I’hypothese «il existe un nombre fini de nombres
premiers de la forme 4n + 3 ou n est un entier naturel »,
N =1 (mod 4).
Or, par définition, N = — 1 (mod 4).
L’ hypothese est donc fausse.
Conclusion : il existe une infinité de nombres premiers de
la forme 4n + 3 ou n est un entier naturel.

m 1.a) r,= 0 & p divise ka. Or p ne divise pas k (car
0 <k < p), donc (Théoreme de Gauss) p divise a ; ce qui est
contraire a I’hypotheése : a est un entier naturel non divisible
par p.

Conclusion : ¥ k €N, r.#0.
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b) Remarque. Il est équivalent de démontrer :
k =k < r =r,_ (par contraposition).

L’implication k = k’ = r, = r,, est évidente.

Sir,=r,,,alors ka = k’a (mod p) soit a(k—k’) = 0 (mod p).

a étant premier avec p, p divise (k — k).

Or0<Ilk—k’'l<pdonck—k’=0,soitk=k".

2.aX2ax..X(p-Ha=rr, ...rpfl(modp)
<ar'(p-D!I=(p-1!(modp)
< @E-D!(@r-'-1) =0 (mod p).

p premier ne divise aucun des facteurs de (p — 1)! donc ne

divise pas (p — 1)!.

Il divise donc (a?~'— 1) eta?~'—1 =0 (mod p), soita’~'=1

(mod p).

3. Si a est divisible par p:

a =0 (mod p) et a” = 0 (mod p) donc a” = a (mod p).
Sia n’est pas divisible par p:
a’~'=1 (mod p) d’ott a” = a (mod p).

CID 1.a)six=1:¢égalité 0=0.

1—xk

1-x
b) (x¢—1)=(x")—1=(x"- DA +xb +x2* + ... + x¥c-D)
donc (x? — 1) divise (x* — 1).
2.a) 330 =2 x 3 x5 x 11. Tous les facteurs sont premiers
(donc premiers entre eux) et corollaire du Théoréme de
Gauss (p. 56).
b) n*' —n = n(m* - 1). D’aprés 1., n*® — 1 est divisible par
n'®—1, par n* — 1 et par n*> - 1.
¢) Comme A = n(n* — 1), si n est un multiple de 3, 5 ou 11,
A est divisible respectivement par 3, 5 ou 11.
Sinn’est pas un multiple de 3, 5 ou 11,  est premier avec 3,
S5etll.
Petit théoreme de Fermat: n'—1 = 0 (mod 11),
n*—1=0(mod 5) et n? -1 = 0 (mod 3).
Ainsi, A est divisible par 3, S et 11.

six#zl:1+x+x2+ ... +xk1=

3. A est divisible par n> — 1 donc par n + 1.

Divisible par deux entiers consécutifs n et n + 1, A est pair.
Divisible par les nombres premiers 2, 3, 5 et 11, il est divi-
sible par leur produit 330.

€Y 1. a) 109 est premier et 226 =2 x 113:
PGCD (109 ; 226) = 1.
L’équation (E) admet bien des solutions (Théoréme de
Bézout).
b) L’algorithme d’Euclide donne une solution particuliére
(-85; 41). Soit (x; y) un couple solution:
—85x109+41x226=1
{xx109—y>< 226=1
d’ot, 109 (x + 85) =226 (y + 41).
109 étant premier avec 226, 109 divise (y + 41), soit :
y=-41+ 109k’ (avec k’ € 7).
Il en découle x = -85 + 226 k.
Ce qui peut se traduire (en posant k =k’ — 1) par:
x=141+226k
{y =68+109k

¢) Pour avoir 0 < 141 + 226 k < 226, il faut prendre k=0 ;
d’ot I’'unique couple solution (141 ; 68).

(avec k E7).



2. Les nombres premiers inférieurs a ¥v227 sont :
2,3,5,7, 11 et 13.
Ils ne divisent pas 227 qui est donc premier.

3. a) f(0) est le reste de la division euclidienne de 0 par 227
donc f(0) = 0.

De méme, g(0) est le reste de la division euclidienne de 0
par 227 donc g(0) =0,

soit g[f(0)] = 0.

b) 227 est premier avec tous les éléments (différents de O
et 1) de A.

Petit théoreme de Fermat: a?* = 1 (mod 227), ce qui reste
vrai poura = 1.
o) VaeA* glf(@] = [f(@]'" = (a'®)" (mod 227)
D’apres 1. b), 109 x 141 =1 + 226 X 68 ; donc :

glf(@)] = a x (a®)% (mod 227).
Comme a?* = 1 (mod 227), g[f(a)] = a (mod 227).
glf(a)] et a appartient a A* donc sont égaux.
flg@] = [g(@)]'” = a'**'(mod 227).

De méme, on trouve f[g(a)] = a.
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