Pour se préparer a I'écrit BAC

Csujer QY

Siapacites mises enoeiie
= Etudier une marche aléatoire a trois états
w Etudier une suite de matrices vérifiant X, = AX, + B

Trois marques X, Y et Z d'un dentifrice occupent un secteur

de consommation.

Chaque mois, les consommateurs de la population étudiée

utilisent une et une seule de ces marques.

Soit n un entier naturel. Pour un consommateur pris au hasard,

on désigne par X I'état « la marque X est utilisée un mois

donnéx, Y I'état « la marque Y est utilisée un mois donné» et

Z I'état « la marque Z est utilisée un mois donné ».

Au cours du mois d'essai (n = 0), on a observé I'état initial de

ce processus: Ep= (0,1 0,2 0,7 ).

Les probabilités des événements X, Y et Z le mois n sont res-

pectivement notées x,, ¥, et .

On suppose le processus sans mémoire.

D'autre part, en déterminant par sondage les intentions des

consommateurs que |'on supposera constantes, on a obtenu

la matrice de transition de cette marche aléatoire :

(04 03 03 )
03 04 03

L 0,2 01 07

M=

1.a. Exprimer x,,, 1, ¥ +1 €t 2,1 en fonction de x,,, y, et z,.
b. A quoi est égal x, + y, +2, 7

. , (%) (0,2)
2. Soit les matrices colonnes U, = ‘ et B= .
y.'\ J LY OJ1 A

.

Déterminer la matrice A telle que U,., =AU, +B.

{ A
3. Soit la matrice P=| 11 J
V=12

a. Montrer que P est inversible et calculer P-*.

b. Calculer D =P-'AP.

¢. En déduire, pour n entier naturel, la matrice D, puis la
matrice A" en fonction de n.

4, a, Montrer qu'il existe une matrice C telle que C=AC+8.
Calculer C.
b. En déduire I'expression de U, en fonction de n.

5.a. Exprimer x,,, y, et z, en fonction de n.
b. Que conclure de l'utilisation, a long terme, des marques X,
YetZ?

Question 1. » Savoir-faire 3, p. 119
Question 4. » Savoir-faire 2, p. 115
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L
< Etudier une suite de matrices vérifiant X, .3 = A X,

Etudierla convergence d'une suite de matrices colonnes

Un biologiste souhaite déterminer, sur une durée assez longue,
I'évolution de la population d’une famille d'insectes insulaires.
Des observations ont montré que I'espéce possede trois stades
de développement : les larves, les adultes et les insectes ages.
On a observé que, sur une unité de temps, seuls les adultes
se reproduisaient et que leur taux de natalité est de 225 %.
On sait aussi que le taux de mortalité des larves et des adultes
estde 25 % et que celui des individus 4gés est de 75 %.

On sait enfin que le temps moyen passé au stade de larves est
de 4 unités de temps, comme le temps moyen passe au stade
d’adultes (on peut supposer donc gu'au bout d’un an, 25 %
des larves deviennent adultes).

A I'instant initial de I'étude, les effectifs (en milliers) des popu-
lations de larves, d'adultes et d'insectes agés sont respective-
ment égauxaa, betc.

[ x()
yit)
L zit) )

On note N (¢} la matrice colonne donnant la popula-

tion de larves, d'adultes et d'insectes a l'instant t, ot t est un
entier naturel.

1. Montrerque N{t+1)=AxN(t}, ol Aestlamatrice:

{05 225 0 |
A= 025 05 0
L 0 025025

2. On suppose dans cette question g = 100, b = 200 et ¢ = 50.
Combien y a-t-il d'adultes au bout de 10 unités de temps (a
une unité pres) ?

f6 12 0)
3. Soit la matrice P:_ -2 40
11 1y

a. Calculer P-1, puis la matrice D =P-TAP.
b. Pour t entier naturel, déterminer DY, puis A",

4, Exprimer x{t), y (t) et z(t) en fonction de a, b, cet t.
5.a. Ce modéle prédit-il la pérennité de I'espece 7

b. Déterminer lim ‘ﬂ].lnterpréter ce résultat.
et Y1)

Question 3. » Savoir-faire 1, p. 115
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Cabacies s as el o
= Erudier une suite de matrices vérifiant X, .1 = AX,
~ Etudier asymptotiquement une marche aléatoire

Un appartement est formé de deux piéces A et B reliées entre
elles par une porte ouverte ; seule la piéce B posséde une
fenétre ouverte.

Une guépe qui s'était endormie dans la piéce A se réveille &
l'instant 0.

On estime que:

- quand la guépe est dans la piéce A a l'instant n (exprimé en
minutes), elle est encore dans la piéce A une minute aprés avec
une probabilité égale a %
- quand la gquépe est dans la piéce B a l'instant n, alors une
minute aprés, elle est retournée dans la piece A avec la proba-

bilité 1 et efle est restée dans la piéce B avec la probabilité 1

4 2
1. Dans cette question, quand la guépe est sortie, elle ne
revient plus.

a. Déterminer la matrice de transition M de cette marche aléa-
toire, les états A « la guépe esten A », B «la guépe esten B» et
E « la quépe est sortie » étant pris dans |'ordre alphabétique.

b.Soit ( @, b, ¢, )I'état probabiliste de cette marche aléa-
toire a linstant n.On note: X, =( a, b, ).

Déterminer la matrice Q telle que X, ,=X,xQ.
¢. Montrer que pour n entier supérieur ou égala 1:

MECE
(ol 36T )

d. En déduire la probabilité que la guépe soit sortie de l'appar-
tement n minutes aprés son réveil.

e. Au bout de combien de temps cette probabilite est-elle
supérieure a 0,999 7

2. Dans cette question, quand la guépe est sortie, elle revient
dans la piéce B avec la probabilité 0,1.

a. Que devient la matrice de transition ?

b. Montrer que cette marche aléatoire posséde un état
stable. Le déterminer, puis 'interpréter.

Question 1. » Savoir-faire 4, p. 119
Question 2, » Savair-faire 6, p. 121

LT PPRP LR Rl TR
. Etudier une sbite de matrices verifiant X, .y = AX,

-+ Ecrire un algorithme de recherche d'un terme
d'une suite récurrente

Corentin a trouvé dans son grenier un plan conduisant a un
trésor. Il est dit ceci:

« Plante un biton A au pied du puits et un baton B au
pied du figuier, puis plante un béton C au milieu du
chemin reliant ces dewx bitons, puis un biton D au milieu
du chemin reliant A et C, et ainsi de suite. .. Tu trouveras
le trésor aw bout de tes efforts ».

Le figuier est a 200 métres du puits. Peut-on aider Corentin a
trouver le trésor ?

Pour tout entier naturel n, on note u, la distance du n-iéme
béaton planté au puits. Ainsi ug=0 et u,=200.

1. Montrerquepourn=1: t,.1= % u, + %U,M,

2. Ecrire un algorithme permettant le calcul du terme u, de
cette suite, avec comme entrée |'entier n.

u,
3.0nnote X, :\ n ] Montrer que X,.,=AX, oUAest
u, |

une matrice que |'on déterminera.
¢ 3

4.a.50it P=| 1 71 | CalculerP ", puis D=P-AP.
\ A

b. Calculer D”,\puis A" en fonction de n.
5.a. En déduire I'expression de u, en fonction de n.
b. Déterminer la limite de la suite (u,,). Conclure.

Question 4. » Savoir-faire 1, p. 115

Pour se préparer a l'oral : BAC

Soit la suite de matrices calonnes (X)y= telle gue X, = AX, + B, avec A =[ Z _01 J B =[ 3 ] et Xo=( : )

1. Déterminer I'expression de X, en fonction de n.

2. Lasuite (X} est-elle convergente ?

0 4

m Dats dne ville donnée. siune année, un habitant pratique le covoitiirage, 'anhée Suivante il se déplace seul dans sa
voittre avec unéprobabilité de'0,6 ; si une année, il se déplace seul daris sa voiture, il-pratique le covaiturage 'année suivante

avec uneprobabilité de 0,35.

Déterminer, s'il éxiste; |'état stable de cette marche aléatoire.



» Voir las exercices
29et30

Pour déterminer

Ja fimite d'une suite de
matrices, on détermine
la limite de chaque
élément de la matrice.

» Voir les exercices
39t 40

Pour déterminer

le terme général
d'une suite telle que
U,,,=AU,+B,

oN COMMENCE par
trouver une suite
constante solution.

Soit la suite de matrices colonnes (U,) définies par U, |

U,.1 =AU, avec A=

0,

g
{

Montrer que A"=0,1" L

La suite (U,) est-elle convergente ?

1. On fait un raisonnement par récurrence. Soit P{n) la propriété: «A"=0,1"

« Initialisation. On vérifie que P(0) est vraie: 0, 1]

\ 0,

écurrence

. En déduire 'expression de U, en fonction de n.

3 01'
2 0 ‘
n+1_ 1 1_2n|
201-2 22"

‘ Heredite On suppose P{n‘ vraie pour un entier naturel n. Alors

A.H—]

. La suite (U,) converge vers la matrice '
B I\

(211

=Q,1"
2"

: Onendéduitque U,= 0,1-“L

-2 2 2"

'03 02

Soitla matrice A=

0,1 0,4

\

N

0) o
|, car lim (0,2") =0.
0)

1
0

n+1

(5041 _1q 1-20\":[’
(20712 2-20

| 01| V) ogqeer 2% 271 =1 1=2m1)

2 0 2% 21 -2 22
2"-‘"—1—1—2"" \_01n|2r‘1—(0’2r“|
2.'|+]_2+2_2"-' J-!_ ! \2.11.}-,\0'2-’.‘;]'

(0121 1-27)

\2mi-2 2-27)
!

? |=|2:AD‘

| doncP(n+ 1) estvraie.

_(12) . . (24)
o |.0n définitla suite de matrices (U,) par Up=| 3

et, pour tout entier naturel n : Un+1 = AU +B.

13

LallmltedeOS est 0, comme celle de 0,2". On en déduit que Iim (18+2x05“+4x021—18 et

Iy

l|m (3+2x0,5"-2x0,2" =3 la suite (U,) converge vers la matrice U* —|

M35

At

) 1 2]
(1-2) 105 0 13 3|
Mont ue A=PDQ, avec P= , D=\ t Q=
rerq Q, av 1) L0 02 et Q ‘ 1
Calculer QP et en déduire A" en fonction de n. L33
Exprimer U, en fonction de n, puis étudier la convergence de la suite U,).
[ Sofution
05 043 (0302 _
1. 0n calcule d'abord PD—| 05 02 J,pUIS (PD)Q—\ 01 0.4 ).|_A'
. Alors A"=(PDQ) (PDQ) .. .(PDQ) = PD"Q, car QP—I~ D'ol:
s
. , (1 2) .
pocf 172 [ 057 0 1.0 3 3 ‘ 1/057+2x0,2" 2><0,5r-u2><0,2nJ
. 0 02| ‘_1 11 30 057-02 2%0,5 +0,2"
. 33
2.Si U, =C pour tout entier naturel n, alors C=AC+B, soit (lb-A)C=B.
(07 -02) o : (15 05)
-A=| £ 1. cette matrice estinversible et la calculatrice donne (I,-Ay'=| " .
L =01 06 =A) | 0,25 175
. ( 2 18u
On vérifie que c'est bien inverse. D'ou C=|;I2—A_‘.I-‘><B=| 1505 W !12| —(
L 0,25 175 ) \ 0/ 3,
On en déduit: U,.,-C=A{U,-0Q), etainsi U,-C=A"(Uy-C).
i (0 5n . " oY rey (18+2%0,57 +4x0,2m)
. Dou U,,=!18| 1(0,57+2x0,2" 2><0,5_ 2x0,2 E 6' =|
3, \\ 0,5"-0,2" 2x05°+02" | \0) 3+2x0,5"-2x%0,2" )

8



3 )

» Voir I'exercice 53 Un couple part en voyage chaque année. S'il est resté en France une année donnée, la probabilité
que ce couple voyage a I'étranger I'année suivante est 0,4. Dans le cas contraire, la probabilité
qu'il voyage a nouveau a I'étranger est 0,7. En 2012, ce couple est allé a I'étranger.

Représenter cette marche aléatoire a I'aide d’un graphe.
Ecrire la matrice de transition M de cette marche aléatoire.

Quelle est la probabilité que ce couple parte a I'étranger en 2017 ?

I \\
\\i\\\u\ 1tk \\\\ml}\\\\\\\ 0,4
1. 0n note A 'état « le couple reste en France » m
i . s 0.6 0,7
erminer et Bl'état « le couple part a 'etranger ». , . 0,3
robabiliste 2 Py a1 =B)=04etPy gt =B)=07:M=| 00 X3 dre des états: A, B
n dfune marche 2Py X1 =B)=04etPy _p(Xo. 1 =B)=07:M=| 45 4, |aveccommeordre sétats: A, B.
"r:_':';_q;fr:;‘? . L'état initial est modélisé par Uy = (0 1}. L'état en 201 7 est donné par la matrice Us, avec
jhe d'abord M7, Us=UyM®. Avecla calculatrice, on trouve 3 107 prés: M =! | 0:430 0,570 ) o Us=1(0,428 0,572).

. 0,428 0,572 )
La probabilité cherchée est donc 0,572 {a 1073 prés).

» Voir I'exercice 60 Une puce saute d'un sommet d'un triangle ABC a un autre : elle choisit indifféremment I'un ou

I'autre des sommets restants. Elle part du sommet A a l'instant 0.

Ecrire la matrice de transition M de cette marche aléatoire.

I'.' 1 2 _1 1
Soitlamatrice P=| 1 0 2 |.DéterminerP-', puis D=P'MP.
L1 -2 -1

En déduire M" en fonction de n, ol n est un entier naturel.

Quelle est la probabilité que la puce soit a nouveau en A a l'instantn ?

s \...‘\\“ W
\“\)& \h\\n\\:\\\\\\\:\\\
%. La probabilité pour la puce de sauter sur un autre sommet est %,donc on obtient :

Pour écrire ta matrice de

transition d'une marche 0 11
b fard 77|
aléatoire, faire attention | 1 1
& V'ordre des états, M= 7 ] 3 . I'ordre des états étant A, B, C.
11
2329
to20 0 1 1y 1 1y
(10 oy |53 33k 3k
! 1 C L on C s
!.On trouve aprés calculs: D= 0 -3 01 et M” _;_%[_%] %Jr%[_%) %_%[__:12)
O 1 —_ N " ¢ il i n
2 ) 1oAYy 131y 1,.2(1
' 3730 373t 33l
i~ 0o g 1y (A Yy 1oy
Up=(1 00} et U,=U;xM", d'ol U=; *%‘__—z] 3” _l,(‘j] §_§[.__ 2’

Donc la probabilité que la puce soit en A a l'instant n est l + —‘



» Voir I'exercice 67

Pour déterminer
I'état stable {x )
d'une marche aléatoire
de matrice M, on résout
I'équation :

X YixM=x y,
aver x+y=1

» Voir I'exercice 69

Pour assurer {existence
d'un état stable, il suffit
qu'une puissance de

la matrice de transition
soit sans .

5

Deux joueurs de tennis A et B décident de jouer une partie toutes les semaines.
La probabilité que A gagne la partie de la premiére semaine est 0,7. Si A gagne la partie de la
semaine n, la probabilité qu'il gagne la semaine suivante est seulement de 0,4. 5i A perd la partie
de la semaine n, il change de stratégie et la probabilité qu‘il gagne la semaine suivante est de
0,9.0n note S, I'état « A gagne la semaine n » et S, I'état « B gagne la semaine n ».

Ecrire la matrice de transition associée a cette marche aléatoire, en considérant les états dans
I'ordre S,, S,.

Déterminer I'état stable de cette marche aléatoire. Conclure.

oy A
P Solution o
. . [ 04 06}
1, La matrice de transitionest M={ 7" ' |
L o9 01
2. L'état stable de cette marche aléatoire existe, car la matrice A ne contient pas de 0. Cet état stable
04x+09y=x

est défini parlamatrice m=(x y) telleque TM=m,soit iO,6x—0.1y =y quéqeivauté 2x=3y.
Or x+y=1, donc 2x=3{1-x), soit 5x=3 et x:%L’étatstableestdonc(g ‘—;}:Iorsquentend

vers I'infini, la probabilité que A gagne se stabilise a 0,6.

8

Un individu susceptible de contracter une maladie peut étre
dans un des trois états suivants : S (susceptible de tomber
malade), M (infecté par la maladie) et | (immunisé).

Son état peut changer tous les trois mois selon certaines
probabilités données dans le graphe ci-contre.

Déterminer la matrice de transition de cette marche aléa-
toire, en considérant les états dans 'ordre S, M, I.

Faire une étude asymptotique de cette marche aléatoire.

AT
i

TPy o5l =51=06 ; Py _sX,.1 =M)=03 et Py (X, =1=01.1la premiére ligne de la
matrice de transitionestdonc: 0,6 0,3 0,1.0naaussi Py _y(X,.;=M)=0,1 et Py _y(X,.,1=1=09.
{0603 01}

Enfin Py —\(X,+1=5)=0,1 et Py _,{X,,,=1)=0,9. D'oula matrice de transition :P = 0 01058
' ' L01 0 09)

(0,37 0,21 0,42

2.P2=| 0,09 0,01 09 | Puisquelamatrice P2 necontient pas de 0, il existe un état stationnaire.
0,15 0,03 0,82 )

Pour le déterminer, on résout :

[06x+01z=x (z=4x :
(x y 2)xP=(xy z), soit <'0_.3x—0_.1y =y ,50it {x =3y ,soit z=4x et y=3x.
01x+09y+09z=1z 4x=z
Comme x+y+z=1,0nen déduit: x+%x+4x:1, soit x:%- Enfin: y=% et z=%-

Quand le nombre de mois tend vers l'infini, la population tend vers la répartition 6 16 % :
aterme, la proportion de personnes immunisées tend vers 75 %. ' '



