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MATHEMATIQUES 23/10/2012

Baréme possible : 6+4+10

1. Soit n un entier naturel quelconque. (libre choix de la méthode)
1.1. Prouver que a = n(n® — 1) est un multiple de 6.

1.2. Prouver que b = n(5n® + 1) est divisible par 6.

1.3. Prouver que ¢ = n(2n + 1)(n + 1) est congru a 0 modulo 6.

2. Démontrer que pour tout entier naturel k on a : 2% = 1 [mod 7]
En déduire le reste de la division euclidienne de 22°* par 7.

3. Soit I'squation (E) : 3x? + 7y? = 10%"

ou n est un entier naturel non nul donné et x et y des entiers naturels.
3.1. Montrer que 100 = 2 [mod 7].

En déduire que si (x ; y) est solution de (E) alors 3x* = 2" [mod 7].

3.2. Reproduire et compléter le tableau des restes des divisions euclidiennes :

de x par 7 0 1 2 3 4 5 6

de 3x° par 7

3.3. Démontrer que 2" est congru a 1, 2 ou 4 modulo 7 (pour n eIN*)
(on pourra raisonner par disjonction en trois cas selon la valeur de n)
En conclure que I'équation (E) n'a pas de solution (dans IN).
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Baréme possible : 222+22+433

1.

1.1. a=(n-1)n(n + 1) or parmi 3 entiers consécutifs il y a toujours un
multiple de 2 et un multiple de 3 donc a est bien multiple de 6.

1.2. Sin est pair, alors b est pair et si n est impair 5n” + 1 donc b est pair.
Sin =3k, b est divisible par 3,
sinonn=1oun=-1[3]etalors

(Ou par tableau de congruence]

n’=1donc 5n* + 1 =0 [3] donc n 0l1[ 2345
b est divisible par 3 et donc par 6. n’ 014|341
1.3. n(n+1) est toujours pair ; de plus -1 [5[0[3[2][3]0
soitnzO[S], 5n°+1 (1[0 3[4]3]0
. 2n+1 [1]3]5[1[3]5
soitn=1[3]alors2n+1=0 [3] ntl 11213121350
soitn=2[3] alors (n+1) =0 [3] a olol 616 112]0
donc c est divisible par 2 et par 3 b ojlo|6 [12]12]0
donc par 6. Soit ¢ = 0 [6]. c 0/6[30[12]60]0
2. vk elN,2%*=8%0r8 = 1donc 8= 1 [mod 7] soit 2° = 1 [mod 7]
27012 = 8%70 x 4 or 8°7° = 1 donc 2°°"* = 4 [mod 7]
3.
3.1.100 = 7*14 + 2 donc 100 = 2 [mod 7].
3x% + 7y* = 3x? et 10*" = 100" d'ol 10*" = 2" [mod 7]
d'oti 3x? + 7y* = 10°" = 3x? = 2"[mod 7]
3.2. Restes des divisions euclidiennes :
de x par 7 0 1 2 3 4 5 6
de 3x” par 7 0 3 5 6 6 5 3
car 3x°= 0 3 12 27 48 75 108
33.2'=2;22=4;2°=1. Dés lors le résultat est cyclique :
3K _ (23)k —1k=1 : 23K+l — oxo3k — 9 : 23k+2 _ pxo3k — 4 [mod 7]
vx €N, 3x? = 2" [mod 7] est faux donc (E) n'a pas de solution dans IN.
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