Problémes de synthese

(obligatoire)

BEM® A.1.2) lim f(x)=2et lim f£(x)=0.
X —> + oo X —>—o0

1+x
b) fi(x) = ————
(1 +x2)/\/1 1
X |- -1 1 + o0
f1(x) - 0 +1

0

£,x) \1_ﬁ/1'

¢) T, est la tangente au point O et f1(0) =1 donc T; a

pour équation y = x.
-1 _(1-0W1+x*-1]

A/1+x2_ /\/1+x2

Or pour tout réel x, 4/'1 + x> =1.Donc 6, est au-dessus
de T, pour x < 1.

2. a) f5(—x) = f>(x) donc f, est paire.

x2 1 [xz 1 ]
—— _xet lim —— —x |=0.
J1+x2 oo 4 x?

Donc la droite A d’équation y = x + 1 est asymptote
a6, en + oo,

fi)-x=1-x+

b) f(x)—x-1=

x(x2+ 3)
) fo(X) = ——=—"
A +x2(1 +x2)
(62
@
1 1
-1 o 1
X 0 1 + oo
f30 | 0 +

fk) 0 ////1//' T

2
[ -fry ==L - x =1
' ’ A/1+x A/1+x2

doncsix 05 1[, fi(x) > f(x)
donc €, est au-dessus de 6,.

_x(1-x)

A/l +x2

B. 1. Siuy=0ouuj=1lasuite est stationnaire.

2. a) Pour tout x > 1, f;(x) > 1 (voir tableau) donc si
u,>1,u,,,>1,deplus u; > 1 donc par récurrence
pour tout u de N, u,, > 1.

u,—1 u
b)u, 1 —u,=1+—=-u U )[1 1+u)]

A/1+ui ! A/1+u

2
1+u, <Odoncu, |-

u,>1,1-

(u,,) est décroissante.

u, <0 et la suite

¢) Lasuite (u,)) est décroissante et minorée par 1 donc
elle converge vers ¢, tel que

-1
1+¢

=1+

3

Il résulte que ¢ = 1.

3. La démonstration est identique a la question précé-
dente et € = 1.

C. L aulx)=~1+ X Vx)=1douu'(x) =

1 1
etv(x)=xdoncI=[xA/1+x2]0—J X =
0Al+x

1+x
2

.
=

Il en résulte que I = N/

1
b)J+K:J j-"_xdx f Jlex2 de=1
1+x

DouJ+K= .2 —JsoitJ:%(ﬁ -K).

X

A1 +x2
x+/\/1+x N1

doncK=[In(x++1+x )]0 =In(1+ 4/2)
[+2 ~In(1 + 2)]

1+

2.8 (x) =

1
etJ—i
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3.5 =4] | (00 1o =

—411+x°]) =242 +2In(1 + ./2)
=22 -4+2In(1 + J2).

E.A 1 )f(x) f( 1) xx+1
x+1 (JT-x)(x+1
X
CT—xT+x
x—-1 x+1
Ainsi fn’est pas dérivable en x = -1.
2
(1-x)
1
x -1 5(1[5) 1
f'ix) - 0 +
0 + oo
fi
w 2(18)./5-2

2. a) Voir figure.

b)y x(1+x) doi

doncT" —<€ U C@'.

x [—= 1+x ou ——xl
1_ y

B. 1. a) A a pour équation y = tx et () a pour équa-
tion x2 + y% + 2x = 0.
Donc P a pour coordonnées (- 1;—¢), M a pour coor-

2
données (tz_l 1 _1)] tQ( —22;;21)

F+1 £+l 1+7 147

2 2
D’oit PQ a pour coordonnées [2_1 ;t(tz -1
r+1 +1

donc OM = PQ.
2. On construit d et (y) et a chaque droite (A) on obtient
P et Q. On construit alors M tel que OM = PQ.
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C. 1. M a pour coordonnées (cos 6 ; sin 9) et Ha pour
abscisse cos 0 et pour ordonnée y avec BH - OM = 0
soit y sin 0 + cos 0(1 + cos ) =0 d’olt

_ —cos 0(1 + cos 9)
sin©
2.y2(1-x)-x*(1 +x)=0;

cos26(1 + cos 9)2
2

sin” 0
N cosze(l + cos 9)2(1 —cos 0)
(1-cos 6)(1 + cos 6)
doncH e (I).
3. Le point B de (') n’est pas orthocentre de OMB.

(1—cos ) —cos? (1 +cos 0) est égal

—cos?0(1 +cos ) =0

1 _ n
BEES A. 1.7,(1) = 0et D e
x-1 A/l—x
() , o
lim =—oo donc f,, n’est pas dérivable en x = 1.
x—1x-1 "
2. a)Pourn>1f n)=nx""1,J1-x-
( 241 -x
[2n x(2n+1)]
2J1-x
n pair
2n
o 0 on+1 !
() - 0 + 0 - |
+ oo f(oy,)
) \
n 0 / \ 0
n impair
2n
o 0 2n+1 1
709 + 0 4 0 -
f.(o,)
" 'ntn
| 0 S ;
, _ _2n
b)fn(an)—O@ocn_z—n+1.

3. Voir courbes ci-dessous.




B. Lfilx)=xJ/1-x

X |—o 0

falx) 1+

2
3
0
\ 2./3
f,(x) /0/ 5 \ ,

. 2 .
Si k > —— pas de solution ;
3.3 P
sik= 2 une solution x = 2 ;
3.3 3

si0<k< Z deux solutions telles que 0 <x; <x,<1;

3.3
si k=0 deux solutionsx; =0etx, =1;
si k < 0 une seule solution x; < 0.

2. Notons ¢ la fonction x — \xA/l - x\ . Son tableau de
variation est :

1 2
—o = 0 - 1
X 13 3
reo 2
lx) 2.3 /3.3 \
9
0 0
Sa courbe :
4
2 ;
PO N
x O Xz‘ 2 X3‘1
3

Donc d’apres le tableau, il existe trois solutions x;, x,,
x5 telles que :

1 2 2
3<x1<0 O<x2<+3 3<x3<1
3 1 1. 1 3 1) 1
3.—1<u1=§ X1-3 <—§, 2 =5|%-3 <z

1 3 1
et E <Uz= E(X3—§)<l.
D’ou I’existence d’un 6, unique de [0 ; ] pour chaque
u; tel que u; = cos 0;.

4. a) 2 cos §; = 3x; — 1 donc x; ——(20056 + 1) avec
(1 - x)— donc(ZCose +1)?(2-2cos ) =1

ou encore 4 cos3 6,—3cos6;= % soit cos 30; = % .

b) cos 30 = % a pour solution 8; = gn ;0, = gn et

03 = g donc [0 ; @]
Soit x; =—-0,177 36 ; x, = 0,217 57 ; x5 = 0,959 79.

C. Calcul d’une intégrale

1.1, ,-L,= fg)x”(x—l) JT—x dx.Orx—1<0donc
I, ., <I,etlasuite (I,) est décroissante.

De plus x* /1 —x = 0donc I, = 0 et la suite I,, est mi-
norée par zéro.
2. a) D’apres la partie A. et les tableaux de variation

£.(x) < f,(ct) donc I, < J (1] £.(0,,) dx.

b) f,(a,) = (2n+ 1)nﬁ donc hm f(ocn) 0

et lim I,=0.

n—+oo

371
3. a)IO:Ll) J1—x dx = {— %(1_)6)2} —
0

b) u(x) = x" et v'(x) = /1 —x soit t/(x) = nx"~1
etv(x)=- %(1 —x)a/1-x.

1 1
I,= [—%x"(l—x)dl—x} +§nJ a1 J1—x dx
0

—§n x”A/l x dx.
Soit 1, = Zal, - 3nl, 0u (3 + 2L, =21,
2’112
¢) Pour x =0, I = 723 donc la proposition est
vraie pour n = 0.
2n+2
L2 n!'(n+1)!
Sil, = TG+l alors
[ 20+ 2 2+ 1))
nt1T 2n+ S (2n +3)!
2n+3
! !
soit1,, | = (n+D!(n+1D)!12(n+2)

2n+3)!2n+4)2n+5)

2 i+ 1) (n +2)!

(2n +5)!
Donc la proposition est vraie pour tout entier naturel #.

BEEM® A. 1.6, est au-dessus de €, elle-méme en
dessous de 6,

sin x cos x

2.S(x) — Sy(x) = T s x

< 0 et S(x) — S;(x)
)
_cos x sin " x
~ 1-sinx
en dessous de 6, donc S;(x) =< S(x) < Sy(x).

= 0 donc 6, est en dessous de € et €
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2n
B. 1 a)l= [, cosxdr=1:

2n
I, =], cosx+cosxsinxdx
2
T 1. 27" 1
= Slnx+§SII1 X3_n—§
2

= [~In(1 - sin)]ar =In2.

_(*™ cos x dr
3n 1 —sin x 2r
P 2

b) S;(x) =< S(x) = Sy(x).
Ilenrésulte que I} s I <1,

2n
2. a)I,H]—In:JM cos x sin” * 1(x) dx
2

_ 1 ..on+2 2n
—[n+2S11’1 X}3_n
2
(_1)n+l
T Thi2

b) La proposition est vraie pour n = 0 car I = 1.

n

oo, 11 (-1)
Sil, =1 5t3* +n+1alors
n 1
_q_ L D", "™
I,.,=1 IRt

donc la proposition est vraie pour tout entier naturel.
3. 2 An+1_An:12n+2_IZn

1
— 2(n+2)
=D (2n+23 2n+2)<0

donc la suite (A,)) est décroissante. On démontre de
méme que la suite (B,)) est croissante.

1
b) A, =B, =l -1y 1= 57—
donc lim (A,-B,)=0.
n—>+oo

Les deux suites sont donc adjacentes et ont la méme
limite. 1

cos x(1—sin"" "x)
4. a) S(x) - S, (x) = -

1-sin x

cos X

1-sin x
=sin”* 1 x S(x).

De plus S(x) - S,,, , (x) =sin?"+2 x,

S(x) = 0 et S(x) - S,,,(x) =sin?* * 1 x,

S(x) =0dous,,, (x) =<S(x)=<S,,(x).

Il en résulte que
2n
IZn +1 = 3ns(x) drx < IZn’
soit B, <In2<A4, 2
et Iim A,= lim B,=Ih2

n—+oo n—+oo

250

Lu, -u,=0ouu,, -

¢ Démontrons par récurrence que v,, > u,,.

vo=b,uy=a,b>adoncvy>u,

u, + Vu
2

u,+v u,+v
. n n n n
Slf( 3 )>0,un+1:unetvn+1:——2——,

V12U

Supposons v, > u,, avec u, < <v,.

donc :

n+1-

u,+v u,+v
. n n n n .
Slf( 3 ) >0,u,,1= —5 etv,,;=v,,donc:
Upy1<Vpi1
Il en résulte que, pour tout n =0, v, —u,, = 0. Donc la
suite (u,,) est croissante. On démontre de méme que
la suite (v,,) est décroissante.

¢ De plus, en tenant compte des résultats précédents,

1 1
Va1 = 5 (v 4,) done v, ~u, = 5 (b-a),
donc lim (v, -u,)=0.Les suites sont adjacentes.
n— +oo

2. a) fcontinue donc lim f(u,) = f(c).
n— +oo

D’apres les résultats précédents, f{u,,) < 0, donc fic) <O0.

b) On démontre de méme que lim f(vn) f(c) avec
flc) = 0.D’ou f(c) = 0. no

B. 1.g(a) = fla) -y <0; g(b) = f(ib) -y > 0.

g est continue, donc d’apres la partie A, il existe ¢ de
[a; b] tel que g(c) =0, d’ou f(c) = y.

2. Méme raisonnement.

HE® A1 1. 3) fy(x) =x(Inx)2, fy(x) =In x [Inx + 2].

b) lim fo(x)

x—0
pas dérivable en x = 0 et la tangente a ‘¢ au point O

= lim = In(In x)? = + * donc f;, n’est
x—=0

est verticale.



2.a) x |0 e 2 1
f5x) + 0 -

-2
fo(X) 0/ 4e \ o

1 L
J
6 A
M,
| z
E % l €1 - Az
N
1 B % MO% g
2 ! ‘ |
- Il L] Il Il
0 X 1

ILLa)f(x)=(nx)>+2Inx+k=[Inx+1P+k-1.

b) s, a pour coordonnées (1 ; k), f;(1) = k doncla tan-

gente en o, a6, a pour équation y = k(x—1) + k = kx.

C’est donc la droite (OA,).

2. lim JM
x>0 X

La tangente a €, en O est donc verticale.

3. a) f(x) — fy(x) =x = 0 donc 6, est au-dessus de €,.

b) f7(x) = (Inx + 1)2.

=+ocodonc f; n’est pas dérivable en x =0.

X 0 e 1 1
f1(x) + 0 +
3
O ser2—

4 ) 314 + )] = 3 (200 02+ 2

=(Inx)2 + %x = f, (x).
2
b) D’oui la construction de 6 . Pour x € [0; 1], M et
2
M, sont les points de 6, et €, le milieu de [MyM, ] est
un point de € .
2

B. 1. a) v(x) = (Inx)2,v'(x) =x o t//(x) = % In x et

2 2 A
v(x) =% doncI(a) = [—(lnx) } —f xIn x dx.
2 2 o Jo
1 X
On pose u(x) =Inx,v'(x) =x,u'(x) = o v(x) = 5 donc
. 2 ! 2
f xIlnxdx= [—lnx J - [—} . Il en résulte que :
o 2 o 4 Ja

2 2 2

(o) =— % (nay+ %(lnoc)+%—%.

b) lim T(o)=1.
a—0 4
1 1
2. a)Sk(oc):j x(lnx)2+dx+kj xdy
o o

o2
—?k

k
2

=1(o) + g

donc Jiglo Si(o) = % +
b) lim Sy(0)=1: lim S, (0)=1; lim S(c)=>.

o—0 N 3 27 a—0 4
D’ou le résultat.

BEA® A.1.f(x)=Ine"(1 +e %) =x +In(1 + e ).
2.0 flx)—x=In(1+e ) et lim In(l+e*)=0

X =+
donc la droite y = x est asymptote oblique a €.
¢ Pour tout x > 0,
1+e 2> 1doncf(x) —x=In(1 + e %) >0 et 6 est au-
dessus de la droite d.
X —X

. )= =C
e +¢

e —e

B. 1. F(x) représente en unités d’aire, l'aire du
domaine limité par €, la droite d et les droites d’équa-
tions X =0 et X =xavecx > 0.

2. Pour tout x de I, F'(x) = In(1 + e~ %) > 0 donc F'est
strictement croissante sur L.

3. a) Pour tout x de I on pose ¢(x) =1In(1 +x) — %c

etP(x)=In(1+x)-x.

donc f'(x) =0 x=0.

- X
¢'(x) = =0et ¥(x) = —— =< 0doules
(1 + x)z 1+x
tableaux de variation :
X 0 + oo
o'x)| O +
o
X 0 + oo
¥'x) | 0 -
0
¥(x) T

Il en résulte que @(x) = 0 et ¥(x) < 0, donc
X
Tox <In(l+x)<ux.
b) On pose X =e~ > avec X >0
-2x

donc — <lh(l+e?)<e™
1+e
— 2

X e X
doncf —. dr<F(x) < fo e 2 dt

01+e
X X
d’ou [— 1ln(l +e 2’)} <F(x) < [— 16_ 21
2 0 2 0

it:mo-l -2 1 1o
501t21n2 2ln(1+e )$F(x)$2 5e
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4. lim In(l1+e?)=0et lim e =0
X =+ X+
Qo3 In2=<(=3.
- 2x
, —2e
5. a) (x) = —-.
l+e
X 0 + oo
h’(x) -
In2
ey | T

b) u,, représente I'aire du domaine hachuré, donc
u, < aire ABCD

oraire ABCD =In (1 +e ") etu, =0

doncO<u,<In(l+e ).

¢) lim
X =+

1 n+
6. a) s,,:f In(1 + e 2) dt+...+f
0

n

u,=0.
! -2t
In(1+e4)dt

n+1
:f In (1+e2)di=F(n +1).
0

Donc la suite S, converge vers <.
X

2

N1 2)v(x) = ex(x—z—l) donc u(x) - u/(x) = <
x x

et u est solution de (E).
b) f=h + u est solution de (E) si et seulement si

X x
h=I+u—u'==5. Oru—u'= =5 donch—h =0.
X X

e kx+1
¢) h(x) = ke* donc flx) = ke* + ~ _ = ox.
ex(x 1) ex
2. a) fi() =ke'+ === [la? +x-1].
X X

f,;(x):()4:»loc2+x—1=0,A=1+4k,cloncsik<—}t

I’équation n’a pas de solution, kx? + x — 1 < 0 pour tout
xde ]0;+ oof.

Sik=- % I’équation a une solution unique x = 2.

Si- }1 < k <0Téquation a deux solutions dans ]0 ; + oo

car la somme et le produit des racines sont positifs.

b) lim fi(x)=—cosik#0et lim fi(x)=+cosi
X+

X— 4o

k=0, lim f,(x) = —oco.
x—0

252

3.(1)estGycar lim flx)=+c;(2)est_j,5carla
X+

dérivée s’annule pour deux valeurs de x ; (3) est 6_ 55

car f;(x) < 0 sauf pour x =2 ot f;(x) = 0.

(4) est6_ car fi(x) < 0 pour tout x > 0.

4.

0 1

‘
|
|
|
|
f
|
|
|
|
‘
|
|

* |
‘
* !
| 1
‘
* |
1 1
‘
* |
1 T
‘
* |
| I
|
* |
| 1
‘
[ {
‘
] l
a a+1

a) (a) est en unités d’aire, ’aire du domaine hachuré.
b) sd(a) =F(a + 1) - F(a)
donc of'(a) = fyla+ 1) ~ fy(a)

_e“l_g_ea[ae—a—l]
a+1 a a(a+1)
1
a 0 e—_l + oo
7 (x) - 0 +

frnl)

¢) Il en résulte de la question précédente que cette

aire est minimale pour a = e_l 1
EEM® A. 1. a) lim £, (x)=+co, lim £, (x)=+co.
X — 4o x—0

Cmx+1)2mx-1)

b) /;,(x) = o
X 0 ZL + oo
m

frm(x) - 0 +

+ oo + oo
p \ /
" 1In2m

2

*Sim> % ,In2m > 0 et ’équation n’a pas de solution.

. 1
Slm—z,
quex=1.

In 2m =0 et f,,(x) = 0 a une solution uni-

*Si0<m< % , ’équation a deux solutions.



SO | !
2.§S,, a pour coordonnées x = > V=5 In 2m donc
S,, appartient a la courbe I" d’équation y = — 1 In x.

2
Réciproquement m > 0, donc x > 0 et S,, décrit toute

la courbe (T).

3. a) f,,(x) + % In x = m?x* - 411 . C,, est au-dessus de

1
(') pour x > 5

B. 1. a) M a pour coordonnées ( 1az L 1lna)

3% 7172
et H(a ; 0). La droite (AH) a pour équation y = — % x+1

et () a pour équation x? + y2 —1=0.

2
Il en résulte que K a pour coordonnées 2_a2 ; az_—l .
l+a” a +1
a’ -
b) La tangente en M a pour coefficient directeur

et la droite (OK) a également pour coefficient direc-
2

-1 .D’ot le résultat.
2a

2
2. a) ﬁf(x)dxzﬁf(x)d“...

a
teur

[

+JZ__11f(x)dxet
p+l

du fait que f(p+1/ f - f()dx<—f(p\

Il résulte que S, — ( J fix)dx<S,.
N (1211
b)I(—) fl (Zx —Z—ilnx)dx
1
IS S O
—[12—1—2(xlnx X)lll
I(lj 1_L_i_ln_n donc lim I(l)=1
n 3 121’1 4n 2n n—+o n 3
. 1
etngn:wsn—g.
EEE® A. 1. a) g'(x) =" -
X — o 0 + oo
g’ - 0 +
+ oo + o0
gk T 0o —
b) Pour tout réel x, g(x) = 0 donc e¥ —x = 1 donc a

X

fortiori e* — x > 0 et I’expression est définie

e —x
pour tout réel x.
2. a) lim flx)=1et hm f(x) 0.

X +oo

by () = S0
(e"-x)
X — oo 0 + oo
%) + 0 -
_©_

0 1

B. 1. a) u, est en unités d’aire, 'aire du domaine limité
par € et les droites d’équations x =0,x =net y =0.

n+1
b)u,, —u,= J f(¢) dt > 0 donc la suite (u,,) est
croissante. "

x n nox
) flx)y=1+ doncunzf dx+f dx
e —x 0 0e"—x

nox
:n+J dx
0e'—x

n
d) >0 donc f - dx > 0 et pour tout entier n,
e —x 0e” —x
u,=n.llenrésulte que lim u, =+ oo
n—+oo

n+1

2. a) vml—vn:f dx = 0 doncla suite (v,)

X
. n e —x
est croissante.

X

b) En étudiant la fonction ¢ : x — e* — x — % on

démontre que @(x) = 0 d’oti le résultat.

Il résulte que <2e *doncv, < Jn 2xe”* dx.
0

e —x
¢) 2x =u(x),v'(x) =e *doncu'(x) =2 et v(x) =—e .

n n
f 2xe™* dx = [ 2xe ] + ZJ e *dx
0 0
=—2ne "+2-2e"
soitv, <2-2e "(n+1).

d) e="(n+1)>0doncv, <2.Lasuite v, est croissante
et majorée donc convergente.

3
BEEE® A. 1./ (x) = 22— 1=xx‘1 <0sur]0; 1]

X
donc fest strictement décroissante sur |0 ; 1].

2. 2) (V) = f(x—lx—%)dx

_[Jﬁﬁz
123

1
—xlnx}xz ----- A+ AIn.
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. 3
b) 1 I(M==:
)xlino() 4

B. 1. a) En considérant l'aire des rectangles et en
tenant compte que f est strictement décroissant, le
résultat est immédiat soit :

1 1+k)f f(t)dt<—f(kj(1)

ﬁf(t)dz:ﬁf(r)duﬁf(t)dm...+ﬁ: f) d.

En tenant compte de (1) par addition il vient :

ITHIET
<))o

2. a) De (2) il résulte que :

s =1(3) =83 @
orf( ) 1) = OdoncI( j<s <IGJ j()
b) %f(ﬁ)=3—4+’—11nn—?—)z donc ngnzm%f(ﬁ) =0

et lim S, %
n—+ oo 2
3. a)Pourn=1, [n(nTm} =1 =13 donc la propo-
sition est vraie pour n = 1.
2
Supposons que 13+...+n3:[’%ﬂ} alors
nz(n+1)2
13+...+n3+(n+1)3:—~T——+(n+1)3
2 2
_(n+1)y(n+2) donc
—
la proposition est vraie pour tout entier naturel n = 1.
!
bylnL4n 2 4. 4ln2=pn 1X2X X om
n n 4 " n"
1w K kY 1
9s L3y K 4 ( ) 1
n nk213l’l n 3
1
= K+
3l’l4k21 }’l 3
_n(n+l) 1, n! 1
12n n
n! 2 2
d)lln7:w_l_s donc
nonto12pt 3
1. n 1 1 3
lim = In — 57371 -1
! nfm
Orlln&=ln— Inu, donc lim u, —l
n” n n— + oo (S

BEES A. 1. a) f,(0) = 25 () = 1220
X X
X 1 ,\/é + oo

f1(x) + 0 -

M | s

(M)

2. a)II(x)zﬁm—jdx
X

u(x)=Inx, v'(x) = lz ,u'(x) = )1c sv(x) =— )1_6

doncI;(A) = [— %lnx}j - FT

X1
soit I;(A) =— % InA- % +1.
LA =1.
1 (lnx) [n—21nx]

B 1 ) 00 - :
X

b) lim
S 4 oo

avecn =2et

£ = 1- 21nx

D’ou le tableau pour n = 2.

n
X 1 > + oo

fn(x) + 0 -

w1
b) fn[eg] - (g,)ln - (2”6)".

e
frie1(X)  Inx
2 a)x>1, 50 ‘,Tﬁ'(l)
n+1 n+1 n+1
b) Dapres (1) f,, (e 2 |=f,|e 2 1)



La fonction f, est strictement décroissante sur

n n+l n
e’ 4ol doncf,le 2 |<f,le’ don

1
2yn+1 SYpCtypy1 S zyn‘
¢) Par récurrence on établit le résultat. En effet y, = 2%

donc la proposition est vraie pourn=1.Siy, < <1 X l

¢ 2"
1
e 2n+l

airey, | < doncy, | <

1

20n

Ainsi la proposition est vraie pour tout entier u = 1 et
lim y,=0.

n—+oo

k+1
1 (It
C 1 a)IkH(x):J (k+1)! ( nz)2 dr,

u(t) = (np)k+1, v(t)— = doncu(t)— (1 n f)k
t
etv(t):—%
1 1 +
DOHCIk+1(X):(k+1)'[— —(l I)k 1} +%
* (Int)
+L 2 dr
soit I  (x)=- 1 (lnt)k+1+l x).(2)
k+1 - (k+1)' kK\A)-

b) On déduit de (2) que :

2
L6 -1, () = 7 120

3
L) 0= 428
I(x) I/J/()—— 1 (lnx)
Par addition :

1 1 (Inx)"

1) -1,(x) = - (“x") “‘;Tz(HXX) .

OrI(x) = 1___lnTx
doncIn(x)zl—}C—lnTX—% (lnxx) —’% _(lnxx) .

2. a)

°

In(o)) < aire ABCD or aire ABCD =y, (o.—1)
donc0<I (o) <y,(o—1).

b) lim I(0)=0car0<(a—1)y, <2
n—+o

3. @) 1,(0) = 1 - L W, (x) done W, (x) = x[1-L,(x)}
b)a=1,W, (a)=0[l-1,(or)]donc lim W, (o) =0
1 n—+ o

c)un=1+l+...+

1 pri (e)donc lim u,=e.

n—+oo
3
EEES A. 1. a) /(1) = —— =x— ——
1+x 1+x

et lim 5 =0 donc la droite d d’équation y = x

Yot ] 4 x

ou
X——o

est asymptote a I';.

b) f3(x) - fi(x) = X—()ﬁ_—l)%-'-—l) donc Ty est au-dessus

1+x
del“lpourxe]—l'O[u]l;+oo[.
2 2, 2
x(x"+3)
2. 0) fi(n) = ——55 et fiw) = =5 .
(1+x ) (T+x7)
X |=—eo -1 1 + 00
£ (x) - o + 0 -
0 1
| 1T
"2 0
X — o0 0 + oo
f3(x) + 0 +
M| o— "7
b) Voir courbes ci-dessous.
*//* g
1
] (61
-1 :
| o 1

Lox
3. a)IlzJ’Ol—z

[ln(1+x )] _% n2.
+ X

Il+I3:fxxdx:% doncI3:%(1—ln2).
1

b) ot =4 [ [0 ~fx0)] de =41, - 13
=2[In2-1+In2]=(4In2-2)cm?.

B. 1. a) a,, est, en unités d’aire, I'aire du domaine
limité par I' et les droites d’équations x =0;y =0 et

x=n.
n+l 1 1
b)anﬂ—anzj 5 dror 5 >0
noo 1+t 1+1¢
donca,, , | —a, = 0 et la suite est croissante.
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2 a= [ —

.a)a = — dt
0147

a, est l'aire hachurée

et a; < aire OABC.
De plus aire OABC=1

donca; < 1.
b) _15__15:_2—}—2— < O pour tout t#0
1+t ¢ r(1+1)
donc Zs—li.
1+1¢ t

n
r 1 5 dtﬁfl lzdtsoitfl 1 5 $[— 1} :1—1.
1147 g 1] 41 th n

11 no1 1

3.a,= 5 di+ s dr<1+1--<2.
01+1¢ 11 +¢ n

La suite a,, est croissante et majorée donc conver-

gente.

C. 1. a) F est la primitive de f; qui s’annule en x =0

eUF(x) = i) = — .
1+x

2. a) H(0) = F(tan 0) = F(0) = 0.
b) H'(x) = f(tan x) x (1 + tan? x) = 1.
¢) H(x) =x + Cor H(0) =0 donc H(x) = x.

F(1) = F(tan g) - H(Z—D -7

2
3. a)k'(x) = -1 5 X (1+x) 5
(T+x)” 2+2x+x
2
+ 2(2x+2) . ~0
2x+2)(2+2x+x7)

donc k(x) = cte avec k(0) = Z—: car k(0) = F(0) + F(1)
donc k(x) = g .

b) F@+ F@:k(l) -7
1

EENC® A. 1. a) lim f(x)==

X =+ o0 2

Xo2x-2
——————,f(x) =0sur [0; + o[ pour
2x " +3x+1)

x=1+ .3 doncAa pour coordonnées

(1+43;43-3).

11 3
2= 51 a1

b) f(x) =

byt = [ [3-sn |ax

- [ln(x +1) - %ln(Zx + 1)}

4
3 m3-m2+1im {(“—1)3}
4 4 o+

A
1

256

o+

lim (L) =+eocar 3
Q2Ar+1)

se « comporte en + oo »
A+

comme « g ».

(n)+(n+2)
2 2 ) n(n-1)+m+2)(n+1)
B LA P = N T T St @an 1)
2
2
n+n+1
= LAY fn).
2n"+3n+1
b) Pour tout x = 1,2./3 -3 < f(x) < %
doncpourn =2,p, < %
. 13 7
2.a)Sln—S,p3—f(3)—§§etp2—1—§.

n [0 1 2 1+./3 3  +o
0 1 T T
1 | I

. é\% l'g/

~ 28
2./3 -3=0,46
7

O > %—3 donc p; est la valeur minimale de p,,.

'157®
b) p, > 048 & h>—11n + 12> 0il en résulte que n =1
oun = 10.

C. 1. Les points qui ont pour image Q sont ceux pour
lesquels z2 + z + 1 = 0 et ceux qui ont I pour image

sont tels que z2 + 2z = 0. En résolvant ces deux équa-
tions on obtient quatre points d’affixes respectives 0 ;

1 3.1 .3

—2;—§ —i5 -5 +i7.Cesquatrepointssontsur

le cercle de centre J d’affixe — 1 et de rayon 1. IIs sont
notés Q; Aj, Ay, Ay

zz+z+1 _ 22+Z+1
222 +3z+1 27243741

d’ol (z-z), (z+z-2-127) =0. Il en résulte que z est

2.7 réels & Z = Z soit

réel distinct de — % et—1oux?+y?—2x=0. Cest-a-dire

m appartient au cercle de centre I d’affixe 1 passant par
A, et A, oual’axe des réels en étant distinct de J et M.




3. m décrit [QI] si et seulement si z € [0 ; 1] donc
d’apres A, f(z) € E ; 1} donc M décrit le segment [KI],
K étant le milieu de [QI].

2
EER® A 1) =20 =x)

(1 +x)°
lim fx)= lim f(x)=0.
X—+oo X —>—co
X |=—eo -1 1 + 0
/) ~ 0 + o -

fix) \_1/1\0

2} SR |
m |
M : ! :
H o -1 3
\ : ] a 1 a+1
Yoo\ A ft)
N P\
N )
1 1
2. a) &a(a):f’” 2 dy=[n(1+:A1 "
a 1+x

dA(a) =1n (a*>+2a+2)—In (a* +1).
b) ot’(a) = 22a+2 3 22a
a +2a+2 a +1
_ 2(1—a—a2)
(@> +1)(d* +2a+2)

a 0 1 +2ﬁ>

(@) + 0 -

s(a) In2/ \ .

+4/5

Il en résulte que sd(a) est maximale pour a = 1—2—— .

B. 1. m invariant si et seulement si z = Z

soit z(zz-1)=0doncz=0o0u 7| = 1.

On obtient donc Q et les points du cercle de centre Q
et de rayon 1.

2 @) X+iY= 222 goux - 2
1+x"+y x"+y +1
2
X +y +1

b) X = % & (x - 3)% + y? = 8 donc m décrit un cercle

de centre I d’affixe 3 et de rayon 2.,/2.

3.a)p= 2\2\_= 2 ge plussi z = re®,
T+zz 14,2
2re’® _
Z= 5 donc o= 6 [2r].
1+r

b) (u; QM) = (u ; Qm) = 8[27] donc Q, m, M sont trois
points alignés.

¢) OM = 2r 5 = f(r) donc comme r >0, f(r) € ]0; 1]
1+r

donc M est un point du disque de centre Q et de rayon 1.

C. 1. Voir la figure du A. Le cercle de centre O et de
rayon Om = r coupe I’axe des abscisses en H. N est le
point de € d’abscisse celle de H (qui est r ou —r) donc
l’ordonnée de N est f(r) ou f(— r) donc p = [f(r)]. On
construit alors M de la demi-droite [Om) tel que

OM = [f(r)|.
2.

a) Qm, = QH, et Qm, = QH,, OM,;,=0Il=p = %2 <1
donc f{ry) = f(rp) = p.
De plus (1 ; Qm,) = (u; Qm,) =6

b) 2r _ 1 dour-2rJ2 +1=0etry= 2 —1let

1+2 2

ry= A2 +1deplusez¥.
JRa JEa
Donc zmlz(ﬁ—l)e 4 et zmzz(ﬁ+1)e 4,

Problémes de synthése (obligatoire) ® 251



