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A. 1. a) 

 

f

 

1

 

(

 

x

 

) = 2 et 

 

f

 

1

 

(

 

x

 

) = 0.

 

b) 

 

f

 

′

 

1

 

(

 

x

 

) = 

 

c) 

 

T

 

0

 

 est la tangente au point O et 

 

f

 

′

 

1

 

(0) = 1 donc T

 

0

 

 a
pour équation

 

 y 

 

= 

 

x

 

.

 

f

 

1

 

(

 

x

 

) –

 

 x 

 

= 1 –

 

 x 

 

+ .

Or pour tout réel 

 

x

 

,  

 

�

 

 1. Donc 

 

�

 

1

 

 est au-dessus
de T

 

0

 

 pour

 

 x 

 

< 1.

 

2. 

 

 

 

a) 

 

f

 

2

 

(– 

 

x

 

) = 

 

f

 

2

 

(

 

x

 

) donc 

 

f

 

2

 

 est paire.

 

b) 

 

f

 

2

 

(

 

x

 

) –

 

 x 

 

– 1 = – 

 

x

 

 et = 0.

Donc la droite 

 

∆

 

 d’équation

 

 y 

 

=

 

 x 

 

+ 1 est asymptote
à 

 

�

 

2

 

 en + 

 

∞

 

.

 

c) 

 

f

 

′

 

2

 

(

 

x

 

) = 

 

f

 

1

 

(

 

x

 

) – 

 

f

 

2

 

(

 

x

 

) =  

donc si

 

 x 

 

]0 ; 1[, 

 

f

 

1

 

(

 

x

 

) > 

 

f

 

2

 

(

 

x

 

)
donc 

 

�

 

1

 

 est au-dessus de 

 

�

 

2

 

.

 

B. 

 

 

 

1. 

 

Si 

 

u

 

0

 

 = 0 ou 

 

u

 

0

 

 = 1 la suite est stationnaire.

 

2. 

 

 

 

a) 

 

Pour tout

 

 x 

 

> 1, 

 

f

 

1

 

(

 

x

 

) > 1 (voir tableau) donc si

 

u

 

n

 

 > 1, 

 

u

 

n 

 

+ 1

 

 > 1, de plus 

 

u

 

0

 

 > 1 donc par récurrence
pour tout 

 

u

 

 de 

 

�

 

, 

 

u

 

n

 

 > 1.

 

b) 

 

u

 

n 

 

+ 1

 

 – 

 

u

 

n

 

 = 1 +  – 

 

u

 

n

 

 = 

 

u

 

n

 

 > 1, 1 –  < 0 donc 

 

u

 

n 

 

+ 1

 

 – 

 

u

 

n

 

 < 0 et la suite

(

 

u

 

n

 

) est décroissante.

 

c) 

 

La suite (

 

u

 

n

 

) est décroissante et minorée par 1 donc
elle converge vers 

 

�

 

, tel que 

 

�

 

 = 1 + .

Il résulte que 

 

�

 

 = 1.

 

3. 

 

La démonstration est identique à la question précé-
dente et 

 

�

 

 = 1.

 

C. 

 

 

 

1. 

 

 

 

a) 

 

u

 

(

 

x

 

) = , 

 

v

 

′

 

(

 

x

 

) = 1 d’où 

 

u

 

′

 

(x) = 

et v(x) = x donc I = �1

0

dx.

Il en résulte que I =  – J.

b) J + K = �1

0

 dx = �1

0
 dx = I.

D’où J + K =  – J soit J = (  – K).

2. g′(x) = 

donc K =  = ln(1 + )

et J = [  – ln(1 + )].
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3. � = 4��1

0
(f1(x) – f2(x)) dx� = 4�1

0
 dx – 4J

= 4  – 2  + 2 ln(1 + )

= 2  – 4 + 2 ln(1 + ).

 A.  1.  a) 

= 

donc  = – ∞.

Ainsi f n’est pas dérivable en x = –1.

b) f ′(x) = 

2.  a) Voir figure.

b) y2 =  d’où y = x  ou y = – x

donc Γ = � ∪ �′.

B.  1.  a) ∆ a pour équation y = tx et (γ) a pour équa-
tion x2 + y2 + 2x = 0.
Donc P a pour coordonnées (– 1 ; – t), M a pour coor-

données et Q .

D’où RPQ a pour coordonnées 

donc OOM = TPQ.
2. On construit d et (γ) et à chaque droite (∆) on obtient
P et Q. On construit alors M tel que OOM = TPQ.

C.  1. M a pour coordonnées (cos θ ; sin θ) et H a pour
abscisse cos θ et pour ordonnée y avec RBH · OOM = 0
soit y sin θ + cos θ(1 + cos θ) = 0 d’où

y = .

2. y2(1 – x) – x2(1 + x) = 0 ; 

 (1 – cos θ) – cos2 θ(1 + cos θ) est égal

à  – cos2 θ(1 + cos θ) = 0

donc H ∈ (Γ).
3. Le point B de (Γ) n’est pas orthocentre de OMB.

 A.  1. fn(1) = 0 et  donc

 = – ∞ donc fn n’est pas dérivable en x = 1.

2.  a) Pour n � 1, f ′n(n) = nxn – 1

.

n pair

n impair

b) f′n(αn) = 0 ⇔ αn = .

3. Voir courbes ci-dessous.
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B.  1. f1(x) = x

Si k >  pas de solution ;

si k =  une solution x =  ;

si 0 < k <  deux solutions telles que 0 < x1 < x2 < 1 ;

si k = 0 deux solutions x1 = 0 et x2 = 1 ;
si k < 0 une seule solution x1 < 0.

2. Notons ϕ la fonction x � . Son tableau de
variation est :

Sa courbe :

Donc d’après le tableau, il existe trois solutions x1, x2,
x3 telles que :

–  < x1 < 0 ; 0 < x2 < +  et  < x3 < 1.

3. – 1 < u1 =  ; –  < u2 = 

et  < u3 = .

D’où l’existence d’un θi unique de [0 ; π] pour chaque
ui tel que ui = cos θi.
4.  a) 2 cos θi = 3xi – 1 donc xi = (2 cos θi + 1) avec

x2
i (1 – xi) = , donc (2 cos θi + 1)2 (2 – 2 cos θi) = 1

ou encore 4 cos3 θi – 3 cos θi =  soit cos 3θi = .

b) cos 3θ =  a pour solution θ1 = π ; θ2 = π et

θ3 =  donc [0 ; π].

Soit x1 ≈ – 0,177 36 ; x2 ≈ 0,217 57 ; x3 ≈ 0,959 79.

C. Calcul d’une intégrale

1. In + 1 – In = �1
0 xn(x – 1)  dx. Or x – 1 � 0 donc

In + 1 < In et la suite (In) est décroissante.

De plus xn  � 0 donc In � 0 et la suite In est mi-
norée par zéro.
2.  a) D’après la partie A. et les tableaux de variation

fn(x) � fn(α) donc In ��1

0
 fn(αn) dx.

Soit In � [fn(αn)x]1
0 = fn(αn).

b) fn(αn) =  donc fn(αn) = 0

et In = 0.

3.  a) I0 =�1

0
  dx = .

b) u(x) = xn et v′(x) =  soit u′(x) = nxn – 1

et v(x) = – .

In = �1

0
xn – 1  dx

– n�1

0
xn  dx.

Soit In = nIn – 1 – nIn ou (3 + 2n)In = 2nIn – 1.

c) Pour x = 0, I0 =  donc la proposition est

vraie pour n = 0.

Si In =  alors

In + 1 = 

soit In + 1 = 

= .

Donc la proposition est vraie pour tout entier naturel n.

 A.  1. �1 est au-dessus de �, elle-même en
dessous de �0.

2. S(x) – S0(x) =  � 0 et S(x) – S1(x)

=  � 0 donc �1 est en dessous de � et �

en dessous de �0 donc S1(x) � S(x) < S0(x).
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B.  1.  a) I0 =�  cos x dx = 1 ;

I1 =�  cos x + cos x sin x dx 

=  = .

I =�  
 dx =  = ln 2.

b) S1(x) � S(x) � S0(x).
Il en résulte que I1 � I � I0.

2.  a) In + 1 – In =�  cos x sinn + 1(x) dx

= 

= .

b) La proposition est vraie pour n = 0 car I0 = 1.

Si In = 1 – + … +  alors

In + 1 = 1 –  + … + 

donc la proposition est vraie pour tout entier naturel.

3.  a) An + 1 – An = I2n + 2 – I2n 

= (– 1)2(n + 2) < 0

donc la suite (An) est décroissante. On démontre de
même que la suite (Bn) est croissante.

b) An – Bn = I2n – I2n + 1 =  

donc (An – Bn) = 0.

Les deux suites sont donc adjacentes et ont la même
limite.

4.  a) S(x) – Sn(x) = 

= sinn + 1 x S(x).

De plus S(x) – S2n + 1(x) = sin2n + 2 x,

S(x) � 0 et S(x) – S2n(x) = sin2n + 1 x,
S(x) � 0 d’où S2n + 1(x) � S(x) � S2n(x).

Il en résulte que

I2n + 1 �� S(x) dx � I2n,

soit Bn � ln 2 � An

et An = Bn = ln 2.

 A.

1. un + 1 – un = 0 ou un + 1 – un = 

• Démontrons par récurrence que vn > un.
v0 = b, u0 = a, b > a donc v0 > u0.

Supposons vn > un, avec un < 

Si  > 0, un + 1 = un et vn + 1 =  donc  :

vn + 1 > un + 1.

Si  > 0, un + 1 =  et vn + 1 = vn, donc :

un + 1 < vn + 1.
Il en résulte que, pour tout n � 0, vn – un � 0. Donc la
suite (un) est croissante. On démontre de même que
la suite (vn) est décroissante.
• De plus, en tenant compte des résultats précédents,

vn + 1 – un + 1 = (vn – un) donc vn – un = (b – a),

donc (vn – un) = 0. Les suites sont adjacentes.

2.  a) f continue donc f(un) = f(c).

D’après les résultats précédents, f(un) � 0, donc f(c) � 0.
b) On démontre de même que f(vn) = f(c) avec
f(c) � 0. D’où f(c) = 0.

B.  1. g(a) = f(a) – y < 0 ; g(b) = f(b) – y > 0.
g est continue, donc d’après la partie A, il existe c de
[a; b] tel que g(c) = 0, d’où f(c) = y.
2. Même raisonnement.

 A. I. 1. a) f0(x) = x(ln x)2, f′0(x) = ln x [ln x + 2].

b) = ln(ln x)2 = + ∞ donc f0 n’est

pas dérivable en x = 0 et la tangente à �0 au point O

est verticale.
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n 2+
--------------------

1
2
--- 1

3
---+

1–( )n

n 1+
-------------

1
2
--- 1–( )n

n 1+
------------- 1–( )n 1+

n 2+
--------------------+

1
2n 23+
------------------- 1

2n 2+
----------------– 

 

1
2n 2+
----------------

 
n + ∞→

lim

 xcos
1  xsin–
----------------------  x 1 n 1+ xsin–( )cos

1  xsin–
--------------------------------------------------–

3π
2

------

2π

 
n + ∞→

lim  
n + ∞→

lim

5 �
�

x

y

f(a)

f(b)

u0

a
bu1

u2

v3 v1
v2

v0
u3

O

vn un–

2
----------------- .

un vn+

2
------------------ vn .<

f
un vn+

2
------------------ 

  un vn+

2
------------------ ,

f
un vn+

2
------------------ 

  un vn+

2
------------------

1
2
--- 1

2
---

n +∞→
lim

n +∞→
lim

n +∞→
lim

6 �

 
f0 x( )

x
------------

x 0→
lim  

x 0→
lim=



Problèmes de synthèse (obligatoire) • 251

II. 1. a) f′k(x) = (ln x)2 + 2 ln x + k = [ln x + 1]2 + k – 1.
b) �k a pour coordonnées (1 ; k), f′k(1) = k donc la tan-
gente en �k à �k a pour équation y = k(x – 1) + k = kx.
C’est donc la droite (OAk).

2.  = + ∞ donc fk n’est pas dérivable en x = 0.

La tangente à �k en O est donc verticale.
3.  a) f1(x) – f0(x) = x � 0 donc �1 est au-dessus de �0.
b) f′1(x) = (ln x + 1)2.

4.  a) [f0(x) + f1(x)] = [2(ln x)2 + x]

= (ln x)2 + x = (x).

b) D’où la construction de . Pour x ∈ [0 ; 1], M0 et

M1 sont les points de �0 et �1, le milieu de [M0M1] est
un point de .

B.  1.  a) v(x) = (ln x)2, v′(x) = x d’où u′(x) =  ln x et

v(x) =  donc I(a) =  –�1

α
x ln x dx.

On pose u(x) = ln x, v′(x) = x, u′(x) = , v(x) =  donc

�1

α
 x ln x dx =  – . Il en résulte que :

I(α) = – (ln α)2 + (ln α) + .

b) .

2.  a) Sk(α) =�1

α
 x(ln x)2 + dx + k�1

α
 x dx

= I(α) + k

donc Sk(α) = .

b) S0(α) =  ; (α) =  ; S1(α) = .

D’où le résultat.

 A. 1. f(x) = ln ex(1 + e– 2x) = x + ln(1 + e– 2x).
2. • f(x) – x = ln(1 + e– 2x) et ln(1 + e– 2x) = 0

donc la droite y = x est asymptote oblique à �.
• Pour tout x > 0,
1 + e– 2x > 1 donc f(x) – x = ln(1 + e– 2x) > 0 et � est au-
dessus de la droite d.

• f ′(x) =  donc f ′(x) = 0 ⇔ x = 0.

B.  1. F(x) représente en unités d’aire, l’aire du
domaine limité par �, la droite d et les droites d’équa-
tions X = 0 et X = x avec x > 0.
2. Pour tout x de I, F′(x) = ln(1 + e– 2x) > 0 donc F′est
strictement croissante sur I.
3.  a) Pour tout x de I on pose ϕ(x) = ln(1 + x) – 

et Ψ(x) = ln (1 + x) – x.

ϕ′(x) =  � 0 et Ψ′(x) =  � 0 d’où les

tableaux de variation :

Il en résulte que ϕ(x) � 0 et Ψ(x) � 0, donc

 � ln (1 + x) � x.

b) On pose X = e– 2x avec X > 0 

donc  � ln (1 + e– 2x) � e– x

donc�x

0
  dt � F(x) ��x

0
 e– 2t dt

d’où  � F(x) � 

soit  ln 2 –  ln(1 + e– 2x) � F(x) �  – e– 2x.

2. a) x 0 e– 2 1
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0
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f ′1(x) + 0 +

f1(x)
0

2e– 2
1

1

I

J
L

A1

M1

M0 �0
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4. ln(1 + e– 2t) = 0 et e– 2x = 0

d’où  ln 2 � � � .

5.  a) h′(x) = .

b) un représente l’aire du domaine hachuré, donc 

un � aire ABCD
or aire ABCD = ln (1 + e– 2n) et un � 0
donc 0 � un � ln (1 + e– 2x).

c) un = 0.

6.  a) Sn =�1

0
 ln(1 + e– 2t) dt + … +�n

n + 1
 ln (1 + e– 2t) dt

=�0

n + 1
 ln (1 + e– 2t) dt = F(n + 1).

Donc la suite Sn converge vers �.

 1.  a) u′(x) =  donc u(x) – u′(x) = 

et u est solution de (E).
b) f = h + u est solution de (E) si et seulement si 

h – h′ + u – u′ = . Or u – u′ =  donc h – h′ = 0.

c) h(x) = kex donc f(x) = kex +  = ex.

2.  a) f′k(x) = kex + [kx2 + x – 1].

f′k(x) = 0 ⇔ kx2 + x – 1 = 0, ∆ = 1 + 4k, donc si k < – 

l’équation n’a pas de solution, kx2 + x – 1 < 0 pour tout
x de ]0 ; + ∞[.

Si k = –  l’équation a une solution unique x = 2.

Si –  < k < 0 l’équation a deux solutions dans ]0 ; + ∞[

car la somme et le produit des racines sont positifs.

b) fk(x) = – ∞ si k ≠ 0 et fk(x) = + ∞ si

k = 0, fk(x) = – ∞.

3. (1) est �0 car f(x) = + ∞ ; (2) est �– 0,15 car la

dérivée s’annule pour deux valeurs de x ; (3) est �–0,25

car f ′k(x) < 0 sauf pour x = 2 où f ′k(x) = 0.

(4) est �– 1 car f ′k(x) < 0 pour tout x > 0.

4. 

a) �(a) est en unités d’aire, l’aire du domaine hachuré.

b) �(a) = F(a + 1) – F(a)
donc �′(a) = f0(a + 1) – f0(a)

=  = .

c) Il en résulte de la question précédente que cette

aire est minimale pour a = .

 A.  1.  a) fm(x) = + ∞,  fm(x) = + ∞.

b) f′m(x) = 

• Si m > , ln 2m > 0 et l’équation n’a pas de solution.

• Si m = , ln 2m = 0 et fm(x) = 0 a une solution uni-

que x = 1.

• Si 0 < m < , l’équation a deux solutions.

x 0 + ∞
h ′(x) –

h(x)
ln 2

0
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2
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ex

x
----- kx 1+

x
----------------

ex x 1–( )
x2
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1
4
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1
4
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1
4
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lim  
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lim

 
x 0→
lim

a 0 + ∞
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x 0 + ∞
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+ ∞
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e
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a
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-----------------------------------

1
e 1–
------------

1
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------------

9 �  
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lim  
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lim
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---------------------------------------------------

1
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1
2
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1
2
---

1
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1
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2. Sm a pour coordonnées x =  et y =  ln 2m donc

Sm appartient à la courbe Γ d’équation y = –  ln x.

Réciproquement m > 0, donc x > 0 et Sm décrit toute
la courbe (Γ).

3.  a) fm(x) +  ln x = m2x2 – . Cm est au-dessus de

(Γ) pour x > .

B.  1.  a) M a pour coordonnées 

et H(a ; 0). La droite (AH) a pour équation y = – x + 1

et (γ) a pour équation x2 + y2 – 1 = 0.

Il en résulte que K a pour coordonnées .

b) La tangente en M a pour coefficient directeur 

et la droite (OK) a également pour coefficient direc-

teur . D’où le résultat.

2.  a) �  f(x) dx =�  f(x) dx + … +�  f(x) dx et

du fait que f  ��  f(x) dx � f .

Il résulte que Sn – f  ��  f(x) dx � Sn.

b) I  =�  dx

= 

I  =  donc 

et .

 A.  1.  a) g′(x) = ex – 1.

b) Pour tout réel x, g(x) � 0 donc ex – x � 1 donc a

fortiori ex – x > 0 et l’expression est définie

pour tout réel x.
2.  a) f(x) = 1 et f(x) = 0.

b) f′(x) = .

B.  1.  a) un est en unités d’aire, l’aire du domaine limité
par � et les droites d’équations x = 0, x = n et y = 0.

b) un + 1 – un =�n

n + 1
 f(t) dt > 0 donc la suite (un) est

croissante.

c) f(x) = 1 +  donc un =�n

0
 dx +�n

0
  dx

= n +�n

0
  dx.

d)  > 0 donc�n

0
  dx > 0 et pour tout entier n,

un � n. Il en résulte que un = + ∞.

2.  a) vn + 1 – vn =�n

n + 1
  dx � 0 donc la suite (vn)

est croissante.

b) En étudiant la fonction ϕ : x � ex – x –  on

démontre que ϕ(x) � 0 d’où le résultat.

Il résulte que  � 2e– x donc vn ��n

0
 2xe– x dx.

c) 2x = u(x), v′(x) = e– x donc u′(x) = 2 et v(x) = – e– x.

�n

0
 2xe– x dx = [– 2xe– x]n

0 + 2�n

0
 e– x dx

= – 2ne– n + 2 – 2e– n

soit vn � 2 – 2e– n(n + 1).
d) e– n(n + 1) > 0 donc vn � 2. La suite vn est croissante
et majorée donc convergente.

 A.  1. f′(x) = x2 –  < 0 sur ]0 ; 1]

donc f est strictement décroissante sur ]0 ; 1].

2.  a) I(λ) =�1

λ
 dx

= λ + λ ln λ.
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b) .

B.  1.  a) En considérant l’aire des rectangles et en
tenant compte que f est strictement décroissant, le
résultat est immédiat soit :

��  f(t) dt �  (1)

�  f(t) dt =�  f(t) dt +�  f(t) dt + … +�  f(t) dt.

En tenant compte de (1) par addition il vient :

 ��  f(t) dt 

�  (2)

2.  a) De (2) il résulte que :

Sn – � I  � Sn –  (3)

or = f(1) = 0 donc I  � Sn � I  + .

b)  donc  = 0

et .

3.  a) Pour n = 1, = 1 = 13 donc la propo-

sition est vraie pour n = 1.

Supposons que 13 + … + n3 =  alors

13 + … + n3 + (n + 1)3 =  + (n + 1)3

= . donc

la proposition est vraie pour tout entier naturel n � 1.

b) ln  + … + ln  = ln .

c) Sn = 

= 

Sn = 

d)  donc

Or  = ln un donc .

 A.  1.  a) f1(x) = ; f′1(x) = .

2.  a) I1(λ) =�1

λ
  dx.

u(x) = ln x, v′(x) = , u′(x) =  ; v(x) = – 

donc I1(λ) = .

soit I1(λ) = –  ln λ –  + 1.

b) I1(λ) = 1.

B.  1.  a) f′n(x) =  avec n � 2 et

f ′1(x) = .

D’où le tableau pour n � 2.

b) .

2.  a) x > 1, . (1)

b) D’après (1) fn + 1  = fn  × 

= fn  = yn + 1.
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La fonction fn est strictement décroissante sur

 donc fn  � fn  d’où

2yn + 1 � yn et yn + 1 � yn.

c) Par récurrence on établit le résultat. En effet y1 = 

donc la proposition est vraie pour n = 1. Si yn � .

aire yn + 1 � yn donc yn + 1 � .

Ainsi la proposition est vraie pour tout entier u � 1 et
yn = 0.

C.  1.  a) Ik + 1(x) =�x

1
 dt,

u(t) = (ln t)k + 1, v′(t) =  donc u′(t) = (ln t)k

et v(t) = – .

Donc Ik + 1(x) = 

+�x

1
  dt

soit Ik + 1(x) = – + Ik(x). (2)

b) On déduit de (2) que :

Par addition :

In(x) – I1(x) = –  … – .

Or I1(x) = 1 – 

donc In(x) = 1 –  … – .

2.  a) 

In(α) � aire ABCD or aire ABCD = yn(α – 1)
donc 0 � In(α) � yn(α – 1).

b) In(α) = 0 car 0 < (α – 1)yn � .

3.  a) In(x) = 1 – Wn(x) donc Wn(x) = x[1 – In(x)].

b) α � 1, Wn(α) = α[1 – In(α)] donc Wn(α) = α.

c) un = 1 +  + … +  = Wn(e) donc un = e.

 A.  1.  a) f3(x) =  = x – 

et  = 0 donc la droite d d’équation y = x

est asymptote à Γ3.

b) f3(x) – f1(x) =  donc Γ3 est au-dessus

de Γ1 pour x ∈ ]– 1 ; 0[ ∪ ]1 ; + ∞[.

2.  a) f′1(x) =  et f′3(x) = .

b) Voir courbes ci-dessous.

3.  a) I1 =�1

0
  dx =  ln 2.

I1 + I3 =�x

1
 x dx =  donc I3 = (1 – ln 2).

b) � = 4�1

0
 [f1(x) – f3(x)] dx = 4[I1 – I3]

= 2[ln 2 – 1 + ln 2] = (4 ln 2 – 2) cm2.

B.  1.  a) an est, en unités d’aire, l’aire du domaine
limité par Γ0 et les droites d’équations x = 0 ; y = 0 et
x = n.

b) an + 1 – an =�n

n + 1
  dt or  > 0

donc an + 1 – an � 0 et la suite est croissante.
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2.  a) a1 =�1

0
  dt.

a1 est l’aire hachurée
et a1 � aire OABC. 
De plus aire OABC = 1
donc a1 � 1.

b)  � 0 pour tout t ≠ 0

donc  � .

�n

1
  dt ��n

1
  dt soit�n

1
  �  = 1 – .

3. an = �1

0
  dt +�n

1
  dt � 1 + 1 –  � 2.

La suite an est croissante et majorée donc conver-
gente.

C.  1.  a) F est la primitive de f0 qui s’annule en x = 0

et F′(x) = f0(x) = .

2.  a) H(0) = F(tan 0) = F(0) = 0.
b) H′(x) = f(tan x) × (1 + tan2 x) = 1.
c) H(x) = x + C or H(0) = 0 donc H(x) = x.

F(1) = F .

3.  a) k′(x) =  

= 0

donc k(x) = cte avec k(0) =  car k(0) = F(0) + F(1)

donc k(x) = .

b) F .

 A.  1.  a) .

b) f′(x) = , f′(x) = 0 sur [0 ; + ∞[ pour 

x = 1 +  donc A a pour coordonnées 
(1 +  ;  – 3).

2.  a) f(x) = .

b) �(λ) = �λ

1
 dx

= 

=  ln 3 – ln 2 +  ln .

�(λ) = + ∞ car  se « comporte en + ∞ »

comme « ».

B. 1. a) pn = 

=  = f(n).

b) Pour tout x � 1, 2  – 3 � f(x) < 

donc pour n � 2, pn < .

2.  a) Si n = 3, p3 = f(3) = et p2 = .

Or  >  donc p3 est la valeur minimale de pn.

b) pn > 0,48 ⇔ h2 – 11n + 12 > 0 il en résulte que n = 1
ou n � 10.

C. 1. Les points qui ont pour image Ω sont ceux pour
lesquels z2 + z + 1 = 0 et ceux qui ont I pour image
sont tels que z2 + 2z = 0. En résolvant ces deux équa-
tions on obtient quatre points d’affixes respectives 0 ;

– 2 ; –  – i  ; –  + i . Ces quatre points sont sur

le cercle de centre J d’affixe – 1 et de rayon 1. Ils sont
notés Ω ; A3, A2, A1.

2. Z réels ⇔ Z = Z soit 

d’où (z – z), (z + z – 2 – zz) = 0. Il en résulte que z est

réel distinct de –  et – 1 ou x2 + y2 – 2x = 0. C’est-à-dire

m appartient au cercle de centre I d’affixe 1 passant par
A1 et A2 ou à l’axe des réels en étant distinct de J et M.
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3. m décrit [ΩI] si et seulement si z ∈ [0 ; 1] donc

d’après A, f(z) ∈  donc M décrit le segment [KI],

K étant le milieu de [ΩI].

 A.  1. f′(x) = .

f(x) = f(x) = 0.

2.  a) �(a) =�a

a + 1
  dx = .

�(a) = ln (a2 + 2a + 2) – ln (a2 + 1).

b) �′(a) = 

= . 

Il en résulte que �(a) est maximale pour a = .

B.  1. m invariant si et seulement si z = Z 
soit z(zz – 1) = 0 donc z = 0 ou |z| = 1.
On obtient donc Ω et les points du cercle de centre Ω
et de rayon 1.

2.  a) X + iY =  d’où X = 

et Y = .

b) X =  ⇔ (x – 3)2 + y2 = 8 donc m décrit un cercle

de centre I d’affixe 3 et de rayon 2 .

3.  a) ρ =  de plus si z = reiθ,

Z =  donc α ≡ θ [2π].

b) (ru ; UΩM) = (ru ; TΩm) = θ[2π] donc Ω, m, M sont trois
points alignés.

c) OM =  = f(r) donc comme r > 0, f(r) ∈ ]0 ; 1]

donc M est un point du disque de centre Ω et de rayon 1.

C.  1. Voir la figure du A. Le cercle de centre O et de
rayon 0m = r coupe l’axe des abscisses en H. N est le
point de � d’abscisse celle de H (qui est r ou – r) donc
l’ordonnée de N est f(r) ou f(– r) donc p = |f(r)|. On
construit alors M de la demi-droite [Om) tel que 

OM = |f(r)|.

2. 

a) Ωm1 = ΩH1 et Ωm2 = ΩH2, OM0 = OI = p =  < 1

donc f(r1) = f(r2) = p. 

De plus (ru ; PΩm1) = (ru ; PΩm2) = θ 

donc T(m1) = T(m2) = M0.

b)  d’où r2 – 2r  + 1 = 0 et r1 =  – 1 et

r2 =  + 1 de plus θ = .

Donc  et .

x – ∞ – 1 1 + ∞
f ′(x) – 0 + 0 –

f(x)
0

– 1

1
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a 0 + ∞
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