chapitre

16 | Travaux dirigés de géométrie

HE Question 1

I etJ ont pour 1mages P et Q par 4(M, 2), donc:
PQ =21J.

B et A sontlesi images ¢ de I et J par h(C, 2), donc :
BA =2IJ.

AMCQ et AMBR sont des parallélogrammes donc

CQ =MA =BR. Ondéduitquem:m:ﬁ{

donc que AQPB est un parallélogramme et que

[AP] et [BQ] ont méme milieu L. Mé&me chose

pour [BQ] et [CR].

Question 2

a) GA + GB + GC = 0 (propriété du centre de

gravite)

HP +HQ+HR =0 (proprzete du centre de gravité).

b) GL+ LA + GL + LB + GL + LC =0,

donc3LG =LA +LB + LC ,

et, de méme, 3LH=LP+LQ +LR.

3(LG +LH) = (LA +LP) + (LB + LQ) + (LC+LR).

Or, L est le milieu de [AP], [BQ] et [CR], donc:

LG +LH =0 et L est le milieu de [GH].

Question 3
® G(3) est le barycentre de (A, 1), (B, 1), (C, 1) et
H(3) celuide (P, 1), (Q, 1), (R, 1) d’ou le résultat.
* De méme, L(2) est le barycentre de (A,1), (P, 1)
ou (B, 1), (Q, 1) ou (C, 1), (R, 1). Donc l'isobary-
centre de A, B, C, P, Q, R est L, qui est aussi l'iso-
barycentre de G et H, donc L est le milieu de
[GH].
a) 2GK +2GI +2GJ =

GA +GB +GB + GC + GC + GA =0,
donc G est le centre de gravité du triangle 1IJK.
b) H est le centre de gravité du triangle POR donc,
pour tout point M, 3MH = MP + MO + MR.
MP = 2MI, MQ = 2MJ, MR = 2MK, donc :

3MH = 2(MI + MJ + MK) =2 x 3MG = 6MG.

Il en résulte que les points M, G, H, L sont alignés.

Question 1 : Voir la solution de ..

Question 2

a) h(I) =P, h(J) = Q, h(K) = R. Donc I'image de G,
centre de gravité du triangle IJK, est H.

Donc MH = 2MG.

b) h;(A) =P; h(B) =Q; h(C)=R.Donc h,(G)=H

et LH =— LG, donc L est le milieu de [HG].
Question 3

M, H, G d’une part, et L, H, G d’autre part, sont
alignés. D’ot le résultat.

H 1. A0;0), B(1;0), C(0; 1),

1@; %),J(O; %)K@ 0),(}@; %)
2.P(1-a;1-b); Q(~-a;1-b);

) uq(2_ .2
R(l—a,—b),H(g—a,?, b).

3.eLe milieu L de [AP] a pour coordonnées
l1-a 1-b
( 2 2
¢ Le milieu de [GH] a pour coordonnées
l-a 1-b
(—2—’ 2

) I est aussi le milieu de [BQ] et [CR].

), c’est donc L.

2

——(1 1 YV 2 .
.MG(E_a, 3_b) etMM(g—Za, 3 Zb),donc.

MH = 2MG
et les points M, G, H sont alignés.

B 11 suffit de reprendre le déroulement des questions

duH.

1] Questlon 1
a) DAK = DAl = 45°, d’ou le résultat.

AB=a.2 doncAI:az—iz;

AD=a+c doncAK:—(cH-ZC)“/z.
a2 (a+c)2 c
2—_ —_—_— = 2 -
Donc IK* = 5 + 5 ac+ac + 5
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b)DJ:CiZ,DA:a+c,TA/D\C:45°donC:

2
2
AJZZ% +(a+c)*—c2(a+c)cos 45°
(:2 C2
=3 +a’+2ac+E—ac-c2=a’+ac+ 5

D’oti le résultat.

Question 2

a) IK=IA + AE + EK et IK =IB + BD + DK, donc :

2IK =BD + AE.

J milieu de [DC] donc 2AJ = AC + AD.

b) 4IK-AJ = (E+ﬁ’)) (ﬁ)+ﬁ5)
= (AO +0C + AD) (BO +0D + AE)
=AO-OD +0C-BO + OC-AE + AD-OD
=ac-ac—-cla+c)+cla+c)=0.

D’ou le résultat.

H 1. /(A)=Bet(C) =D donc AC = BD et les droites
(AC) et (BD) sont perpendiculaires.

2. (QI) /1 (BD) et (QJ) // (AC), d’ot1 le résultat. De
plus,

QI = %BD et QJ = %CA, donc QI = QJ.

3.7(K)=Acetr/(I) =] donc AJ =IK et (AJ) et
(IK) sont perpendiculaires.

H A(a;0) et C(0; ¢); B(0; a); D(=c; 0); E(a; —a—c).
Il en résulte que I a pour coordonnées (2 2)
c.c a-c.  (a+tc
I(55) K55 -(57)
—— C. ¢
DoncIK(—z, a 2) etAJ( 5

2),donc:
IK=AJetIK-AJ=0
et les droites (IK) et (AJ) sont perpendiculaires.

B1.z,=a;z5=ai;zc=ci;zp=—c;zg=a—i(a+c);
a-c l.(a+c)
2 2 )

2. zK—zI:—E —i(a+ E\etzJ—ZA:—(E +a)+i£,
2 2) 2 2
d’ou le résultat.

a=51+iiz=501+iizg=

3.Donc lzg —zjl = lzy—zl et

T
arg (2~ 2) = 3 +arg (- 24),

doncIK = AJ et (AJ) et (IK) sont perpendiculaires.

H 1. a) B a pour coordonnées (a; 0) et D(0; a); P(a; m).
Comme P décrit [BC], alors 0 < m < a.
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b) N(x; a), AP-AN = ax + am = 0 donc :

x=-m et N(-m; a).
a-m_a+m
2. a) Le point I est un point de la droite d’équation :

x+y—-a=0.

C’est la droite [BD].
Or0sm<aet0<a-m<a,donc0<
Ainsi le lieu de I est le segment [OD)].

¢) [ a pour coordonnées (

a-m
2

<

\STRN

H 1. P, C, B alignés donc BP = ABC et P € [BC] donc:
A e [0;1].
2.2) AP-AN = (AB + BP)-(AD + DN)
= AB-DN + BP-AD =0.
Or AB-DN <0et BP-AD > 0, donc:

CD-DN = BP-BC = ABC2, donc DN = ACD.
b) BI + IP = ABI + AIC donc IP = AIC + (1 - L)IB.
De méme, a partir de DN = 7»@, il vient :

IN = (1 + M)ID - AIC.
OrIP +IN =0, donc (1 - A)IB + (1 + A)ID =0, soit :
IB+ID +MID-1B) =0
ou
210 = 2ABO et OI = AOD.

3. Les points I, O, D sont alignés donc I appartient
ala droite (OD). De plus, A € [0; 1] doncle lieude I
est le segment [OD].

H 1. a) Par 7, la droite (AP) a pour image la droite
(AN). De plus, #(B) = D donc la droite (BC) a
pour image la droite perpendiculaire a (BC)
passant par D, c’est-a-dire la droite (DC). Donc P
étant a I'intersection des droites (BC) et (AP) son
image r(P) est l'intersection des droites (DC) et
(AN) c’est-a-dire N.

b) Le triangle PAN est donc rectangle isocele en A.

N

2. a) s a pour angle g et pour rapport 5 -

b) L’image de P par s est le point I milieu de [PN].

3. Le lieu de I est donc I'image de [BC] par s. Or
s(B) = O et s(C) =D. Cest donc le segment [OD].

i1 A®1; 1; 1), BA; 1; 0), DO; 1; 1), E(1; 0; 1),

21 1.1
F(1;0;0), M(3 3 0) N(g,o, 3).

2.m(_%; -%; %) EG(-1;0; 1), FC(-1; 1; 0):
MN-EG =0 et MN-FC = 0 donc (MN) est bien la
perpendiculaire commune a (EG) et (FC).



H (MN) est I'image de (OJ) par I'homothétie de centre

G etderapport % donc (MN) et (OJ) sont paralleles.
De plus, dans le triangle HFB, d’apres le théoréeme
des milieux, (OJ) et (HB) sont paralléles.

2. a) (EQG) est perpendiculaire a (HF) (diagonales
d’un carré).

(BF) est perpendiculaire au plan (EFGH), donc a
(EG). Il en résulte que (EG) est perpendiculaire a
(HF) et (BF), donc au plan (BHF).

On montre de méme que (FC) est perpendiculaire
a (BHG).

Corrigés des exercices

(page 438)

BEM A -1.2)ID=AJ;CD=AD.
Les triangles CDI et DAJ sont rectangles et ont deux
cOtés égaux; ils sont donc isométriques.
b) Il résulte de la question précédente que :

ADJ - DCI et DIC = DJA,
donc DIC + IDJ = DIC + DCI = 90°, d’ou le résultat.
2. A partir des triangles BCJ et IAB, la démonstration
est identique. Donc (BI) et (DJ) sont deux hauteurs
de CIJ. Donc H est I'orthocentre.
B-1.a) r(A) =B et r(D) = A donc [AB] est 'image
du segment [AD] par r. L’image de I par r est le point
I’ de [AB] tel que AI=T'B. Donc I =1J.
b) r(C) =D et r(I) = J donc CI = DJ et (CI) et (DJ)
sont perpendiculaires.
2. On démontre de méme que (BI) et (CJ) sont per-
pendiculaires et ainsi H est I’orthocentre du triangle
ClLJ.
C-1.a)CI-DJ = (CD + DI) - (DA + AJ)

=DI- DA +CD - Al.

b) DI - DA =DIxDA et CD - AJ =—AB x AJ.
Or, DI = AJ et DA = AB, donc CI . DJ = 0 et les
droites sont perpendiculaires.
2. La démonstration est identique.
D - 1. a) L’affixe de I est im et celle de J, a — m.
b) CI a pour affixe im —a(1 +i) = z;
mapouraffixea—m—ai: (1-da-m=z,.
Laffixe de CI s’écrit aussi :

—i[—m + (—@a} =—
|

. z
c’est-a-dire |z = |z,| et arg (—]) =-z.
e 2

Donc CI = DJ et les droites sont perpendiculaires.

i[-m+ (1-i)a],doncz, =—iz,,

b) Donc (BH) est perpendiculaire a (EG) et (FC).
Or (BH) est parallele a (MN), d’ou le résultat.

H 1.3MN =3GN -3GM = GF + GH - GF - GB
=GH-GF-GC,

(.

donc NM = (GF+ GC-GH).
2.NM-GE = %(@-@+@~@_ﬁ-@)

- 1 (GF2-GHY) =0,

Donc (MN) est perpendlculalre a (GE)
Méme démonstration pour NM -FC = 0.

2. On démontre de méme que (BI) et (CJ) sont per-
pendiculaires, d’ou le résultat.

BEE A - ADC=ABC=6;

AF? = AD? + DF? -2 AD x DF x cos (0. + 0);

AE? = AB? + BE? -2 AB x BE x cos (o + ).

Or, AD =BC=BE et AB=DC=DF,donc AF=AE

et le triangle FAE est isocele.

B -1.Capour affixe b + d =c.

F est'image C par #(D; o), donc zp—

etzp=¢%b +d.

De méme, E est I'image de C par r(B;— o) donc :
zg-b=ec-b)=e"i%q,

soit zg = €~ %d + b = e~ [d + be®].

2. Dol zg = e— %z ; Izl = Izl et AE = AF.

C-1.5(C)=Acts(B)=D,doncCG = AE cars(G) =E.

2. a) La symétrie centrale conserve les distances et les

angles orientés,donc DG=BE = AD et (DG, DA) = .

D’our(G)=A,r(C)=Fdonc CG=AF = AE,dou le

résultat.

d=e(c—d)=eb

A-1.7(F)=Betr(C)=E donc FC=BE et les
droites (FC) et (BE) sont perpendiculaires.

Dans les triangles FEC et FBC, O'T et OJ sont les droites
o1 = 5= etoryFC o,
On démontre de méme dans les triangles BCE et

BFE que 10 = O = ]%5 et OI // O] // BE. Donc

des milieux donc 10" =

OIQO’J est un carré.
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E
J
F
o A D
G o
B
|
C
. b+c ) .
B -1 a pour affine —— ; E a pour affixe ci donc O a

2
pour affixe (%)c . Le point F a pour affixe —ib et O’

ic-b

5 et

a pour affixe (%)b donc IO a pour affixe

ic-b

O'T a pour affixe 5

donc I0JO’ est un parallélo-
—— . ib+c . .

gramme. De plus OJ a pour affixe 5 soit zgj = iZgj

donc OJ = Ol et OJ Ol ainsi OIO’J est un carré.

E. B A - 1. a) P a pour coordonnées (a ; y) et
AP.DM=0dotta(m-y)=0ety=m.

b) I a donc pour coordonnées x; = a+Tm ety; = o

7 .
2. a) [ est un point de la droite d d’équation x — y = % .
b) m € [0; a] donc x; € E ; a} ; il en résulte que I

décrit le segment [EF] tel que E a pour coordonnées

(g ;O)etF(a ; g)

B - 1. a) r(D) = A donc 'image de (DM) est la droite
perpendiculaire a (DM) passant par A, c’est-a-dire la
droite (AP). De plus I'image de (AB) est (BC) donc
I'image de M intersection de (AB) et (DM) est 'inter-
section de (AP) et (BC) c’est-a-dire P. Donc le triangle
MOP est rectangle isocele.

2.5 a pour angle g et pour rapport %2 .
L’image de A par s est le milieu E de [AB] et celle de
B est le milieu F de [BC] donc lorsque M décrit le
segment [AB], I décrit le segment [EF].

Conformément a ce qui est demandé a I'éléve, nous four-
nissons plusieurs solutions pour les exercices 5 a 9.

BN ® Premiére solution
En prenant le repere, (B; BC, BA), A, C, A’ ont res-
pectivement pour coordonnées (0; 1), (1;0), (0;-1).

donc D a pour coordonnées @ %)

Notons (x; 0) les coordonnées de O.
21 (2 4

Alors OD(g -X; 3) et A D(§’ 3).

Or, OD et A’D sont deux vecteurs colinéaires donc :
2 4 1.2 B
(g—x)xg—gxg—o o 8-12x-2=0,

donc x = % et O est le milieu de [BC].

Deuxiéme solution
Notons /; 'homothétie de centre A’ et de rapport 2

et h, ’'homothétie de centre D et de rapport — % , alors:
hi(B)=Aceth,(A)=C.

Donc (h, © hy) (B) = C et h, ° hy est une homothétie

de rapport — 1 qui transforme B en C et dont le centre

est aligné avec A’ et D.

Donc le centre est O et O est le milieu de [BC].

Troisiéme solution

Dans le triangle A’AC, B est le barycentre de (A, 1),
(A”, 1) et D celui de (A, 1) et (C, 2). Donc, avec le
théoréme d’associativité, le barycentre de (A’, 1),
(A, 1), (G, 2) est un point de (BC) et (A’D). Cest
donc O, barycentre de (B, 2), (C, 2). C’est le milieu de
[BC].

W ® Premiére solution

2m:ﬁ3+ﬂidonc:
-AB-AH+ACHA
=AH-(AB-AC)=AH -BC=0.

Donc (AM) et (LK) sont deux droites perpendiculaires.

Deuxieme solution

Une solution analytique est possible en prenant un

repére orthonormal (A i, j) avec B(b; 0) et C(0; ¢),

b>0,c>0.

Alors M a pour coordonnées (g ; %

a pour équation cx + by — bc = 0.

(AH), perpendiculaire a (BC), a pour équation

bx —cy=0.

Le point H, intersection de ces droites, a pour coor-
2

. bc b’
données 2—2, - 3|
b"+c¢” b +c

) et la droite (BC)

b ) —cb” j
pr it By
Il est colinéaire a u(c ; — b), donc u - AM = 0 et
(LK) L (AM).

Donc LK a pour coordonnées (



Troisieme solution
C
H2 \’/ L \ H
R M
K B
A
H

1

On note H; et H, les symétriques de H par les
réflexions s, et s, d’axes respectifs (AB) et (AC).
51(A) = A, 5;(B) = B donc A, H;, H, sont alignés
et AH, = AH,.

De plus, (AH;) 1L (H;B) et (CH,) L (H,A).

Donc CH,H;B est un trapéze rectangle et (AM)
estla droite des milieux. Donc (AM) L (H;H,) et
(HH,) // (LK), d’ot le résultat.

BA® Premiére solution

Choisissons le repere (C; i, j) tel que D a pour coor-

données (a; 0) et B(0; a).

Alors M a pour coordonnées (m;0),0 <m < a,etN

a pour coordonnées (0; — m).

Donc NA a pour coordonnées (a; a + m).

La droite d passant par M et perpendiculaire a (AN)

a pour vecteur normal NA, donc une équation de la

forme ax + (a+m)y+A=0.

OrMe d,doncam+A=0et A =—am.

Il en résulte que d a pour équation :
ax+(a+m)y—am=0,

ou encore ax + ay + m(y —a) = 0.

Cette droite passe donc par le point fixe A’(- a; a).

Deuxiéme solution
Le plan est orienté et (CD, CB) = g .
On note r la rotation de centre C et d’angle T Alors

2
r(N)=Metr(A) = A’ tel que B est le milieu de [AA].
Donc I'image de (AN) est la perpendiculaire a (AN)
passant par M, c’est-a-dire (MA”). D’ot le point fixe A’".

WM ® Premiére solution

Prenons un repére orthonormal (A; i, j) tel que B et
D ont pour coordonnées (a; 0) et (0; a), a > 0.

La droite (BD) a pour équation x + y —a =0.
Appelons m, avec 0 < m < g, ’abscisse de M.

Son ordonnée est a —m. Donc P et Q ont respective-
ment pour coordonnées (m; 0) et (0; a — m).

Donc MC a pour coordonnées (a — m ; m)

et PQ(-m ;a—m).

Ainsi MC = PQ et MC - PQ = 0, donc les droites (MC)
et (PQ) sont perpendiculaires.

La médiatrice A,, de [PQ] passe par le point de coor-

i (m.
donées (5 ;
Une équation de A, est de la forme :

a;zm_) et admet PQ pour vecteur normal.

-mx+(a-m)y+Ai=0,
2 2 2
m- (a-m
ot - 2+ (457

+k:0,d0nck:—% + am.

2

A,, a pour équation —mx + (a—m) y - % +am=0.

2 2

oy A _a . . a.

Ay:ay > Oouy 30 A, ax+ =

Ces deux droites ont pour point commun O(g ; g) t
on vérifie que O est un point fixe de A,

2 2

a
=0oux=rx.
€

Deuxieme solution
e Le triangle DQM est rectangle isocele, donc :
DQ=QM = AP.

Le plan est orienté et (AB, AD) = g
T

> alors :

Notons r la rotation de centre O et d’angle
r(D)=Acetr(A)=B.
Donc [AD] a pour image par r le segment [AB].
Or DQ = AP, donc r(Q) = P et le triangle QOP est
rectangle isocele donc la médiatrice de [PQ] passe
par O.
*MC-PQ=MC- (PA + AQ) =MC-PA + MC - AQ
=PB-PA+QD - AQ
=-PAXPB+AQxQD
=0,
donc (MC) et (PQ) sont deux droites perpendiculaires.

BN ® Premiére solution : avec les transformations
(spécialité)

Notons /; 'homothétie de centre E et de rapport %

et h, ’homothétie de centre I et de rapport — 1,
alors i, © h; est une homothétie de rapport — % et
(hyohy) (A) = hy(B) = D.

Le centre est donc aligné avec I et E et avec A et D,

c’est donc J. AinsiJD = — %ﬂ

Notons /5 'homothétie de centre J et de rapport — %

et hy, ’homothétie de centre F qui transforme D en C

donc de rapport % . Donc Ao hyapour rapport —1, et:

(hyhs) (A) = hy(D) = C.
Le centre de hy © h; est aligné avec FetJ et avec A et C,
c’est donc K, car KC = AK. Ainsi F,J, K sont alignés.

Deuxiéme solution
Considérons le systeme (A, 2), (E, 1), (D, 3).
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Le barycentre de (A, 2), (E, 1) est B et celui de (B, 3),
(D, 3) est I, donc le barycentre de (A, 2), (D, 3) est J,
aligné avec I et E.

De méme, en considérant le systeme, (F, 1), (C, 2),
(A, 2), D est le barycentre de (F, 1), (C, 2) et J celui
de (D, 3) et (A, 2), donc J est le barycentre de (F, 1),
(GC,2),(A,2). Ainsi (FJ) coupe (AC) au barycentre de
(C,2), (A,2), c’est-a-dire K et F, J, K sont alignés.

BE[*M® 1. (FH) est perpendiculaire 2 (GE) et (AE)
donc au plan GEAC et en particulier a (AG).

On démontre de méme que (FC) est perpendiculaire
au plan BGHA donc a (GA).

Ainsi (GA) est perpendiculaire a (FH) et (FC) donc
au plan FCH.
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Deplus3ﬁ=@+a{+@

=GE + GC=GA.
Ainsi G, I, A sont alignés et (GA) coupe le plan FCH
enl
2. H a pour coordonnées (1;1;0) et C(0;1 ;1) donc
le plan FHC a pour équationx —y + z = 0.
De plus G et A ont respectivement pour coordonnées
(0;1;0)et(1;0;1)donc GA a pour coordonnées
1;-1;1).
Il en résulte que GA est un vecteur normal au plan

FHC.
121y (1. 1.1
§’§’3)etGI(3’ 3’3)

donc GI = % GA, d’ot le résultat.

I a pour coordonnées (



