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chapitre

 

15

 

Droites et plans dans l’espace

 

Exemple 1 :

1. 

 

On résout le système formé de [2] et [3] :

, ,

,

Par substitution dans [1] :  + 3

 

z

 

 = 0,

d’où : 

 

z

 

 = – 1, puis 

 

x

 

 =  et 

 

y

 

 = – .

 

2. 

 

(S) admet le triplet  pour unique

solution. 

 

Exemple 2 :

1. 

2. 

 

D’où 

 

x

 

 = 1, 

 

y

 

 = – 2, 

 

z

 

 = 1.
S’il existe des solutions, alors seul le triplet (1; – 2; 1)
peut en être une.

 

3. 

 

Réciproquement, le triplet (1; – 2; 1) est bien
solution. 
Ainsi (S) admet le triplet (1; – 2; 1) pour unique
solution.

 

Exemple 3 :

1. 

 

Par la méthode de Gauss, (S) équivaut à :

 soit 

Ainsi (S) admet le triplet (1; 2; 3) pour unique
solution.

 

 

1. a) 

 

 G barycentre de (A, 1), (B, 1), (C, 1), (D, 1)
est aussi celui de (A, 1), (K, 3) (règle d’associa-
tivité).

Ainsi 

 

O

 

AG = 

 

I

 

AK.

 

b) 

 

Même raisonnement pour les autres médianes :
G est situé aux trois quarts de chacune d’elles en
partant du sommet.

 

2. a) 

 

G barycentre de (A, 1), (B, 1), (C, 1), (D, 1)
est aussi celui de (I, 2), (J, 2) (

 

règle d’associativité

 

).
Ainsi G est le milieu de la bimédiane [IJ].

 

b) 

 

Même raisonnement pour les autres bimédia-
nes d’où le résultat.

 

 

1. a) 

 

U

 

BP = 

 

I

 

BC équivaut à P est le barycentre de

, , donc de (B, 4), (C, 1).

De même, Q est celui de (A, 1), (D, 3).

 

b) 

 

G est le barycentre de (P, 5), (Q, 4) (

 

règle
d’associativité

 

), donc G 

 

∈

 

 (PQ).

 

2. 

 

De même, R est le barycentre de (A, 1), (B, 4)
et S celui de (C, 1), (D, 3), donc G est le barycentre
de (R, 5), (S, 4) ; ainsi G 

 

∈

 

 (RS). Ainsi (PQ) et
(RS) sont sécantes en G.

 

3. 

 

I est le milieu de [AC]; on note J le barycentre
de (B, 4), (D, 3); G est le barycentre de (I, 2), (J, 7)
(

 

nouvelle utilisation de la règle d’associativité

 

).

 

Activités

 

(page 404)
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Travaux dirigés

 

(page 415)
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Ainsi J 

 

∈

 

 (BD) et J 

 

∈

 

 (IG); (IG) et (BD) sont

sécantes en J tel que 

 

U

 

BJ = 

 

I

 

BD.

 

 

2. a) 

 

Lorsque 

 

m

 

 = 0, G

 

0

 

 = O.

 

b) 

 

Lorsque m = 1, G1 est le barycentre de (O, 1),
(A, 1), (B, 1), (C, – 2).
OG1O + OG1A + OG1B – 2 OG1C = z0,
d’où OG1O + 2 OG1I – 2 OG1C = 0, donc OOG1 = 2 ZCI.
c) Pour tout réel m de [0 ; 1], 
PGmO + mPGmA + mPGmB – 2mPGmC = z0,
d’où PGmO + 2mOGmI – 2mPGmC = z0, 
soit POGm = 2mECI.
Ainsi POGm = m OOG1, m ∈ [0; 1].
Le lieu de Gm est le segment [OG1].

 Méthode 1

1. Pour tout réel m de [0; 1], d’après le théorème
d’associativité, Pm est le barycentre de (I, 2m),
(F, 2m), (C, 4 – 4m), donc Pm ∈ (FIC).

2. Par une nouvelle application du théorème
d’associativité, Pm est le barycentre de (J, 4m),
(C, 4 – 4m) soit de (J, m), (C, 1 – m).
mYPmJ + (1 – m)OPmC = z0,
d’où m(YPmJ – OPmC) + OPmC = z0, donc OCPm – mECJ = z0.

3. Pour tout 
réel m 
de [0 ; 1],
OCPm = mECJ
donc le lieu
de Pm est le
segment
[CJ].

Méthode 2

1. Pm a pour coordonnées .

2. D’où une représentation paramétrique du lieu
de Pm :

Ce lieu est le segment d’extrémités les points

C(0; 0; 0) et C� .

3. On vérifie aisément que J = C� et on retrouve
que le lieu de Pm est [CJ].

 1. a)  (immédiat).

b) M(x; y; z) ∈ �V ⇔ OVM · IAV = 0.

Ainsi �V : (x – m)(m – a) + (y – n)(n – b) + z(– c) = 0.

Or, m2 + n2 = 1,  donc

�V : (m – a)x + (n – b)y – cz – 1 + am + bn = 0.

2. a) �I : (1 – a) x – by – cz – 1 + a = 0; 
�J : – ax + (1 – b)y – cz – 1 + b = 0; 
�K : – ax – (1 + b) y – cz – 1 – b = 0.

b)  

équivaut à 

D’où les coordonnées de F.

3. RFV et IAV  

d’où RFV · IAV = 0, puisque m2 + n2 = 1; ainsi pour
tout point V de Γ, F ∈ �V. 
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
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
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
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n b+
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c
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 
 
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 
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 
 
 
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 a) t = .      b) t = .      c) t = – 1.

 a) α = 5, β = 2. b) α = 3, β = – 1. c) α = 4, β = – 3.

 Dessin 1 : 
A : barycentre de (B, 5), (C, – 3);
B : barycentre de (A, 2), (C, 3);
C : barycentre de (A, – 2), (B, 5).
Dessin 2 :
A : barycentre de (B, 2), (C, 1);
B : barycentre de (A, 3), (C, – 1);
C : barycentre de (A, 3), (B, – 2).

 a) x = 1, y = 1.      b) x = , y = .

 a) α = 0, β = 2, γ = – 1. b) α = 1, β = 1, γ = – 1.
c) α = 3, β = 2, γ = – 4. d) α = 1, β = 2, γ = 1.

 Corrigé dans le manuel.

 1. I décrit le segment
[BC].
2. D’après le théorème
d’associativité, M est le
barycentre (A, 1), (I, 1)
donc le milieu de [AI].

IAM = EAI donc M est

l’image de I dans l’homothétie h de centre A et de

rapport .

Le lieu du point M est l’image de [BC] par h c’est-à-
dire le « segment des milieux » [JK].

 α = 1, β = 2, γ = 1.
G est le barycentre de (A, 1), (B, 2), donc λ = 2.

 a = 4, b = 1, c = 1, d = 2.

 a) G : bary-
centre de (I, 3),
(D, 3) avec I cen-
tre de gravité de
ABC. Donc G est
le milieu de [ID].

b) G : barycentre de (J, – 2), (D, – 2), (B, 2) avec J
milieu de [AC]; G : barycentre de (K, – 4), (B, 2) avec
K milieu de [JD]. Ainsi RBG = 2RBK. Donc G est le
symétrique de B par rapport à K.

c) G : barycentre de (P, 3), (C, 3), (D, 6) avec P bary-
centre de (A, 1), (B, 2); G :barycentre de (Q, 6), (D, 6)
avec Q milieu de [PC]. Donc G est le milieu de [DQ].

 1. RAE = a IAD donc E est le barycentre de
(A, 1 – a), (D, a). De même, F est le barycentre de
(B, 1 – a), (C, a).
2. a) Soit G le barycentre de (A, 1 – a), (B, 1 – a),
(C, a), (D, a). D’après le théorème d’associativité, G
est le barycentre de (E, 1), (F, 1).
Donc G = H, milieu de [EF].
b) Mais H est aussi barycentre de (I, 2 – 2a), (J, 2a),
donc I, J et H sont alignés.

 a) 
IMB + IMC + IMD = z0;
M est l’isobarycentre
de B, C, D donc 
M ∈ (BCD).

Corrigés des exercices

Maîtriser le cours (page 418)

1. Caractérisations barycentriques

1 1
2
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5
---

2
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4 1
6
--- 1

3
---
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7 A
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B

M

CI1
2
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1
2
---

8

9
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B

I

C

D

A

G

G

C
J

B

A

D

K

D

A

P

B

C

G

Q

11

12

A C

M

B

D
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b) IMB + IMC + 2 IMD = z0; M est le barycentre de
(B, 1), (C, 1), (D, 2) donc M ∈ (BCD).

 

a) .    

b) .

 

a) .

b) .

c) .

d) .

 a) (E1) : demi-droite d’origine A(1 ; 0 ; – 2)
dirigée par zu(2 ; 3 – 1).
b) (E2) : segment [AB] avec A(1 ; 0 ; – 2) et B(3 ; 3 ; – 3).
c) (E3) : segment [AB’] avec A(1 ; 0 ; – 2) et 
B’(– 1 ; – 3 ; – 1).

Note : ce segment est le symétrique de [AB] par rapport à A.

d) (E4) : demi-droite d’origine A(1 ; 0 ; – 2) dirigée
par le vecteur – zu(– 2 ; – 3 ; 1).

 1. au(– 2; – 1; 1), I(1; 1; – 2).
2. A ∈ d, (t = – 1), B ∉ d.  
3. M(– 4011; – 2005; 2004).

 Corrigé dans le manuel.

 

a) d� : , t ∈ �.

b) d� : , t ∈ �.

c) d� : , t ∈ �.

 Oui : d = (A; zu) avec zu(2; 1; – 3) et A(– 1; 0; 1);
d� a pour vecteur directeur eu� = – 3zu et A ∈ d�,

, donc d = d�.

 1. Les droites (AJ) et (CI) ont pour représenta-
tions paramétriques

(AJ) : , t ∈ � ; (CI) : , s ∈ �.

2. La résolution du sys-
tème conduit à : s = t = 2.
Ainsi (AJ) et (CI) 
sont sécantes au point
K(0 ; 1 ; 2).
3. Dans le triangle EGH,

iJI = REG soit iJI = YAC.

Ainsi les points A, C, I, J
sont coplanaires et ACIJ
est un trapèze de bases
[AC] et [IJ], donc (AJ) et
(CI) sont sécantes en un
point K.

Remarque : (AJ) et (CI) sont contenues respectivement dans
les plans (AEH) et (CGH) sécants suivant la droite (DH) donc
K appartient aussi à (DH). Considérons l’homothétie h de
centre  I et de rapport – 1 telle que G � H. La droite (GC) a
pour  image sa parallèle passant par H c’est-à-dire (DH) ; ainsi
l’image de C est à l’intersection de (CI) et (DH), c’est donc K.
D’où ZHK = – ZGC = – ZHD ; ainsi H est le milieu de [DK].

 d = (A; au) avec au(2; – 4; 3) 
et A(– 1; 1; 2).

d� a pour vecteur directeur eu� = – au et A ∈ d�,(t = – 3),
donc d = d�.

2. Représentation paramétrique 
d’une droite

A C

B

D

M

13

d :

x 1–=
y t 2 t �∈,+=
z t–=






d :

x 2=
y 2– t 1 t �∈,+=
z 2t 1–=






14

AB( ) :

x 4t 2–=
y 2t 1 t �∈,+=
z t=






AB[ ] :

x 4t 2–=
y 2t 1 t 0 1;[ ]∈,+=
z t=






[AB) :

x 4t 2–=
y 2t 1 t [0 ; + ∞[∈,+=
z t=






[BA) :

x 4t– 2+=
y 2t– 3 t [0 ; + ∞[∈,+=
z t– 1+=






15

16

17
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



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z 2t– 9+=





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z 3t– 9+=





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 
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y
1
2
---t=
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






x
1
2
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z s=







E J H

K

DA

F G

I

B C

1
2
--- 1

2
---

21
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1. (IK) : , t ∈ �.

(FJ) : , s ∈ �.

2.   n’a pas de solution.

Donc (IK) et (FJ) ne sont pas sécantes. Or EIK(– 1; 0; 1)

et AFJ  ne sont pas colinéaires, donc (IK) et

(FJ) ne sont pas parallèles. Donc I, J, K, L sont non
coplanaires.

3. Dans le triangle BCD, uIJ = RBD; donc uIJ = RFH.

Ainsi H ∈ (IJF) et K ∉ (IJF).

 a) in1(1; 1; 0) et in2(1; 0; 1) ne sont pas colinéaires
donc �1 et �2 sont sécants.

d : , t ∈ �.

d = (A; au) avec A(1; 1; 0) et au(– 1; 1; 1).
b) in1(– 1; 1; 1) et in2(2; – 1; 2) ne sont pas colinéaires,
donc �1 et �2 sont sécants.

d : , t ∈ �. 

d = (A; au) avec A(4; 7; 0) et au(– 3; – 4; 1).

 1. 

d� : , t ∈ �.

2. a) d et d� ont même vecteur directeur au(2; 0; 1).
b) A(– 1; 2; 1) ∈ d mais A ∉ d�, donc d est strictement
parallèle à d�.

 Corrigé dans le manuel.

 Intersection :
• de � et de (O; ai) :  I(2; 0; 0);
• de � et de (O; aj ) : J(0; 3; 0);
• de � et de (O; ak) : K(0; 0; – 6).

 a) IAB(2; 0; – 4), an(1; 1; 1) d’où IAB · an = – 2.
Puisque IAB · an ≠ 0, d et � sont sécants en I.

.    Donc I(2; 2; – 3).

b) au(1; – 2; 0), an  d’où au · an = .

Puisque au · an ≠ 0, d et � sont sécants en I.

.    Donc I(0; 3; 0).

 a) an(1; – 1; 2), au(2; 1; – 3); au · an = – 5.
d et � sont sécants en I(– 1; 0; 1).
b) an(2; 3; – 1), au(1; 2; 8); au · an = 0.
d et � sont parallèles.
Or A(1; 1; – 3) ∈ d et A ∉ �, donc d ∩ � = Ø.

 1. a)  d : droite passant par A(– 1; 0; 1) et diri-
gée par au(4; 2; 3);
� : plan d’équation x + y – 2z = 1 de vecteur normal
an(1; 1; – 2).
b) au · an = 0. De plus, A ∈ d et A ∉ �, donc d est stric-
tement parallèle à �.
L’ensemble des solutions du système est � = Ø.
2. Par substitution des trois premières équations dans
la quatrième, 0t – 3 = 1, donc (S) n’a pas de solution.

 a) Un seul point commun : I(2; 1; – 1).
b) Un seul point commun : J(– 8; 13; 22).

 a) Une droite commune d : , t ∈ �.

b) Une droite commune d : , t ∈ �.

 a) �1 ∩ �2 ∩ �3 = Ø.      b) �1 ∩ �2 ∩ �3 = Ø.

3. et 4. Intersections de plans
et de droites

22

x t– 1+=

y 1
2
---=

z t=







x
1
2
---s– 1+=

y s=
z s– 1+=








t– 1+
1
2
---s– 1+=

1
2
--- s=

t s– 1+=







1
2
--- 1 1–;;– 

 

1
2
--- 1

2
---

23

x t– 1+=
y t 1+=
z t=






x 3t– 4+=
y 4t– 7+=
z t=






24

x 2t 5
2
---+=

y 1
2
---=

z t=







25

26

27

x 2t 1–=
y 2=
z 4t– 3+=
x y z+ + 1=


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 • Système (S) : �2 et �3 sont strictement
parallèles; �1 est sécant à �2 et �3.
L’ensemble des solutions de (S) est � = Ø.

 1. rn2(3; 2; – 4) et rn3(3; – 5; 13) ne sont pas coli-
néaires, donc �2 et �3 sont sécants suivant d.

d : , t ∈ �. 

d = (A; ru) avec A(1; 0; 0) et ru(– 2; 17; 7).
2. Pour tout point M de d,

2x – y + 3z = ,

donc M ∈ �1; ainsi d ⊂ �1.
3. L’ensemble des solutions de (S) est constitué des

triplets  avec t ∈ �.

Il est représenté par la droite d commune aux trois
plans.

 1. yn1(1 ; – 1 ; – 2), yn2(2 ; 3 ; 1), yn3(3 ; 2 ; – 1).
Ces vecteurs normaux pris deux à deux ne sont pas
colinéaires donc �1, �2 et �3 sont sécants deux à deux.
2. Intersection de �1 et �2

d : , t ∈ �. d = (A ; zu) avec A(1 ; 1 ; 0) et

zu(1 ; – 1 ; 1).
3. zu . yn3 = 0. De plus, A ∈ d et A ∉ �3 donc d est stric-
tement parallèle à �3.
Ensemble des solutions du système : � = Ø.

 1. a) zn(2 ; – 1 ; 0) et zn�(3 ; 1 ; – 1) ne sont pas coli-
néaires donc � et �� sont sécants suivant une droite
∆.

b) M(x ; y ; z) ∈ ∆ ⇔ 

⇔  d’où ∆ : , α ∈ �.

2. a) Vrai ! ∆ a pour vecteur directeur zu(1 ; 2 ; 5) et �
pour vecteur normal zv(5 ; – 5 ; 1) d’où zu . zv = 0. Ainsi
∆ // �.
b) Faux ! ∆� a pour vecteur directeur zu�(– 3 ; 1 ; 2).
zu et zv ne sont pas colinéaires donc ∆ et ∆� ne sont pas
parallèles.

En outre, le système 

n’a pas de solution donc ∆ et ∆� sont non coplanaires.

 1. a) �0 : y + z + 3 = 0, �1 : x + y + 4 = 0. Or
on0(0 ; 1 ; 1) et un1(1 ; 1 ; 0) ne sont pas colinéaires donc
�0 et ��1 sont sécants suivant une droite ∆.

b) M(x ; y ; z) ∈ ∆ ⇔  ⇔ 

d’où ∆ : , t ∈ �.

c) A ∈ ∆ (t = – 4) et B ∈ (t = – 5).
d) A ∈ �m et B ∈ �m donc (AB) = ∆ est contenue
dans �m.
2.  : x + 2y + z + 7 = 0, 

�m : mx + y + (1 – m)z + m + 3 = 0. (1 ; 2 ; 1) et

Anm(m ; 1 ; 1 – m) sont tels que  · Anm = 3.

Ainsi pour tout m,  · Anm ≠ 0 donc il n’existe aucun

plan �m orthogonal à .

Pour m1 ≠ ,  ⊥  ⇔  ·  = 0 

⇔ m1m2 + 1 + (1 – m1)(1 – m2) = 0 soit

 ⊥  ⇔ m2 = .

 1. Un vecteur directeur de ∆ est zu(1 ; 3 ; – 1).
� a pour vecteur normal zu et � passe par A d’où � :
x + 3y – z + 4 = 0.

2. H(x ; y ; z) est tel que 

donc . Ainsi H(1 ; – 1 ; 2) d’où AH = 16.

Note : AH représente la distance du point A à la droite ∆ de
l’espace.
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 Prouver un alignement
Les outils :
�  Colinéarité de vecteurs.
�  Propriétés de l’isobarycentre.
�  Géométrie analytique.
Les objectifs :
�  Prouver un alignement.
�  Calculer un coefficient de colinéarité.

1. a) D’après la règle du parallélépipède : 
TAG = TAB + TAD + TAE. [1]

b) I est le centre de gravité de BDE donc pour tout
point M, TMB + UMD + UME = 3 RMI.
D’où, lorsque M = A, TAB + TAD + TAE = 3 ZAI. [2]
c) D’après [1] et [2], TAG = 3 ZAI d’où l’alignement
de A, G et I.
2. a) TAG(1 ; 1 ; 1) est un vecteur directeur de la droite
(AG) d’où 

(AG) : , t ∈ �.

b) I

c) Ainsi I ∈ (AG) et t = .

 Trouver un point de concours
Les outils :
�  Relations vectorielles et barycentres.
�  Barycentre de deux points et alignement.
�  Règle d’associativité.
Les objectifs :
�  Établir des relations barycentriques.
�  Prouver le concours de trois droites.

1. a) RAP = x RAB donc le point P est le barycentre de
(A, 1 – x), (B, x).
b) De même, Q est le barycentre de (A, 1 – x), (D, x);
R celui de (C, 1 – x), (D, x); S celui de (B, x), (C, 1 – x).
2. a) Soit G le barycentre de (A, 1 – x), (B, x), (C, 1 – x),
(D, x).
L’existence est assurée car la somme des coefficients
est 2, donc non nulle.
b) D’après le théorème d’associativité, G est le bary-
centre de (P, 1), (R, 1) mais aussi de (Q, 1), (S, 1) et
de (I, 2 – 2x), (J, 2x). Ainsi (PR), (QS) et (IJ) concou-
rent en G.

 Trouver l’intersection de trois plans
Les outils :
�  Appartenance d’un point à un plan d’équation donnée.
�  Intersection de plans.
�  Système linéaire.
Les objectifs :
�  Définir l’intersection de trois plans.
�  Résoudre un système linéaire.

1. Solution 1
a) A, C, G, E appartiennent à �1 : x – y = 0.
b) A, B, G, H appartiennent à �2 : y – z = 0.
A, F, G, D appartiennent à �3 : x – z = 0.
c) �1 ∩ �2 ∩ �3 contient A et G, d’où :

�1 ∩ �2 ∩ �3 = (AG).
2. Solution 2 

a) .

b) Ainsi �1 ∩ �2 ∩ �3 = d, où d est la droite définie
par :

d : , t ∈ �.

d = (A; zu) avec zu(1; 1; 1).

 Trouver un lieu dans l’espace
Les outils :
�  Relations vectorielles.
�  Décomposition d’un vecteur sur une base.
�  Caractérisation du milieu d’un segment.
Les objectifs :
�  Étudier un lieu dans l’espace.
�  Caractériser analytiquement l’intérieur d’un parallélogramme.

1. a) Lorsque M = A et M� = C, I = E ;
M = B et M� = C, I = F ;
M = A et M� = D, I = G ;
M = B et M� = D, I = H.

Donc E, F, G, H sont des points de �.

b) Dans les triangles ABC et ABD, EEF = RAB et 

EGH =  EAB donc EEF = EGH.

Ainsi EFHG est un parallélogramme.
2. a) I est le milieu de [MM�] donc 2EEI = UEM + OEM�.
Or UEM + OEM� = EEA + OAM + EEC + OCM� 

= UAM + OCM� 
donc 2EEI = UEM + OEM� = UAM + OCM� [1].
b) M ∈ [AB] et M� ∈ [CD] donc il existe des réels x et
y dans [0 ; 1] tels que OAM = xYAB et OCM� = yTCD.
c) D’après [1], 2ZEI = xEAB + yRCD 

d’où ZEI = x  + y  soit EEI = xEEF + yEEG

avec 0 � x � 1 et 0 � y � 1.
Ainsi � est contenu dans l’intérieur du parallélo-
gramme EFHG.
3. a) EEJ = aEEF + bEEG (a ∈ [0 ; 1], b ∈ [0 ; 1] s’écrit 

EEJ = EAB + ECD d’où 2EEJ = aEAB + bECD.

Apprendre à chercher (page 422)
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b) Notons M le point de [AB] tel que IAM = aEAB et
M� celui de [CD] tel que ICM� = bECD. Alors
2EEJ = IAM + ICM�.

c) On en déduit que :
2EEJ = EAE + EEJ + EJM + ECE + EEJ + EJM� 

soit EJM + EJM� = z0. 
Donc J est le milieu de [MM�].
Ainsi l’intérieur du parallélogramme EFGH est
contenu dans �.
Finalement, le lieu � cherché est l’intérieur du paral-
lélogramme EFHG (frontières comprises).

  I est le barycentre de (A, 3), (B, 1), (C, 1), (D, 1). 
K est le barycentre de (A, 3), (B, – 2), (C, – 2), (D, – 2).

 1. a) Par utilisation du théorème d’associati-
vité, G est le barycentre de (I, 4), (J, 2), donc G, I, J
sont alignés.
b) Or K est le barycentre de (A, 2), (B, 1), et L celui
de (C, 1), (D, 2), donc G est aussi le barycentre de
(K, 3), (L, 3). Ainsi G, K, L sont alignés.

Note : G est le milieu de [KL].

2. Les droites (IJ) et (KL) sont sécantes, donc I, J, K,
L sont coplanaires.

 1. a) , .

b) (AJ) : , t ∈ �.

c) M ∈ (AJ) avec λ = .

2. J est le barycentre de (B, 2), (C, 1), (D, 1) ; d’après
le théorème d’associativité, M est le barycentre de

(A, t),(J, 4), d’où M ∈ (AJ) avec OAM =  RAJ.

 1. a) ABPC est un parallélogramme, donc :
UAP = RAB + TAC,

d’où P est le barycentre de (A, – 1), (B, 1), (C, 1).
b) De même, Q est le barycentre de (A, – 1), (B, 1),
(D, 1) et R celui de (A, – 1), (C, 1), (D, 1).
2. Soit I le barycentre de (A, – 1), (B, 1), (C, 1), (D, 1);
d’après le théorème d’associativité, I est le barycentre
de (P, 1), (D, 1), mais aussi de (Q, 1), (C, 1) et de
(R, 1), (B, 1).
Ainsi les droites (DP), (CQ) et (BR) concourent en I
et I est le milieu de [DP], [CQ] et [BR].

Remarque : Il s’agit de trois des diagonales du parallélépipède

défini par ZAB, ZAC, ZAD.

 1. a)  EAB + TAD + TAE = TAG (règle du parallé-
lépipède).
TAG · TBD = TAB · TBD + TAD · TBD + TAE · TBD 

= – 1 + 1 + 0 = 0.
b) TAG · TBE= TAB · TBE + TAD · TBE + TAE · TBE

= – 1 + 0 + 1 = 0.
c) TAG ⊥ TBD et TAG ⊥ TBE donc (AG) ⊥ (BDE).
2. TAG = TAB + TAD + UAE = 3EAI, donc I ∈ (AG); de
plus, I ∈ (BDE), donc I est le point d’intersection de
(AG) et (BDE). De plus, I est le point de [AG] tel

que TAI =  TAG.

3. a) (BDE) : x + y + z = 1.

Note : Utiliser le résultat de l’exercice 66 ou du chapitre 14
p. 385.

Pour progresser (page 424)
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b) an(1; 1; 1), vecteur normal à (BDE), est un vecteur
directeur de ∆, d’où :

∆ : , t ∈ �.

c) .    Donc .

d) La distance de H au plan (BDE) est  :

HJ = .

Note : Cette distance peut être obtenue à partir de l’équation

de (BDE) (voir chapitre 14), d(H; (BDE)) = .

 Corrigé dans le manuel.

 zu = IMA + 2(IMA + YAB) – 3(IMA + IAC)
= 2RAB – 3IAC (indépendant de M);

zv = 2ZMI, avec I milieu de [DE].
1. M ∈ ∆ ⇔ zu colinéaire à zv ⇔ ZIM colinéaire à zu.
Donc ∆ est la droite passant par I et dirigée par le
vecteur 2TAB – 3IAC.
2. M ∈ Γ ⇔ ||zv|| = ||zu|| ⇔ IM = ||zu||.

Donc Γ est la sphère de centre I, et de rayon :

r = ||2RAB –  3IAC||.

 1. G1 est le barycentre de (A, 2), (B, 1), (C, – 1) :

2 OG1A + OG1B – OG1C = z0, donc OAG1 = – RBC.

G–1 est le barycentre de (A, 2), (B, – 1), (C, 1) : 

2 PG–1A – PG–1B + PG–1C = z0, donc PAG–1 = RBC.

2. a) Pour tout réel k de [– 1; 1],
(k2 + 1)OGkA + k OGkB – kOGkC = z0,

d’où PAGk = RBC.

b) Pour tout x ∈ [– 1; 1], f(x) = – ;

f �(x) = .

c) Lorsque k décrit [– 1; 1], le coefficient –

décrit l’intervalle  image de [– 1; 1] par f.

Ainsi l’ensemble des points Gk est le segment [G1G–1]
de la droite parallèle à (BC) passant par A.
3. M ∈ � ⇔ ||2 OMG1|| = ||2 PMG–1|| ⇔ MG1 = MG–1.
� est le plan médiateur de [G1G–1].
4. Pour tout point M, 2 UMA – UMB – UMC = – RAB – TAC
= 2 EIA où I est le milieu de [BC]. 
M ∈ 	 ⇔ ||2 PMG1|| = ||2 EIA|| ⇔ G1M = IA.
	 est la sphère de centre G1 et de rayon R = IA.
5. a) G1(0; 0; 0) donc G1 = O; G– 1(0; 0; 4).
�, plan médiateur de [G1G–1], a pour équation z = 2;
	, sphère de centre O = G1 et de rayon R = IA = ,
a pour équation x2 + y2 + z2 = 6.

Le système  équivaut à 

Donc � et 	 sont sécants suivant le cercle Γ : 
x2 + y2 = 2 situé dans le plan �.
b) Rayon de Γ : r = .

 1. a) G1 est le barycentre de (I, 2), (C, – 1),
(D, 1), d’où 2 YG1I – OG1C + OG1D = a0, 

donc YIG1 =  YCD.

b) G2 est le barycentre de (I, 2), (D, 2), donc G2 est le

milieu de [ID] et YIG2 =  EID.

c) UG2J = uIJ – YIG2 = (ZIC + EID) –  EID =  ZIC;

PG2G1 = RIG1 – UIG2 =  YCD –  EID =  ZCI.

Ainsi UG2J = – PG2G1 donc G2 est le milieu de [JG1].
d) 

2. a) � = �*.
b) Pour tout point P,

2m OPGm = RPA + TPB + (m – 2) RPC + m UPD.
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Si P = I, m OIGm =  ZIC + EID;

ainsi a =  et b = .

Donc Gm ∈ � où � est le plan (ICD).
c) Pour tout m ≠ 0, m OJGm = m iJI + m YIGm ;

or J est le milieu de [CD] donc iIJ = (ZIC + ZID);

ainsi m OJGm = – (ZIC + ZID) + ZID = ZCI

(vecteur constant).

d) Pour tout m ≠ 0, OJGm =  ZCI.

Lorsque m décrit � = �*,  décrit �*, donc 	 est la

droite passant par J et dirigée par ZCI, privée de J.

Note : D’après 1. c), 	 n’est autre que la droite (JG2), privée
de J.

 1. a) 

b) O(0; 0; 0) et  sont tels que x + y = 0 et

y + z = 0, donc ils appartiennent à �1 ∩ �2.
c) O et G sont tels que x – z = 0, donc ils appartien-
nent à �3. Ainsi �1 ∩ �2 ∩ �3 = (OG).

2.  ⇔ 

L’ensemble des solutions est constitué de tous les
triplets (t; – t; t) avec t ∈ �.
L’intersection de �1, �2, �3 est donc la droite ∆ :

, t ∈ �.

O ∈ ∆ et G ∈ ∆, donc ∆ = (OG).

 Corrigé dans le manuel.

 1. .

(ABC) : x + y + z = 1 (voir l’exercice 66).
zn(1; 1; 1) est un vecteur normal à (ABC).

Or YOG = zn, donc (OG) ⊥ (ABC).

2. a) (A�B�C�) a pour équation  = 1, soit :

3x + 3y + 2z = 6 (voir l’exercice 66).
b) YAC(– 1; 0; 1) d’où une représentation paramétrique

de la droite (AC) : , k ∈ �.

c) tn�(3; 3; 2) vecteur normal à (A�B�C�) ; YAC · tn� = – 1.
Puisque YAC · tn� ≠ 0, (AC) et (A�B�C�) sont sécants en
un point K; K(4 ; 0 ; – 3).

3. a) De même : (BC) : , t ∈ �.

(BC) et (A�B�C�) sont sécants en L(0; 4; – 3).
b) YAB(– 1; 1; 0), PA�B�(– 2; 2; 0), RKL(– 4; 4; 0) sont
colinéaires, d’où le parallélisme des droites (AB),
(A�B�) et (KL).
c) K ∈ (ABC) ∩ (A�B�C�); L ∈ (ABC) ∩ (A�B�C�),
donc les plans distincts (ABC) et (A�B�C�) sont
sécants suivant la droite (KL).

 1. UAB(– 1 ; – 2 ; 1) et UAC(0 ; 3 ; 5) sont non
colinéaires donc A, B, C ne sont pas alignés.
2. a) M ∈ (DH) ⇔ UDM ⊥ UAB et UDM ⊥ UAC 

⇔ UDM · UAB = UDM · UAC = 0.

b) Ainsi M(x ; y ; z) ∈ (DH) ⇔ 

⇔ .

D’où une représentation paramétrique de (DH) :

, λ ∈ �.

3. a) D et E(2 ; 4 ; – 1) sont sur (DH). On peut choisir
zn = UDE d’où zn(13 ; – 5 ; 3).
b) (ABC) est le plan de vecteur normal zn passant par
B(0 ; 0 ; 1) d’où (ABC) : 13x – 5y + 3z – 3 = 0.
H projeté orthogonal de D sur (ABC) est tel que

 d’où .

Ainsi H(2 ; 4 ; – 1). 

Note : H n’est autre que le point E utilisé en 3.a).
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 1. YAB(2 ; – 6 ; 0) et YAC(– 1 ; – 5 ; – 2) sont non
colinéaires donc A, B, C ne sont pas alignés.
2. Soit ∆ la perpendiculaire au plan (ABC) passant
par D. Alors M ∈ ∆ ⇔ YDM · YAB = YDM · YAC = 0.

M(x ; y ; z) ∈ ∆ ⇔  

⇔ .

D’où une représentation paramétrique de ∆ :

, t ∈ �.

Le plan (ABC) admet pour vecteur normal un vecteur
directeur de ∆, par exemple zn(3 ; 1 ; – 4) (ABC) est le
plan de vecteur normal zn passant par C(1 ; – 1 ; 1) d’où
(ABC) : 3x + y – 4z + 2 = 0.
D’ projeté orthogonal de D sur (ABC) est tel que

 d’où . Ainsi D’(0 ; 2 ; 1).

 1. a) rn1(1 ; – 2 ; 3) et rn2(1 ; 1 ; 1) ne sont pas
colinéaires donc �1 et �2 sont sécants.

b) M(x ; y ; z) ∈ ∆ ⇔ 

⇔ ⇔ 

D’où une représentation paramétrique de ∆ : 

, t ∈ �.

2. ∆ admet pour vecteur directeur zn(– 5 ; 2 ; 3).
Ainsi 
 est le plan de vecteur normal zn passant par
A(2 ; 5 ; – 2) donc 
 : – 5x + 2y + 3z + 6 = 0.

 YAB(1 ; – 1 ; 1) est un vecteur directeur de
(AB) et Anm(m ; 1 ; m) un vecteur normal à �m.

a) (AB) // �m ⇔ YAB · Anm = 0 ⇔ m = .

b) (AB) ⊥ �m ⇔ YAB et Anm colinéaires ⇔ il existe
λ ∈ �* tel que Anm = λYAB ⇔ il existe λ ∈ �* tel que

.

Ainsi (AB) ⊥ �m dans le seul cas où m = – 1.
c) �m contient (AB) peut se traduire par : (AB) // �m
et B ∈ �m.

La 1re condition est assurée dans le seul cas où m =  ;

or B ∉  donc il n’y a pas de solution.

 Cherchons une représentation paramétrique
de d.

 ⇔  

⇔  d’où , t ∈ �.

zu(1 ; – 1 ; – 2) est un vecteur directeur de d et zn(1 ; 1 ; – 1)
un vecteur normal à 
.
zu et zn ne sont pas colinéaires donc d coupe 
.
Leur point d’intersection I est tel que

 soit . Ainsi I .

 1. a) ∆ a pour vecteur directeur YAB(2 ; 3 ; 2)

d’où ∆ : , t ∈ �.

b) � a pour vecteur directeur zu(3 ; 2 ; – 2). zu et YAB ne
sont pas colinéaires donc � et ∆ ne sont pas parallèles.
Leur intersection est définie par le système :

. Ce système n’a pas de solution

donc � et ∆ sont non coplanaires.

2. a) Le vecteur zn(2 ; – 2 ; 1) est tel que .

Donc zn est normal à �.
En outre � passe par A(8 ; 0 ; 8) d’où � : 
2x – 2y + z – 24 = 0.
b) Pour tout point M(– 5 + 3s ; 1 + 2s ; – 2s) de �, la
distance de M au plan � est 

d(M, 3) =  = 12. 

(valeur indépendante de M).
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2x 6y– 12+ 0=
x– 5y– 2z– 12+ 0=




y x
3
--- 2+=

z
4
3
---x 1+–=






x t=

y
1
3
---t 2+=

z
4
3
---t 1+–=








x t=

y
1
3
---t 2+=

z
4
3
---t 1+–=

3x y 4z– 2+ + 0=









t 0=
x 0=
y 2=
z 1=







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x 2y– 3z 5–+ 0=
x y z 1+ + + 0=




x 2y– 3z– 5+=
3y 6– 2z+=




x 1 5z
3

------–=

y 2– 2z
3

------+=





x 1 5t–=
y 2– 2t+=
z 3t=





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1
2
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m λ=
1– λ=
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2
---

�1
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x y– z 3–+ 0=
2x z+ 0=


 y– z+ x– 3+=

z 2x–=

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y x– 3–=
z 2x–=




x t=
y t– 3–=
z 2t–=
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
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x t=
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x y z–+ 0=
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


t 3
2
---=

x 3
2
---=

y 9
2
---–=

z 3–=











3
2
---  ; 9

2
---  ; – 3– 
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x 2t 8+=
y 3t=
z 2t 8+=
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2t 8+ 5– 3s+=
3t 1 2s+=
2t 8+ 2s–=






zn zu⋅ 0=
zn YAB⋅ 0=


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c) zn(2 ; – 2 ; 1) et zk(0 ; 0 ; 1) sont des vecteurs normaux
aux plans � et (xOy).
Ils sont non colinéaires donc � et (xOy) sont sécants
suivant une droite d définie par :

 soit .

D’où une représentation paramétrique de d :

, t ∈ �.

3. Le centre Ω de � est un point de la perpendiculaire
∆� à �, passant par C, tel que CΩ = 6.
zn(2 ; – 2 ; 1) est un vecteur directeur de ∆� d’où ∆� :

, t ∈ �.

Posons Ω(x ; y ; z). La condition CΩ = 6 équivaut à
(x – 10)2 + (y – 1)2 + (z – 6)2 = 36 soit t2 = 4.
D’où deux points possibles obtenus pour t = – 2 et
t = 2 : Ω1(6 ; 5 ; 4) et Ω2(14 ; – 3 ; 8).
� détermine deux demi-espaces �1 : 
2x – 2y + z – 24 < 0 et �2 : 2x – 2y + z – 24 > 0.
Or O ∈ �1 et on vérifie que Ω1 ∈ �1 alors que Ω2 ∈ �2
donc le seul point qui convient est Ω = Ω1. Équation
de la sphère � : (x – 6)2 + (y – 5)2 + (z – 4)2 = 36.

 2. • (BC) : , t ∈ �.

Intersection de (BC) et (OA) :

 ⇔ 

Donc (BC) et (OA) sont sécantes en E(6; 0; 0).

• (AB) : , t ∈ �.

Intersection de (AB) et (OC) :

 ⇔ 

Donc (AB) et  (OC) sont sécantes en F(0; 8; 0).

Note : (OA) = (Ox) est définie comme l’intersection de deux plans :

; de même, pour (OC) = (Oy) : .

3. a)  (SEF) :  = 1, soit 4x + 3y + 6z – 24 = 0

(voir l’exercice 66).
b) A�(1; 0; 3).
c) � a même vecteur normal que (SEF), donc a une
équation du type 4x + 3y + 6z + d = 0;
or A� ∈ P d’où d = – 22; 
ainsi � : 4x + 3y + 6z – 22 = 0.
4. a)  Intersection de � et (SO) :

; 

donc O′ .

Note : (SO) = (Oz) : .

b) Intersection de (SC) et � :

; 

donc .

c) Intersection de (SB) et � :

; donc B�(1; 2; 2).

5. PO�A�  et OC�B� , 

donc O�A�B�C� est un parallélogramme.

 1. ru1(1 ; 1 ; 0) et ru2(1 ; – 1 ; 0) d’où ru1 · ru2 = 0
donc ∆1 ⊥ ∆2.

z 0=
2x 2y– z 24–+ 0=
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
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
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ru1 ⊥ rk et ru2 ⊥ rk donc ∆1 et ∆2 sont contenues dans
deux plans perpendiculaires à l’axe (O ; rk) ; ces deux
plans sont strictement parallèles donc ∆1 ∩ ∆2 = φ.

2. ∆1 : , t ∈ � ; ∆2 : , s ∈ �.

3. a) Le projeté orthogonal H de M sur ∆1 est défini

par  

d’où le système 

soit .

MH2 = + (1 – z)2 

= (x – y)2 + (1 – z)2.

Le projeté orthogonal K de M sur ∆2 est défini par

 d’où xK = , yK = , zK = – 1.

MK2 =  + (– 1 – z)2 

= (x + y)2 + (1 + z)2.

b) M ∈ (E) ⇔ MH2 = MK2 ⇔

(x – y)2 + (1 – z)2 = (x + y)2 + (1 + z)2 

d’où M ∈ (E) ⇔ xy + 2z = 0 [1].
4. a) Les plans orthogonaux à (AB) sont du type �k :

z = k. (E) ∩ �k est défini par .

• Si k ≠ 0, . L’intersection est donc l’hyper-

bole d’équation xy = – 2k contenue dans �k.

• Si k = 0,  soit . Ainsi l’inter-

section de (E) avec �0 est la réunion des axes (Oy) et
(Ox).
b) Les plans orthogonaux à (O ; zi) sont du type

�k : x = k. (E) ∩ �k est défini par  

soit .

L’intersection est donc la droite d’équation z = – y
contenue dans �k.

Les plans orthogonaux à (O ; zj) sont du type 
k : y = k.
L’intersection de 
k avec (E) est la droite d’équation

z = – x contenue dans le plan 
k.

 Par hypothèse : .

Par combinaison linéaire 3L1 – 2L3 : 5c + 2p = 5,10.

  d’où . 

Ainsi P(x) = 4x2 – 5x + 1.

 1. Pour tout réel x, x2 = α(x + 1)2 + β(x + 1) + γ
x2 = αx2 + (2α + β)x + α + β + γ.
Par identification des coefficients

 soit .

2. P(x) = x2(x + 1)2006. 
Or d’après 1. x2 = (x + 1)2 – 2(x + 1) + 1 
donc P(x) = (x + 1)2008 – 2(x + 1)2007 + (x + 1)2006.
D’où une primitive sur � définie par : 

�(x) = (x + 1)2009 – (x + 1)2008 + (x + 1)2007.

 (ABC) est une équation du type 
αx + βy + γz + δ = 0 (avec (α ; β ; γ) ≠ (0 ; 0 ; 0)).

x t=
y t=
z 1=




 x s=

y s–=
z 1–=






H ∆1∈
OMH Zu1⋅ 0=




xH t=

yH t=

zH 1=

xH x– yH y–+ 0=







t x y+
2

------------=

xH yH
x y+

2
------------= =

zH 1=

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


x y+
2
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  2 x y+

2
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+

1
2
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O

A

B

D2

D1

k

i

j

K ∆2∈
OMK Zu2⋅ 0=


 x y–

2
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2
------------

x y–
2
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  2 y x–

2
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  2
+

1
2
---

1
2
--- 1

2
---

xy 2z+ 0=
z k=




Résolutions de systèmes

xy 2k–=
z k=




xy 0=
z 0=


 x 0  ou  y 0 = = 

z

 

0

 
=




xy 2z+ 0=
x k=




z
k
2
---y–=

x k=





k
2
---

k
2
---

63 2b 3c 4p+ + 7,30=
3b 2c 5p+ + 8,40=


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a b– c+ 10=
4a 2b c+ + 7=
9a 3b c+ + 22=


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
 a 4=
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
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α 1=
2α β+ 0=
α β γ+ + 0=


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 α 1=

β 2–=
γ 1=
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1
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------------ 1

1004
------------ 1
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Les points A, B, C appartiennent à ce plan d’où le

système : .

Ainsi α = – ; β = –  ; γ = – , δ ∈ �* (car O ∉ (ABC)).

Lorsque δ = – 1, on obtient une équation du plan

(ABC) sous la forme :  = 1.

 Corrigé dans le manuel.

 1. �1 plan médiateur de [AB] passe par 

I  milieu de [AB] et admet YAB(– 2 ; 2 ; 5)

pour vecteur normal donc �1 : – 2x + 2y + 5z +  = 0

soit �1 : 4x – 4y – 10z – 13 = 0.

2. a) Le système  admet un uni-

que triplet solution d’où E .

b) E ∈ �1 donc EA = EB ; de même EB = EC et
EC = ED.
Ainsi EA = EB = EC = ED donc A, B, C, D sont sur

une sphère de centre E et de rayon r = .

 x, y, z désignent respectivement le nombre de
pièces de 1 €, 0,50 € et 0,20 € (x ∈ �, y ∈ �, z ∈ �).

Or x, y, z ne peuvent prendre que des valeurs entières
positives, d’où les conditions :

Il existe cinq valeurs possibles du paramètre z :
15, 20, 25, 30, 35.

On vérifie que les triplets associés sont bien solutions,
d’où cinq combinaisons possibles : 
(0; 34; 15), (3; 26; 20), (6; 18; 25), (9; 10; 30), (12; 2; 35).

 Considérons le repère orthonormal (O ; ai, aj, rk)
tel que YOA = aai, YOB = aaj, YOC = ark.

Alors G  d’où OG = .

Remarque : D’autres solutions par étude de configuration sont
bien sûr possibles.

Prouvons d’abord l’orthogonalité de (OG) et (ABC).

YOG · YAB = (YOA + YOB + YOC) · (YOB – YOA) 

= (– a2 + a2) = 0 et de même YOG · YAC = 0

d’où (OG) ⊥ (ABC).
• Exploitons ensuite le calcul du volume du tétraèdre
OABC de deux façons.

V = aire(OBC) × OA et V = aire(ABC) × OG

d’où l’égalité OG =  × OA.

Or aire(OBC) =  et 

aire(ABC) =  

donc OG = .

 G est le centre de gravité de BC’D 
d’où YCB + YCC� + YCD = 3YCG.

Or d’après la règle du parallélépipède, 
RCB + YCC� + YCD = YCA� donc YCA� = 3YCG.

Ainsi les points C, A� et G sont alignés et YCG = YCA�

d’où k = .

Remarque : Une solution analytique est possible.

Le choix du repère orthonormal (C ; RCB, YCD, YCC�)
est alors judicieux.

 1. Considérons le repère orthonormal 
(A ; ai, aj, rk) tel que YAB = aai, YAD = aaj, YAE = aak.

Prendre toutes les initiatives

αa δ+ 0=
βb δ+ 0=
γc δ+ 0=






δ
a
--- δ

b
--- δ

c
--

x
a
--- y

b
--- z

c
---+ +
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 
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
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I et J sont les centres de gravité de ABD et ABF d’où

I  et J .

Ainsi 

 

i

 

IJ  ; en outre, 

 

Y

 

AC(

 

a

 

 ; 

 

a

 

; 0) et 

 

Y

 

BE(– 

 

a

 

 ; 0 ; 

 

a

 

) d’où 

 

o

 

IJ . 

 

Y

 

AC = 0 et 

 

o

 

IJ . 

 

Y

 

BE = 0.
(IJ) est la perpendiculaire commune à (AC) et (BE).

 

2. 

 

IJ = . La diagonale d’un cube

a pour longueur 

 

d

 

 =  d’où IJ = 

 

d

 

.

 

Remarque :

 

 Une solution élégante fait intervenir une homothétie.

 

Notons 

 

Ω

 

 le milieu de [AB] et 

 

h

 

 l’homothétie de cen-

tre 

 

Ω

 

 et de rapport . Par 

 

h

 

 : D 

 

�

 

 I, F 

 

�

 

 J d’où

 

o

 

IJ = 

 

T

 

DF.

 Posons M(

 

x

 

 ; 

 

y

 

 ; 

 

z

 

) et notons 

 

∆

 

 l’ensemble des
points M tels que 

 

Y

 

EM 

 

⊥

 

 

 

Y

 

AB et 

 

Y

 

EM 

 

⊥

 

 

 

Y

 

CD.

 

Y

 

AB(2 ; 5 ; 1), 

 

Y

 

CD(1 ; 4 ; – 3) et 

 

Y

 

EM(

 

x

 

 – 1 ; 

 

y

 

 + 2 ; 

 

z

 

 – 2)

d’où M 

 

∈

 

 

 

∆

 

 

 

⇔

 

 .

Géométriquement, ce système s’interprète comme
l’intersection de deux plans 

 

�

 

1

 

 et 

 

�

 

2

 

.

 

i

 

n

 

1

 

(1 ; 4 ; – 3) et 

 

i

 

n

 

2

 

(2 ; 5 ; 1) ne sont pas colinéaires donc

 

�

 

1

 

 et 

 

�

 

2

 

 sont sécants suivant une droite 

 

d

 

.
Ainsi il existe une droite unique d telle que 

 

∆

 

 = 

 

d

 

.

 

 

⇔

 

 

d’où 

 

d

 

 : , 

 

t

 

 

 

∈

 

 

 

�

 

.

 L’homothétie de centre A qui transforme B

en M (de rapport ) transforme C en N et D en P

donc YAN = YAC et YAP = YAD.

• Dans le plan (ACD) exprimons I comme barycen-
tre de A, C et D.

EAI = (YAN + YAP) = (YAC + YAD) 

d’où 8EAI = EAI + ZIC + EAI + EID
soit 6EIA + EIC + EID = r0. Ainsi I est le barycentre de
(A, 6), (C, 1), (D, 1).

• De même, J est le barycentre de (A, 6), (B, 1), (D, 1)
et K celui de (A, 6), (B, 1), (C, 1).
• Considérons alors le point G barycentre de (A, 6),
(B, 1), (C, 1), (D, 1). D’après le théorème d’associati-
vité, G est le barycentre de (B, 1), (I, 8) mais aussi de
(C, 1), (J, 8) et de (D, 1), (K, 8).
Ainsi les droites (BI), (CJ) et (DK) sont concourantes
en G.

 (SAC) est le plan médiateur de [BD] et
M ∈ (SAC) donc MB = MD. Le triangle MBD est
isocèle donc M se projette orthogonalement sur (BD)
en I (milieu de [BD]) et (MI) est la bissectrice de
mBMD. Posons mBMD = 2α. Il s’agit de déterminer t tel
que α soit maximal donc aussi sin α maximal puisque

la fonction sin est strictement croissante sur .

Or sin α =  = 

donc sin α est maximal
lorsque la distance MB
est minimale.
Enfin MB est minimale
lorsque M = H où H est
le projeté orthogonal de
B sur (SC). D’où la
configuration  ci-contre
dans le triangle rectan-
gle SBC.
Or TSH = t0TSC donc TSH · TSC = t0TSC2 = 3t0.

Mais TSH · TSC = TSB · TSC = TSB2 = 2 d’où on déduit t0 = .

L’expression de l’aire de SBC de deux façons conduit

à BH × SC = BC × BS d’où BH =  et finalement

sin α0 =  = . Ainsi α0 = .

Finalement, lBMD est maximal lorsque t =  et sa

mesure est alors .
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 ∑ : (x – 1)2 + (y – 1)2 + (z – 1)2 et 
�m : x + y + z = m a pour vecteur normal zn(1 ; 1 ; 1).
Ainsi zn = EOI donc �m est tangent à ∑ aux points
d’intersection de ∑ avec (OI).
D’où le système :

 soit .

Ces plans sont tangents à ∑ respectivement en

A  et

B .

A ∈ �m équivaut à m = 3 –  et B ∈ �m équivaut à

m = 3 + .

Ainsi �m est tangent à ∑ si et seulement si m = 3 ± .

Note : ∑ est « au-dessus » de �m lorsque m = 3 – 13, « en des-

sous » de �m lorsque m = 3 + 13.

Application : On considère le repère orthonormal
(O ; zi, zj, ek) tel que YOA = azi, YOB = azj, YOC = azk.
D’après la question précédente, la sphère ∑ est ins-
crite dans le tétraèdre défini par les plans de base et
le plan �3+13.
Les sommets sont O, D(3 +  ; 0 ; 0), E(0 ; 3 +  ; 0)
et F(0 ; 0 ; 3 + ).
Considérons l’homothétie de centre O qui trans-
forme D en A ; elle transforme E en B, F en C et la
sphère ∑ inscrite dans ODEF en la sphère ∑� inscrite
dans OABC.

Le rapport (positif) d’homothétie est k =  soit

k = . Ainsi le centre Ω de ∑� est tel que

UOΩ = kROI.

 1. (AM) coupe (BC) en A�, barycentre de
(B,  β), (C, γ). D’après le théorème d’associativité, M
est le barycentre de (A, α), (A�, β + γ), d’où :

α OMA + (β + γ) OMA� = a0.

Ainsi UMA = –  PMA� et, en considérant les normes :

.

2. De même :  et .

Donc S = 

.

3. a) f(x) = x +  sur ]0; + ∞[; f�(x) = .

b) Les résultats énoncés découlent immédiatement
du tableau de variations de f.

4. a) S = . La valeur minimale de S

(si elle existe) est au moins 6 et cette valeur est atteinte

uniquement lorsque  = 1, d’où le résultat.

b) «S minimale» équivaut à «M centre de gravité de
ABC».

 1. a)  EDJ , oIJ , d’où 

DJ =  et IJ = .

b) uIJ·ZDJ = IJ × DJ × cos hIJD;

or, oIJ· ZDJ =  donc cos hIJD = ; hIJD ≈ 43,3°.

2. ZDI(1; –1; 0), d’où ZDI· oIJ = 0. Ainsi (DI) ⊥ (IJ).

3. a) D(0; 1; 0), I(1; 0; 0), J ; (DIJ) a une

équation de type ax + by + cz + d = 0, 
où (a; b; c) ≠ (0; 0; 0).

 d’où 

Ainsi (DIJ) : x + y – 4z – 1 = 0.

b) d(H; (DIJ)) = .

4. � = aire(DIJ) × d(H; (DIJ)).

Or, aire(DIJ) = DI × IJ = , donc � = .

5. a) •(HDI) a une équation du type 
αx + βy + γz + d = 0, où (α; β; γ) ≠ (0; 0; 0).
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 d’où 

Ainsi (HDI) : x + y – 1 = 0.
• an(1; 1; 0), vecteur normal à (HDI), dirige d.

D’où d : 

b)  ⇔ . Ainsi J� .

c) Méthode 1 : calcul direct; ZJJ�(–1;–1; 0) donc
JJ� = .
Méthode 2 : utilisation d’une équation de (HDI);

JJ� = .

Méthode 3 : utilisation du volume �;

� = aire(HDI) × JJ� donc JJ� = ;

or, aire(HDI) =  donc JJ� = .

 1. a) La section est un pentagone.

b) D(t; 0; 0), H(t; 0; 1 – t), E(0; t; 0), F(0; t; 1 – t).
YDH = EEF et YDH ⊥ TDE donc DEFH est un rectangle.
Aire(DEFH) = (1 – t) .
c) G est à l’intersection de (SB) et � donc ses coor-
données sont telles que :

 d’où .

Aire(FGH) = .

d) Aire de la section : 
(t) = (4t – 3t2).

2. Sur ]0; 1[, 
�(t) = (2 – 3t).

3. � a pour vecteur normal an(1; 1; 0); ak(0; 0; 1) et
YAC(–1; 1; 0) sont non colinéaires et tels que an · ak = 0
et an · YAC = 0, donc � admet ak = ROS et YAC pour vec-
teurs directeurs.

Le centre de gravité de OAC est , il appar-

tient au plan � : x + y = , d’où le résultat.

Remarque : Une solution géométrique peut aussi être envisa-

gée en utilisant l’homothétie de centre O et de rapport t = .

1. zn(1 ; 1 ; – 3) est un vecteur normal à �
donc un vecteur directeur de d. De plus d passe par
S(1 ; – 2 ; 0).

a) et c) ne conviennent pas (vecteur directeur).
b) ne convient pas (S ∉ d).
Seule la réponse d) est exacte.
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2. L’intersection de d et � est définie par le système :

 d’où .

Seule la réponse d) est exacte.
3. La distance du point S au plan 3 est 

d(S ; �) = .

Seule la réponse b) est exacte.
4. d(S ; �) < 3 (rayon
de ∑) donc l’intersec-
tion de ∑ et de � est un
cercle.
Ce cercle a pour centre
le projeté orthogonal
H de S sur le plan �.

r = .

Seule la réponse b) est exacte.

 1. Vrai. I est le barycentre de (B ; 1), (C ; 1) et
d’après le théorème d’associativité G est le barycen-
tre de (A ; 2), (I ; 2), (D ; – 3) donc G, A, I, D sont co-
planaires.
2. a) Vrai. rn1(1 ; 2 ; – 1) et rn2(2 ; – 1 ; 1) ne sont pas coli-
néaires donc �1 et �2 sont sécants.

 ⇔ 

d’où d : , t ∈ �.

Ainsi zn(– 1 ; 3 ; 5) est un vecteur directeur de d. De
plus A ∈ �1 et A ∈ �2 donc d passe par A.

b) Vrai.  ⇔ .

c) Faux. A ∈ � et A ∈ d.

Remarque : z n(2 ; 1 ; – 1) et zu(1 ; – 1 ; 1) sont tels que z n · z u = 0
donc d // �. Or A est commun donc d ⊂ �.
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