chapitre

15| Droites et plans dans I'espace

Activités (page 204

[ACTIVITE 1]

Exemple 1:

1. On résout le systeme formé de [2] et [3] :

{x—2y=1—z {x=1+2y—z

x+y=2+7 |1+3y-z=2+7z7
x=1+2y-z x:5¥

Y773
Par substitution dans [1]:2(%)— 1 222+3z:0,
ol z=—1, puisx= 4 ety=_ L
dou:z= 1,pu1sx—3 ety= 3

2. (S) admet le triplet (g, —%;—1) pour unique

solution.

M 1. a) G barycentre de (A, 1), (B, 1), (C, 1), (D, 1)
est aussi celui de (A, 1), (K, 3) (régle d’associa-
tivité).

AmﬁAG=%KK

b) Méme raisonnement pour les autres médianes :
G est situé aux trois quarts de chacune d’elles en
partant du sommet.

2. a) G barycentre de (A, 1), (B, 1), (C, 1), (D, 1)
est aussi celui de (I, 2), (J, 2) (régle d’associativité).
Ainsi G est le milieu de la bimédiane [1J].

b) Méme raisonnement pour les autres bimédia-
nes d’ot le résultat.

Exemple 2 :
L1+L212x+2y:—2
2.Doux=1,y=-2,z=1.

S’il existe des solutions, alors seul le triplet (1;-2;1)
peut en étre une.

3. Réciproquement, le triplet (1; — 2; 1) est bien
solution.
Ainsi (S) admet le triplet (1; — 2; 1) pour unique
solution.

Exemple 3 :

1. Par la méthode de Gauss, (S) équivaut a :
x-3y+2z=1 x=1
Sy-z=7 soit<y=2
z=3 z=3

Ainsi (S) admet le triplet (1; 2; 3) pour unique
solution.

1.a)BP = %Téquivaut a P est le barycentre de

(B, g), (C, %) ,doncde (B, 4), (C, 1).

De méme, Q est celui de (A, 1), (D, 3).

b) G est le barycentre de (P, 5), (Q, 4) (régle
d’associativité), donc G € (PQ).

2. De méme, R est le barycentre de (A, 1), (B, 4)
et S celuide (C, 1), (D, 3), donc G est le barycentre
de (R, 5), (S, 4) ; ainsi G € (RS). Ainsi (PQ) et
(RS) sont sécantes en G.

3.1 est le milieu de [AC]; on note J le barycentre
de (B, 4), (D, 3); G est le barycentre de (I,2), (J,7)
(nouvelle utilisation de la régle d’associativité).
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Ainsi J € (BD) et J € (IG); (IG) et (BD) sont

sécantes en J tel que BJ = % BD.

A

H 2. a) Lorsque m =0, Gy =0.

b) Lorsque m = 1, G, est le barycentre de (O, 1),
(A, 1), (B, 1), (C,-2).
G,0+G,A+GB-2G,C=0,

d’ot1 G,0 +2 G,I-2 G,C =0, donc OG; =2 CL
¢) Pour tout réel m de [0; 1],

G,,0 +mG,, A + mG,_B -2mG, C =0,

d’ou G, 0 +2mG,1-2,G, C=0,

soit OG,, = 2mCL

Ainsi OG,, =m OGy, m e [0;1].

Le lieu de G,,, est le segment [OG,].

H Méthode 1

1. Pour tout réel m de [0; 1], d’aprés le théoréme
d’associativité, P, est le barycentre de (I, 2m),
(F,2m), (C,4-4m), donc P, e (FIC).

2.Par une nouvelle application du théoreme
d’associativité, P,, est le barycentre de (J, 4m),
(C,4-4m) soit de (J, m), (C, 1 —m).

mP,J + (1-m)P,C=0,

dotum(P,J-P,C)+P, C=0,doncCP, —mCJ=0.

3. Pour tout G H

réel m :

de [0;1], . o ,

CP,, = mCJ Vo E.~

donc le lieu D Vi ‘

de P, est le S

segment

[CI]. 9\;‘!:'_ __________________ b
B A
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x2+y2:
Hiar:
0

Méthode 2

3 1 )
~my-m;m|.

1. P,, a pour coordonnées ( Mg

2. D’oll une représentation paramétrique du lieu
deP, :

3
szz‘-m

1
Ym:Zm,me [0; 1]
Z,=m

Ce lieu est le segment d’extrémités les points

C(O,O,O)etC(4,4,1).

3. On vérifie aisément que J = C' et on retrouve
que le lieu de P, est [C]].

] 3 |

1 (immédiat).
Z:
b) M(x;y;z) € Py & VM- AV =0.
Ainsi Py, : (x—m)(m—a) + (y—n)(n—-b) +z(-¢)=0.
Or,m?2+n?2=1, donc
Py:(m—-a)x+n-b)yy—cz—1+am+bn=0.
2.a)P:(1-a)x-by-cz-1+a=0;
Pyi—ax+(1-b)y-cz-1+b=0;
Pri—ax—(1+b)y-cz-1-b=0.
(1-a)x-by-cz=1-a
b){-ax+(1-b)y-cz=1-b
—ax-(1+b)y—cz=1+b

X=-a

=-b
équivaut a

2 2
a+b -1
Z:—
C

D’ou les coordonnées de F.

m+a
m-—a
3.FV et AV n-b
2 2
a+b -1
P —C
C

d’ou FV - AV = 0, puisque m? + n? = 1; ainsi pour
tout point Vde I, F e Py,.



Corrigés des exercices

(page 418)

1. Caractérisations barycentriques
1 3

na)z_z. DISES

B o-5p8=-2ba=3pB=-1.c)a=4,p=-3.

Dessin 1:

A :barycentre de (B, 5), (C,-3);
B : barycentre de (A, 2), (C, 3);
C: barycentre de (A, -2), (B, 5).
Dessin 2 :

A :barycentre de (B, 2), (C, 1);
B : barycentre de (A, 3), (C,-1);
C: barycentre de (A, 3), (B,-2).

otr=-1.

na)le,yzl. b)x:é,y:%.

M) o0-0B=2,y=-1. b)
coa=3p=2,vy=-4. d)

(6 I Corrigé dans le manuel.
1. I décrit le segment

A
[BC].
2.D’apres le théoréeme /x
d’associativité, M est le J K

barycentre (A, 1), (I, 1) M
donc le milieu de [AI].

m:%ﬁdoncMes‘[ B ! c

I'image de I dans ’homothétie /2 de centre A et de

rapport L
pport 5.

Le lieu du point M est I'image de [BC] par & c’est-a-
dire le « segment des milieux » [JK].

EKMo-13=217=1.
G est le barycentre de (A, 1), (B, 2), donc A = 2.

EEM.-4b=1,c=1,d=2.

a) G : bary-
centre de (I, 3),
(D, 3) avec I cen-
tre de gravité de
ABC. Donc G est
le milieu de [ID].

b) G : barycentre de (J, - 2), (D, - 2), (B, 2) avec J
milieu de [AC]; G : barycentre de (K, -4), (B, 2) avec
K milieu de [JD]. Ainsi BG = 2BK. Donc G est le
symétrique de B par rapport a K.

G

¢) G : barycentre de (P, 3), (C, 3), (D, 6) avec P bary-
centre de (A, 1), (B, 2); G :barycentre de (Q, 6), (D, 6)
avec Q milieu de [PC]. Donc G est le milieu de [DQ)].

BEEM 1. AE = ¢ AD donc E est le barycentre de
(A,1-a), (D, a). De méme, F est le barycentre de
(B,1-a), (C,a).

2. a) Soit G le barycentre de (A, 1 - a), (B, 1 - a),
(C,a), (D, a). D’apres le théoréme d’associativité, G
est le barycentre de (E, 1), (F, 1).

Donc G = H, milieu de [EF].

b) Mais H est aussi barycentre de (I, 2 - 2a), (J, 2a),
donc I, J et H sont alignés.

a)

MB + MC + MD = 0;
M est l'isobarycentre
de B, C, D donc

M e (BCD).
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b) MB + MC + 2 MD = 0; M est le barycentre de
(B, 1), (C, 1), (D, 2) donc M e (BCD).

D

2. Représentation paramétrique

d’une droite
x=-1
a)d:qy=t+2,te R.
2=~
x=2
b)yd:qy=-2t+1,te R.
z=2t-1
x=4t-2
a) (AB):{y=2t+1,te R.
z=t
x=4t-2
b) [AB]:qy=2t+1,te [0;1].
Z=t
x=4t-2
¢) [AB) :<y=2t+1,te€ [0;+ o[ .
Z=t
x=-4t+2
d) [BA):{y=-2t+3,t€ [0;+ o[ .
z=—-t+1

a) (E,) : demi-droite d’origine A(1; 0 ; - 2)
dirigée par u(2;3-1).

b) (E,) :segment [AB]avec A(1;0;-2)etB(3;3;-3).
¢) (E;) : segment [AB’] avec A(1;0;-2) et
B'(-1;-3;-1).

Note : ce segment est le symétrique de [AB] par rapport a A.
d) (E,) : demi-droite d’origine A(1 ;0 ; — 2) dirigée
par le vecteur —u(-2 ;-3 1).

W1 u(-2;-1;1),11;1;-2).
2.Acd (t=-1),Be d.
3. M(=4011; - 2005; 2004).
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Corrigé dans le manuel.

x=1
a)d :qy=t-3,te R
z=9
x==-3t+1
b)d :<y=3t-3 ,teR.
z=-2t+9
x=t+1
od:sy=-t-3 ,te R
7=-3t+9

EER Oui:d=(A;u) aveth(Zil;—3) et A(-1;0;1);
d' a pour vecteur directeur u' = - 3u et A € d,

(s:é),doncd:d’.

Bl 1. Les droites (AJ) et (CI) ont pour représenta-
tions paramétriques
x=0 xX=- %s +1

1
(A)): y:zt,te R;(CD:{y=1 ,s€ R.

z=t =S

2. La résolution du sys-
téme conduita:s=¢=2.
Ainsi (AJ) et (CI)

sont sécantes au point
K(@0;1;2).

3. Dans le triangle EGH,

—

lesr .= 1-%=
JI—ZEGSOI‘[JI—QAC.

Ainsi les points A, C, 1, J
sont coplanaires et ACIJ
est un trapeze de bases L e b D
[AC] et [1], donc (AJ) et ’
(CI) sont sécantes en un
point K.

Remarque : (AJ) et (Cl) sont contenues respectivement dans
les plans (AEH) et (CGH) sécants suivant la droite (DH) donc
K appartient aussi a (DH). Considérons I’homothétie h de
centre | et de rapport — 1 telle que G — H. La droite (GC) a
pour image sa paralléle passant par H c’est-a-dire (DH) ; ainsi
I'image de C est a intersection de (Cl) et (DH), c’est donc K.
D’ou HK = - GC =-HD ; ainsi H est le milieu de [DK].

BN (= (A;u) avec u(2; - 4;3)
et A(-1;1;2).

d’' a pour vecteur directeur u'=— ! uetAe d' (t=-3),
, 6
doncd=d'.



[ 22 |
x=—t+1
1
1. (IK): 3 ,te R.
z=t
x:—%s+1
(FJ): ,s€ R.
z=-s+1
—t+1=—%s+1
1 , .
2. 7= n’a pas de solution.
t=-s+1

Donc (IK) et (FJ) ne sont pas sécantes. Or IK(—1;0; 1)
et I?J(—%; 1; —1) ne sont pas colinéaires, donc (IK) et
(FJ) ne sont pas paralleles. Donc I, J, K, L sont non
coplanaires.

3. Dans le triangle BCD, = %ﬁ); doncIj = % FH.
Ainsi He (IIF) et K ¢ (1JF).

3. et 4. Intersections de plans
et de droites

a) Fl(l; 1;0) et ny(1; 0; 1) ne sont pas colinéaires
donc P, et P, sont sécants.
x=—t+1
d:y=t+1
z=t
d=(A;u)avec A(1;1;0) et u(-1;1;1).
b) n;(—1;1; 1) et ny(2; — 1; 2) ne sont pas colinéaires,
donc P, et P, sont sécants.

te R

x==-3t+4
d:yy=-4t+7,te R.

z=t
d = (A;u)avec A(4;7;0) et u(-3;-4;1).
| 24 BN

_ 5

x—2t+§
d: :1 ,te R.

Y=3

z=t

2.a) d et d’ ont méme vecteur directeur 12(2; 0;1).
b) A(-1;2;1) € dmais A ¢ d', donc d est strictement
parallele a d'.

[25 | Corrigé dans le manuel.

A [ntersection :

o de @ etde (O;i): 1(2;0;0);
ede P etde (O;j:) : J(0; 3;0);

e de P etde (O; k) : K(0; 0; - 6).

Bl a) AB(2;0;-4),n(1;1;1) dou AB - n =-2.
Puisque AB - 110, d et P sont sécants en L.

_ 3
x—it—l t—2
y= & {x=2 | DoncI(2;2;-3).
z=-41r+3
y=2
x+y+z=1 =3
1. . #1.1._1 "H.H—_l
b)u(l,—?,(j),n(z,y 6)douu n= g
Puisque u - n#0, d et % sont sécants en L.
X=t+2 t=-2
y=-2t-1 x=0
= . Donc I(0; 3; 0).
z=0 y=3
3x+2y-2z=6 z=0

d et P sont sécants en I(— 1; 0, 1)
b) n(2;3;-1),u(1;2;8);u-n=0

d et % sont paralleles.

OrA(1;1;-3)e detAg P, doncd NP =@.

IEEN 1. a) d : droite passant par A(-1;0; 1) et diri-
gée par u(4;2;3);

% : plan d’équation x + y — 2z = 1 de vecteur normal
n(1;1;-2).

b) u-n=0.De plus, A e det A ¢ %, donc d est stric-
tement parallele a P.

L’ensemble des solutions du systeme est ¥ = @.

2. Par substitution des trois premieres équations dans
la quatrieme, 0t — 3 = 1, donc (S) n’a pas de solution.

a) Un seul point commun : I(2; 1;-1).
b) Un seul point commun : J(- 8; 13; 22).

x=-1t
a) Une droite commune d: |y = % ,te R
Z=t
x:—gt+ 1
b) Une droite commune d: |y = %t ,te R
Z=t
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e Systeme (S) : &P, et P; sont strictement
paralleles; %, est sécant a P, et Ps.
L’ensemble des solutions de (S) est ¥ = @.

1. 1?2(3; 2;-4)et 1?3(3; —5;13) ne sont pas coli-
néaires, donc P, et %5 sont sécants suivant d.

x=—%t+1
d:|y= 177 ,te R.
Z=t
d = (A;u) avec A(1;0;0) et u(—2;17; 7).
2. Pour tout point M de d,
2x — y+3z——ﬂt+2—1—7t+3t—2
7 7

doncM e P,;ainsid c P;.

3. L’ensemble des solutions de (S) est constitué des
. 2 17

triplets (— 7t +1; =

Il est représenté par la droite d commune aux trois

plans.

R 1.1 (1;-1;-2),m,(2;351),m5(3;2;5-1).
Ces vecteurs normaux pris deux a deux ne sont pas
colinéaires donc P, %, et P sont sécants deux a deux.
2. Intersection de %, et P,

t; t) avecte R.

x=t+1

d:iy=—t+1,te R.d=(A;u)avec A(1;1;0)et
=t

u(l;-1;1).

3.u.ny=0.Deplus, A e det A g P;doncd est stric-
tement parallele a P5.
Ensemble des solutions du systeme : ¥ = @.

1.a)n(2;-1;0)etn’'(3;1;-1) ne sont pas coli-
néaires donc P et P’ sont sécants suivant une droite
A.

2x-y+5=0
b)M(x;y;z2)e A
3x+y-2z=0
x=aqa
y=2x+5
S douA:{y=20+5,0€e R.
z=5x+5

z=50+5

2.a) Vrai ! A a pour vecteur directeur u(1;2;5) et 2
pour vecteur normal v(5 ;-5 ;1) dot . v = 0. Ainsi
AJlD.

b) Faux ! A" a pour vecteur directeur u'(=3;1;2).

u et v ne sont pas colinéaires donc A et A’ ne sont pas
paralleles.
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o=-3f
En outre, le systeme 2o+ 5=1+f3
So0+5=2+2f

n’a pas de solution donc A et A’ sont non coplanaires.

El1a)?,:y+2+3=0,P :x+y+4=0.0r
nO(O 1;1)et nl(l 1;0) ne sont pas colinéaires donc
P, et 97’]1 sont sécants suivant une droite A.

+z+3=0 z=-y-3
b)M(x;y;z)eA(:}{y @{ Y

x+y+4=0 x=-y-4
x=—t-4
douA:qy=t ,te R
z=—1-3

¢c)AcA(t=-4)etBe (t=-5).

dAe P, etBe P, donc (AB) = A est contenue

dans ?,,,.

2P ix+2y+2+7=0,

2

P imx+y+(l-mz+m+3=0 n(1;2;1)et
2

n,(m;1;1—m)sont tels que n, -n, =3.

2
Ainsi pour tout m, n; - n,, # 0 donc il n’existe aucun
2
plan &, orthogonal a % .
2

z,@mlJ_@’%(:)nml‘n =0

Pour m; # m,
s mm,+1+ (1 -my)(1-m,) =0soit
my—2

2my;-1"

@m] J_ Q)mz <:>m2 =

1. Un vecteur directeur de A est u(1 ;3 ;-1).
% a pour vecteur normal u et P passe par A d’ou P :
x+3y-z+4=0.

x=2-A
y=2-3A
2.H(x;y;z)esttel que
z=1+2
x+3y-z+4=0
=1
=1 o _
donc .Ainsi H(1;-1;2) d’ou AH = 6.
z=2

Note : AH représente la distance du point A a la droite A de
I’espace.



(page 422)

Prouver un alignement
Les outils :
o Colinéarité de vecteurs.
o Propriétés de I'isobarycentre.
o Géométrie analytique.
Les objectifs :
o Prouver un alignement.
« Calculer un coefficient de colinéarité.

1.a) D’apres la regle du paralleleplpede

AG=AB +AD + AE. [1]
b) I est le centre de gravité de BDE donc pour tout
pointM,Wé+W)+W~f:3W,
Dot lorsque M = A, AB + AD + AE =3 Al [2]
¢) D’apres [1] et [2], AG = 3 Al d’ou l'alignement
de A,Get I
2.2a) AG(1;1;1) est un vecteur directeur de la droite
(AG) d’ou

x=t
(AG):qy=t,te R
z=t
1 11
b) 1(3 3’ 3) 1
¢) Ainsil e (AG)ett= 3
IZXeE Trouver un point de concours

Les outils :

« Relations vectorielles et barycentres.

o Barycentre de deux points et alignement.
o Regle d’associativité.

Les objectifs :

o Etablir des relations barycentriques.
 Prouver le concours de trois droites.

1.a) AP = x AB donc le point P est le barycentre de
(A, 1-x), (B, x).
b) De méme, Q est le barycentre de (A, 1 -x), (D, x);
R celuide (C,1-x), (D, x); S celuide (B, x), (C,1-x).
2. a) Soit G le barycentre de (A, 1 -x), (B, x), (C,1-x),
(D, x).
L’existence est assurée car la somme des coefficients
est 2, donc non nulle.
b) D’apres le théoreme d’associativité, G est le bary-
centre de (P, 1), (R, 1) mais aussi de (Q, 1), (S, 1) et
de (1,2 -2x), (J, 2x). Ainsi (PR), (QS) et (1J) concou-
rent en G.
IZ5M Trouver I'intersection de trois plans

o Appartenance d’un point a un plan d’équation donnée.

o Intersection de plans.

o Systéme linéaire.

Les objectifs :

o Définir I'intersection de trois plans.

o Résoudre un systeme linéaire.

1. Solution 1
a) A, C, G, E appartiennenta ®; : x—y =0.
b) A, B, G, H appartiennenta %, : y —z =0.
A,F, G, D appartiennent a #; : x —z = 0.
¢) P NP, NP5 contient A et G, d’olr :
2. Solution 2

x-y=0
a)iy-z=0 = x=y=z2.

x-z=0
b) Ainsi | N P, NP5 =d, ou d est la droite définie
par:

xX=t
d:Jy=t,te R.
z=t

d=(A;u)avecu(l;1;1).

IZ¥A Trouver un lieu dans I'espace
Les outils :
o Relations vectorielles.
o Décomposition d’un vecteur sur une base.
o Caractérisation du milieu d’un segment.
Les objectifs :
o Etudier un lieu dans I'espace.
o Caractériser analytiquement I'intérieur d’un parallélogramme.
1.a) Lorsque M=Aet M'=C, I=E;
M=Bet M'=C, I=F;
M=AetM =D, 1=G;
M=Bet M'=D, I=H.
Donc E, F, G, H sont des points de .

b) Dans les triangles ABC et ABD, EF = %ﬁ et

ﬁl:%@doncﬁ::a{.

Ainsi EFHG est un parallélogramme
2. a) I est le milieu de [MM ] donc 2EI = EM + EM'.
OrEM + EM’ = EA+AM+EC+CM’
=AM + CM’
donc 2EI'=EM + EM’ = AM + CM’ [1].
b) M € [AB] et M’ € [CD] donc il existe des réels x et
y dans [0; 1] tels que AM = xAB et CM’ = yCD.
¢) D’apres [1], 2EI = xAB + yCD

d’ou EI = x@ﬁ) + y(%CT))) soit EI = xEF + yEG

avecO0sx<let0=sy=<l1.

Ainsi & est contenu dans l'intérieur du parallélo-
gramme EFHG.

3.2) EJ=aEF + bEG (ae [0;1],b e [0; 1] s’écrit

El=%AB+ gﬁ)d’ouzﬁzaﬁs+bﬁ).
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b) Notons M le point de [AB] tel que AM = aAB et
M’ celui de [CD] tel que CM’' = bCD. Alors
2ET =AM + CM".

¢) Onendéduitque:
2EJ=AE+EJ+IJM + CE + EJ + ]M’

Barycentres

I estle barycentre de (A, 3), (B, 1), (C, 1), (D, 1).
K est le barycentre de (A, 3), (B,-2), (C,-2), (D, -2).

IZ¥A 1. a) Par utilisation du théoréme d’associati-
vité, G est le barycentre de (I, 4), (J, 2), donc G, 1, J
sont alignés.

b) Or K est le barycentre de (A, 2), (B, 1), et L celui
de (C, 1), (D, 2), donc G est aussi le barycentre de
(K, 3), (L, 3). Ainsi G, K, L sont alignés.

Note : G est le milieu de [KL].

2. Les droites (1J) et (KL) sont sécantes, donc I, J, K,
L sont coplanaires.

=
Il

b) (AJ):

N ~

Il Il
Bl Bl NI

-~

-

m

&~

4
¢)Me (AJ)avec A= A

2. J est le barycentre de (B, 2), (C, 1), (D, 1) ; d’apres
le théoreme d’associativité, M est le barycentre de

(A, 0),(J,4), dou M e (AJ) avec AM = 7—1% AJ.
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soit IM + JM' = 0.

Donc J est le milieu de [MM'].

Ainsi l'intérieur du parallélogramme EFGH est
contenu dans £.

Finalement, le lieu & cherché est I'intérieur du paral-
lélogramme EFHG (frontieres comprises).

IZEE® 1. a) ABPC est un parallélogramme, donc :
AP=AB + AC,

d’ol P est le barycentre de (A,-1), (B, 1), (C, 1).

b) De méme, Q est le barycentre de (A, - 1), (B, 1),

(D,1) et Rceluide (A,-1), (C, 1), (D, 1).

2. Soit I le barycentre de (A,-1),(B,1),(C,1),(D,1);

d’apres le théoreme d’associativité, I est le barycentre

de (P, 1), (D, 1), mais aussi de (Q, 1), (C, 1) et de

R, 1), (B, 1).

Ainsi les droites (DP), (CQ) et (BR) concourent en I

et I est le milieu de [DP], [CQ] et [BR].

Remarqutijlﬁgﬂe trois des diagonales du parallélépipede

défini par AB, AC, AD.

B

XA ® 1.2) AB + AD + AE = AG (régle du parallé-

lépipéde).
AG-BD=AB-BD+AD-BD + AE - BD
=—1+1+0=0.
b) AG -BE=AB-BE + AD - BE + AE - BE
=—1+0+1=0.

¢) AG L BD et AG L BE donc (AG) L (BDE).

2.AG = AB + AD + AE = 3Al, donc I € (AG); de
plus, I € (BDE), donc I est le point d’intersection de
(AG) et (BDE). De plus, I est le point de [AG] tel

que Al = % AG.
3.a) BDE):x+y+z=1.

Note : Utiliser le résultat de I'exercice 66 ou du chapitre 14
p. 385.



b) n(1; 1; 1), vecteur normal 2 (BDE), est un vecteur
directeur de A, d’otu :

xX=t
A:iy=t+1,te R

z=t+1
1
=73
x=t 1
y=t+1 T3 122
c = . I)oncJ(——;-—;—).
) z=t+1 2 333
yzg
x+y+z=1
22
3

d) La distance de H au plan (BDE) est :

e [ G G-

Note : Cette distance peut étre obtenue a partir de I’équation

; (BDE)) =

\XH+yH+zH—1\

de (BDE) (voir chapitre 14), d(H

Ensemble de points
Corrigé dans le manuel.

mﬁz@+2@+ﬁ)—3(m+ﬁ)
=2AB -3AC (indépendant de M);

v =2MI, avec I milieu de [DE].

1.M e A & u colinéaire 2 v < IM colinéaire 2 u.

Donc A est la droite passant par I et dirigée par le

vecteur 2AB - 3AC. 1

2.Me T e vl =llul & IM = 5 llzdll.

Donc I est la sphere de centre I, et de rayon :

. %nzﬁs _ 3ACIL

ISl ® 1. G, estle barycentre de (A, 2), (B, 1), (C,—1):

2G,A +G;B-G,C=0,donc AG; = - %W:.

G_; est le barycentre de (A, 2), (B,-1),(C,1):

2GA~G_ B +G,C=0,donc AG, = 3 BC.
2. a) Pour tout réel k de [-1; 1],
(k2 +1)G,A + k G,B-kG,C =0,
k

d'ot AG; = ——BC.
kK"+1
b) Pour tout x € [-1; 1], f(x)_— d ;
2 1 X +1
fx)=— :
(x +1)

x | -1 1

f'(x) | O - 0
1

f 2 \ 1

2

¢) Lorsque k décrit [- 1; 1], le coefficient —

K+ 1

décrit I'intervalle [—%; %J image de [- 1; 1] par f.

Ainsi I'ensemble des points G, est le segment [G;G_]

de la droite parallele a (BC) passant par A.
3.Me € & I2MG,lI =12 MG_,ll & MG, = MG_,.
€ est le plan médiateur de [Gl 1]
4. Pour tout point M, 2 MA - MB -
=21TA o I est le milieu de de [BC].
Me ¥ < 2 MGl = I2 TAll & GM = IA.
& est la sphere de centre G et de rayon R =TA.
5. a) G;(0;0;0) donc G; = O; G_,(0; 0; 4).
%, plan médiateur de [G;G_,], a pour équation z =2;

%, sphere de centre O = G; etde rayon R = 1A = J6,
a pour équation x2 + y2 + z2 = 6.

z=2

Le systeme { s a2 o
X+y +7°=6

MC=-AB-AC

z=2

2

équivaut a { )
X +y =2

Donc € et &% sont sécants suivant le cercle I":
x% + y? = 2 situé dans le plan €.
b) RayondeI': 7= /2.

[ 51 _HE WP G; est le barycentre de (I, 2), (C, - 1),
(D, 1),dou2 G,I-G,C+G,D =0,

donc IG, = % CD.

b) G, est le barycentre de (I, 2), (D, 2), donc G, est le

milieu de [ID] et IG, = % ID.

) G,J =i -1G, = 1(@5)_% D= ] IC;
G,G, =1G; ~1G;= 5 CD - 5 D=5 CI.

Ainsi G,J = - G,G, donc G, est le milieu de [JG;,].

2.a) € = R*,
b) Pour tout point P,
2mPG,,=PA +PB + (m-2) PC+m PD.
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SiP=ILmIG, ="=21C+ "D,
m 2 2

.. m-2 m

ainsi a = > etb—i.

Donc G,, € % ou P est le plan (ICD).
¢) Pour tout m #0, m JG,,, :mJI+mIG ;

or J est le milieu de [CD] donc IJ = = (IC +1D);

ainsi mJG,, =— % (IC+1ID) + n
(vecteur constant).

—

d) Pour tout m #0,JG

m=

Lorsque m décrit € = R*, - décrit R*, donc & est la
droite passant par J et dirigée par CI, privée de J.

Note : D’aprés 1. ¢), &
de J.

n’est autre que la droite (JGy), privée

Intersections d’ensembles

[ 52 §IPY]

a.a
3733
y +z =0, doncils appartiennent a % N P,.

b) O(0;0;0) et G( ) sont telsquex + y=0et

¢) O et G sont tels que x — z = 0, donc ils appartien-
nent a P3. Ainsi ;. NP, NP3 =(0G).

x+y=0
xX=z
2. SKy+z=0 &
y=-z
x-—2z=0

L’ensemble des solutions est constitué de tous les
triplets (¢;—t; f) avec t € R.
L’intersection de %4, P,, P est donc la droite A :

xX=t
y=-t,te R.
z=t

Oe AetGe A, doncA=(0G).
232

ﬁ+§f)=ﬁ

[531® Corrigé dans le manuel.

e 11 1)
1. G(3 3’3
(ABC) :x +y + z =1 (voir I’exercice 66).

n(1;1;1) est un vecteur normal a (ABC).
Or OG = %ﬁ donc (OG) L (ABC).

y _
2+2+3 1, soit :

3x + 3y + 2z = 6 (voir lexercice 66).
b) AC(-1;0;1) d’ot1 une représentation paramétrique
x=—-k+1

2.a) (A'B’'C’) a pour équation

de la droite (AC): ke R.

z=k
on'(3; 3;2) vecteur normal a (A'B’C’) :AC-n'=-1.
Puisque AC - n’' #0, (AC) et (A'B’C') sont sécants en
un point K; K(4;0;-3).
x=0
y=—t+1,te R.
z=t
(BC) et (A'B’C’) sont sécants en L(0; 4; — 3).
b) AB(-1; 1; 0), A'B'(- 2; 2; 0), KL(- 4; 4; 0) sont
colinéaires, d’ol le parallélisme des droites (AB),
(A'B’) et (KL).
¢)K e (ABC) n (A’B'C’); L e (ABC) n (A'B'C),
donc les plans distincts (ABC) et (A'B’'C’) sont
sécants suivant la droite (KL).

EE® 1. AB(-1:;-2;1) et AC(0; 3 ; 5) sont non
colinéaires donc A, B, C ne sont pas alignés.
2.a) M e (DH) @DMJ_AB etDMJ_AC
& DM-AB=DM-AC=0.

o -x-2y+z+11=0
b) AinsiM(x;y;z)e (DH) <

3.a) De méme : (BC):

3y+5z-7=0
13y =62 -5x
13z=-19+3x

D’oi1 une représentation paramétrique de (DH) :
x=Xi
13y =62 -5A
13z=-19+3A
3.a) D et E(2;4;-1) sont sur (DH). On peut choisir
n=DE doun(13;-5;3). .
b) (ABC) est le plan de vecteur normal n passant par
B(0;0;1)dou (ABC):13x -5y +3z-3=0.
H projeté orthogonal de D sur (ABC) est tel que

,Ae R.

x=A A=2
13y =62 -5\ x=2
d’ol
13z=-19+3%A y=4
13x-5y+3z-3=0 z=-1

Ainsi H(2 ;4 ;-1).

Note : H n’est autre que le point E utilisé en 3.a).



EEHA® 1. AB(2;-6;0) et AC(—1;-5;—2) sont non
colinéaires donc A, B, C ne sont pas alignés.

2. Soit A la perpendiculaire au plan (ABC) passant
par D. AlorsM e A<DM-AB=DM-AC=0.

2x-6y+12=0
M(x;y;z)eAﬁ{x T
—x-5y-2z+12=0
=X
y—3+2
< 4
z=—§x+1

D’ou une représentation paramétrique de A :
xX=t

1
y—§t+2 ,te R.
z=—§t+1

Le plan (ABC) admet pour vecteur normal un vecteur
directeur de A, par exemple n(3;1;-4) (ABC) est le
plan de vecteur normal n passant par C(1;-1;1)d’ou
(ABC):3x+y-4z+2=0.

D’ projeté orthogonal de D sur (ABC) est tel que

xX=t
y—§t+2 x=0 o
d’ou .AinsiD’(0;2;1).
4 y=2
z=—3t+1
3 z=1
3x+y-4z+2=0

| 57 b 1.3)1/71(1 ;—253)et r?z(l ; 1; 1) ne sont pas
colinéaires donc P et %, sont sécants.
x-2y+3z-5=0

b) M(x;y;z)e A(:){
x+y+z+1=0

=1 5z

x-2y=-3z+45 3
3y=—6+27 2
T =2

D’ou une représentation paramétrique de A :
x=1-5t

y=-2+4+2t,te R.
z=3t

2. A admet pour vecteur directeur n(-5;2; 3).
Ainsi R est le plan de vecteur normal n passant par
A(2;5;-2)donc R :—5x+2y+3z+6=0.

| 58 hd @(1 ; —1; 1) est un vecteur directeur de
(AB) etn, (m;1;m)un vecteur normala ®,,.

a) (AB) /@, < AB 1, =0 m= 1

5
b) (AB) L ?,, & AB et n,, colinéaires < il existe

A e R* tel que Zn = MAB & il existe A € R* tel que

m=»A
“1=A"

Ainsi (AB) L &, dans le seul cas o m =—1.
¢) &, contient (AB) peut se traduire par: (AB) // ?,,
etBe &, .

La 1*¢ condition est assurée dans le seul cas ot m = % ;
or Bg %, donciln’y a pas de solution.
2

IEER® Cherchons une représentation paramétrique

ded.
x-y+z-3=0 {—y+z=—x+3
=
2x+2z=0 z=-2x
xX=t
y=-x-3
S douqy=-t-3,te R
7=-2x
z=-2t

u(1;-1;-2) estun vecteur directeur de d etn(1;1;-1)
un vecteur normal a R.

u et n ne sont pas colinéaires donc d coupe R.

Leur point d’intersection I est tel que

3

==

x=t 2

3

— -3 x=2
Y soit 2 .A1ns1I(§ 9, 3)

x+y-z=0 Yy=-3

z=-3

NS 1.2)Aa pour vecteur directeur AB(2 ;3 ;2)

x=2t+8
douA:{y=3t ,te R
z=2t+8

b) 9 a pour vecteur directeur u(3 ;2 ;-2). u et AB ne
sont pas colinéaires donc % et A ne sont pas paralleles.
Leur intersection est définie par le systeme :

2t+8=-5+3s
3t=1+2s
2t+8=-2s

donc 9 et A sont non coplanaires.

. Ce systeme n’a pas de solution

- n-
2.a) Le vecteur n(2;-2; 1) est tel que {_) .
n .

Donc n est normal a P.

En outre % passe par A(8;0;8)dou® :
2x-2y+2z-24=0.

b) Pour tout point M(~5 +3s;1 +2s;-2s)de &, la
distance de M au plan % est

12(=5+3s) = 2(1 +25) — 25 — 24|

S22 2241

(valeur indépendante de M).

=12.

d(M, 3) =
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©) n(2;-2;1) et k(0;0;1) sont des vecteurs normaux
aux plans & et (xOy).

Ils sont non colinéaires donc & et (xOy) sont sécants
suivant une droite d définie par :

z=0 [z=0
soit .
2x-2y+2z-24=0 y=x+12

D’ot une représentation paramétrique de d :

x=t
y=t-12,te R
z=0

3. Le centre Q de & est un point de la perpendiculaire
A" a P, passant par C, tel que CQ = 6.
n(2;-2;1) est un vecteur directeur de A’ d’ou A :
x=2t+10
y==-2t+1,te R.
Z=t+6
Posons Q(x ; y ; z). La condition CQ2 = 6 équivaut a
(x =102+ (y—=1)?+ (z - 6)> =36 soit 12 = 4.
D’oul deux points possibles obtenus pour ¢ = — 2 et
1=2:9/(6;5;4)etQ,(14;-3;8).
% détermine deux demi-espaces € :
2x-2y+z-24<0eté,:2x -2y +z—-24>0.
Or O € €, et on vérifie que Q; € €, alors que Q, € €,
donc le seul point qui convient est Q = Q,. Equation
delasphere ¥ : (x —6)2 + (y - 5)2 + (z — 4)2 = 36.

x=-2t
HGMS 2.« (BC): {y=2+6,1e R.
z=0
Intersection de (BC) et (OA) :
x=-2t t=-3
y=2t+6 x=6
z=0 it y=0
y=0 z=0
Donc (BC) et (OA) sont sécantes en E(6; 0; 0).
x=-2t+4
* (AB):<y=4t ,te R.
z=0
Intersection de (AB) et (OC) :
x=-2t+4 t=2
y=4¢ x=0
z=0 it y=8
x=0 z=0

Donc (AB) et (OC) sont sécantes en F(0; 8; 0).
Note : (OA) = (Ox) est définie comme l'intersection de deux plans :
x=0

=0
{y ; de méme, pour (OC) = (Oy) : {2_ 0"

z=0
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3.a) (SEF):%“+§+§ =1,s0it 4x + 3y + 62 -24 =0

(voir U'exercice 60).

b) A'(1;0;3).

¢) % a méme vecteur normal que (SEF), donc a une
équation du type 4x + 3y + 6z + d = 0;

orA’e Pdoud=-22;

ainsi P :4x + 3y + 62 -22 =0.

4. a) Intersection de & et (SO):

4x+3y+62-22=0 x=0

x=0 = y=0 :
- _u

y=0 =3

donc O'(O; 0; %)
Note : (S0) = (02): 4 ¥~ °
ote : (SO) = (02) : y=0"

b) Intersection de (SC) et & :

2
x=0 t——§
y=6t+6 x=0

S ;
z=-4t y=2
4x+3y+6z-22=0 8

273

donc C’(O; 2 g)

¢) Intersection de (SB) et ? :

_ 1
x—it t—2
=4t
Y six=1 ;donc B'(1;2; 2).
z=—-4t+4
y=2
4x+3y+6z-22=0 =2

5.0’A’(1; 0: -§) etC’B’(l; 0; %)

donc O'A'B’'C’ est un parallélogramme.

RS 1.4(1:1:0) etuy(1;-1;0) dottue - ur = 0
donc A; L A,.



u; Lk etu, Lk donc A, et A, sont contenues dans
deux plans perpendiculaires a 'axe (O ; k) ; ces deux
plans sont strictement paralleéles donc A} N A, = §.

x=t xX=s
2.A9y=t ,teR;A 1 qy=-s,5¢ R
z=1 z=-1

3. a) Le projeté orthogonal H de M sur A est défini

{He A
par<__ "1,

X N
d’oti le systeme
ig= 1

Xg—x+yy-y=0

-X
,yK:yT,sz—l.

*)Ke A gon xg==2

MKZ:(x%y—x) +(y; —y) +(-1-2)?
:%(x+y)2+(1+z)2.
b)Me (E) & MH? = MK? &

SOy (1=2f= 5 (4 )2 (1 + 2

douMe (E) xy+2z=0]1].
4. a) Les plans orthogonaux a (AB) sont du type &, :
xy+2z=0

z=k. (E) n P, est défini par { X
Z =

xy=-2k

*Sik#0, { . L’intersection est donc I’hyper-

=
bole d’équation xy = — 2k contenue dans %,.

. xy=0 . [(x=0ouy=0 .
e Sik=0, soit . Ainsi l'inter-
z=0 z=
section de (E) avec P, est la réunion des axes (Oy) et
(Ox).

b) Les plans orthogonaux a (O ; i) sont du type

. xy+2z=0
9, :x=k. (E) N9, est défini par
X =
soit 2
x=k

. . . . . k
L’intersection est donc la droite d’équation z = — 5
contenue dans 9.

Les plans orthogonaux a (O ;) sont du type R Y=k
L’intersection de R, avec (E) est la droite d’équation

== gx contenue dans le plan R;.

Résolutions de systémes

2b+3c+4p =730

Par hypothése : { .
3b+2c+5p =840

Par combinaison linéaire 3L; — 2L : 5¢ + 2p = 5,10.

a-b+c=10 a=4
K840+ 2b+c=7 dou{p=_5.
9a+3b+c=22 c=1

Ainsi P(x) = 4x? - 5x + 1.

K3 1. Pour tout réel x, x2 = o(x + 1)2 + B(x + 1) + 7
=02+ Qo+Bx+o+B+y.
Par identification des coefficients

200+ B=0 soit B=-2-
oa+B+y=0 vy=1

2. P(x) = x2(x + 1)2006,

Ordapres Lx?=(x+1)2-2(x+1)+1

donc P(x) = (x + 1)2908 - 2(x + 1)2907 4 (x + 1)2006,
D’ol1 une primitive sur R définie par:

P(x)= (x+1)2009_ (e+ 12008 4 — (¢ +1)2007,

2009 1004 2007

KA ® (ABC) est une équation du type
ox + By +vz+06=0(avec (o.; B;y) = (0;0;0)).
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Les points A, B, C appartiennent a ce plan d’ou le

oa+d8=0
systtme : { Bb +8=0.

yce+3=0

o 0, S, ) 5
Ainsio=— E’B:_ 5iY=" E,Se R* (car O ¢ (ABQC)).
Lorsque 6 = — 1, on obtient une équation du plan
(ABC) sous la forme : LD A )
a b c

[67 1® Corrigé dans le manuel.

KEER® 1. 2, plan médiateur de [AB] passe par
1(3 01 —%) milieu de [AB] et admet AB(-2;2; 5)

pour vecteur normal donc P, : —2x + 2y + 5z + % =0
soit P :4x -4y -10z-13=0.
4x-4y—-10z=13
2.a) Le systeme <2x - 10y —6z=7
3x-3y+2x=5

admet un uni-

que triplet solution d’ou E (2 ;05 —%)

b) E € %, donc EA = EB ; de méme EB = EC et
EC=ED.
Ainsi EA = EB = EC = ED donc A, B, C, D sont sur

JA

une sphere de centre E et de rayon r = -

| 69 &9 v, z désignent respectivement le nombre de
piecesde 1 €,0,50€ et 0,20€ (xe N,ye N,z e N).
3

X+y+2z=49 Y=587 ?
05y+02z=20 8
X+00y+0U,2z2= y=58—§z

Or x, y, z ne peuvent prendre que des valeurs entieres
positives, d’ou les conditions :

143
15$Z$ 4

z multiple de 5

Il existe cinq valeurs possibles du parametre z :

15, 20, 25, 30, 35.
On vérifie que les triplets associés sont bien solutions,
d’oll cinq combinaisons possibles :
(0;34;15),(3;26;20), (6;18;25), (9; 10; 30), (12; 2; 35).

Prendre toutes les initiatives

Con51derons le rePere orthonormal (O; i ﬁ, E)
tel que OA = ai, OB = aj, OC = ak.

i a¢ & a3
AlorsG(3 4 3)d ot OG = /3+3+§=T'
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Remarque : D’autres solutions par étude de configuration sont
bien sir possibles.

Prouvons d’abord 'orthogonalité de (OG) et (ABC).
OG- AB = 1(oﬁ+cTB+m)-(oTs_ﬁ)

:-(— 2 + 42) = 0 et de méme OG - AC =0

d’ot (OG) L (ABC).
¢ Exploitons ensuite le calcul du volume du tétraedre
OABC de deux facons.

V- %aire(OBC) x OA et V = %aire(ABC) x OG

aire(OBC)

d’oul egallte oG = m'c—)

x OA.

2
Or aire(OBC) = % et

aire(ABC) = %aﬁ X (aﬁ X ?) = azfi

donc OG = a_;@ .
G est le centre de gravité de BC'D

d’ou CB + CC’ + CD = 3CG.
A D’

B’ C’

B < C

Or d’apres la regle du parallélépipede,
CB + CC’ + CD = CA’ donc CA” =3CG.

Ainsi les points C, A’ et G sont alignés et CG = % CA’
1

douk==.

3

Remarque : Une solution analytique est possible.

Le choix du repére orthonormal (C ; CB, CD, @)

est alors judicieux.

IEZA® 1. Considérons le repere orthonormal
(A4, j, k) tel que AB =ai, AD = aj, AE = ak.



I et J sont les centres de gravité de ABD et ABF d’ou

a.a. 2a .a

1(5:5:0) ets(3:0:9).

Ainsi ﬁ(g . _%l : g) s en outre, AC(a ; a; 0) et

BE(-a;0;a)dou 1] . AC=0etIJ .BE=0.

(1J) est la perpendiculaire commune a (AC) et (BE).
2 2 2

_ja,a a4 _ay3 . ,
2.1J = §+§+§— 3 . La diagonale d’un cube

N 1
a pour longueur d = a./3 d’ou1J = 3 d.
Remarque : Une solution élégante fait intervenir une homothétie.

Notons Q le milieu de [AB] et 4 ’homothétie de cen-

tre Q et de rapport % Par h: D~ 1, F+— J dou

S (-

= gDF.

® Posons M(x; y; z) et notons A 'ensemble des
points M tels que EM L AB et EM L CD.
AB(2;5;1),CD(1;4;-3)etEM(x—-1;y+2;z-2)
x+4y-3z+13=0

douMe A= { .
2x+5y+z+6=0

Géométriquement, ce systeme s’interprete comme

I'intersection de deux plans %, et P,.

;1(1 ;4;-3)et ;2(2 ;5;1) ne sont pas colinéaires donc

P, et P, sont sécants suivant une droite d.

Ainsi il existe une droite unique d telle que A = d.

x=4_1
x+4y=-13+3z =37 3%
2x+5y=-6-2 It 20 7
——?+§Z
4
x—?—19t
d’oud: y=—23—0+7t,te R.
z=3t

PZ2 ® 1 'homothétie de centre A qui transforme B
en M (de rapport % ) transforme C en N et D en P

donc AN = %Eetﬁ: %ﬁ

¢ Dans le plan (ACD) exprimons I comme barycen-
trede A, CetD.

Al = %(m+ﬁ)= é(ﬁ+ﬁ)

d’ot1 SAT = AT+ IC + Al + ID

soit 6IA + IC + ID = 0. Ainsi I est le barycentre de
(A,6),(C, 1), (D, 1).

® De méme, J est le barycentre de (A, 6), (B, 1), (D, 1)
et K celuide (A, 6), (B, 1), (C, 1).

e Considérons alors le point G barycentre de (A, 6),
(B,1),(C, 1), (D, 1). D’apres le théoréeme d’associati-
vité, G est le barycentre de (B, 1), (I, 8) mais aussi de
(C,1),d,8)etde (D, 1), (K, 8).

Ainsi les droites (BI), (CJ) et (DK) sont concourantes
en G.

&M ® (SAC) est le plan médiateur de [BD] et
M e (SAC) donc MB = MD. Le triangle MBD est
isocele donc M se projette orthogonalement sur (BD)
en I (milieu de [BD]) et (MI) est la bissectrice de
BMD. Posons BMD = 20 Il s’agit de déterminer ¢ tel
que o soit maximal donc aussi sin oo maximal puisque

la fonction sin est strictement croissante sur [0 : g} .

. IB _ .2 s
Orsino = MB = 3MB
donc sin o est maximal
lorsque la distance MB

est minimale.

Enfin MB est minimale
lorsque M =HouHest 2
le projeté orthogonal de

B sur (SC). Dou la
configuration ci-contre
dans le triangle rectan-

gle SBC. B 1 c
Or SH = £,SC donc SH - SC = £,SC2 = 3¢,

Mais SH - SC =SB - SC = SB2 =2 d’ol1 on déduit #, = % .
L’expression de I’aire de SBC de deux facons conduit

aBH xSC=BC x BS dou BH = @ et finalement

3
2 B
SIN 0 = 37 = —Z—-.Alnswco— 3
Finalement, BMD est maximal lorsque ¢ = Z et sa

3
2
mesure est alors ? .
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e Y : (x- 12+ (y-1)2+(z-1)%et
P,, 1 X +y+ 2z =m apour vecteur normal n(1;1;1).
Ainsi n = OI donc %, est tangent a X, aux points
d’intersection de ¥ avec (OI).
D’ou le systeme :

r=t (=143
3
y=t .
soit s X =1
z=t
2 2 2 y=t
x-1D)"+@Q-1)y"+(z-1)"=1 =t

Ces plans sont tangents a >, respectivement en

A(l—?;l—?;l—?) et
B(1+§;1+§;1+§).

Ae ®, équivautam=3-./3 et Be P, équivaut a
m=3+.3.

(page 429)

EZA8° 1. (AM) coupe (BC) en A’, barycentre de
(B, B), (C, 7). D’apres le théoreme d’associativité, M
est le barycentre de (A, o), (A’, B +7v),dou:

o MA + (B +7) MA” = 0.

Ainsi MA =— % MA' et, en considérant les normes :
MA _B+y
MA’ a

R MB vy+a MC o+
2.D . = = .
e méme B B et MC Y
Donc S = B+Y+Y+O£+OL+B
o p Y

“(@rp) (GG

3.a) f{x) = x+l sur 0; + oo[; f(x)—x _1.
X
X O 1 + oo
f'(x) - 0 +

- +w\2/+

b) Les résultats énoncés découlent immédiatement
du tableau de variations de f.

4.a2) S= f( ) f(B ) f( ) La valeur minimale de S

(sielle existe) est au moins 6 et cette valeur est atteinte
o B
B

uniquement lorsque = & =1, d’ol le résultat.
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Ainsi P, est tangent 2 ¥ si et sculement sim =3 + /3.

Note : Y, est « au-dessus » de @m lorsque m = 3 -+/3, « en des-
sous » de P, lorsque m = 3 + 3.

Application : On considere le repere orthonormal
(031,j, k) tel que OA = ai, OB = aj, OC = ak.
D’apres la question précédente, la sphére Y. est ins-
crite dans le tétraedre défini par les plans de base et
le plan P, 5

Les sommets sont O, D(3 + J3:0; 0),E(0;3+ 3 ;0)
et F(0;0:3+ ./3).

Considérons I’homothétie de centre O qui trans-
forme D en A ; elle transforme E en B, F en C et la
sphere Y. inscrite dans ODEF en la sphére Y.’ inscrite
dans OABC.

OA

Le rapport (positif) d’homothétie est k = oD soit
k= . Ainsi le centre Q de Y’ est tel que

3+.3 d
0Q = kOL.

b) «S minimale» équivaut a «M centre de gravité de
ABCn».

(78 LRI, ﬁ(z;o; %),ﬁ(l;l;%),d’ou

7 3
DJ—TetIJ—E.
b) -DJ = I x DJ x cos 1JD;

or, ﬁﬁ]-g donc cos TJD = i IJD 43,3°,

AT
2. DI(1;-1;0), d’ou DI-1J = 0. Ainsi (DI) L (IJ).
3.2) D(0; 1; 0), I(1; 0; 0), J(Z 1; ) (DIJ) a une
équation de type ax + by + cz + d =0,
ol (a; b; ¢) #(0;0;0).

a+d=0 a=—
b+d=0 douib=-d, de R*
2a+b+%c+d=0 c=4d

Ainsi (DIJ):x+y-4z-1=0.

4y -4z -1 _
A+1+16

4. = % aire(DIJ) x d(H: (DIJ)).

b) d(H; (DIJ)) = = 23i2
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Or, aire(DLJ)) = %DIXU: %,doncﬂfz %

5. a) o(HDI) a une équation du type
ox + By +yz+d=0,0u (o; B;7) = (0;0;0).



o+d=0 =-d
B+d=0 uiB=-d,de R*
B+y+d=0 v=0

Ainsi (HDI) :x +y-1=0.
® n(1;1;0), vecteur normal a (HDI), dirige d.

x=t+2
Doud:qy=r+1,te R
1
=3
xX=t+2 r=-1
y=t+1 x=1 . 1
b) 1 = y=0" AmmJ(l;O;z).
z= i B 1
x+y-1=0 =3
¢) Méthode 1 : calcul direct; JJ'(-1:-1; 0) donc
'=.2.
Méthode 2 : utilisation d’une équation de (HDI);
7y = |xJ+yJ 1| —/\[2
Ji+1 B
Méthode 3 : utilisation du volume 7
1 . , , 3V
V= galre(HDI) xJJ" doncJJ' = aire(dDI)

or, aire(HDI) = £2 doncJJ' = ./2.
2

RS 1. a) La section est un pentagone.

KM ®1. (1 ; 1 ; - 3) est un vecteur normal a &
donc un vecteur directeur de d. De plus d passe par
S(1;-2;0).

MD(I& 0),&:; Oi— 1), E(0;¢£0), F(0; £, 1—1).
DH = EF et DH L DE donc DEFH est un rectangle.
Aire(DEFH) = (1 -£)t,/2.

¢) G est a l'intersection de (SB) et ? donc ses coor-
données sont telles que :

x=k
y=k . (z t t)
douG|=; =; 1-=]1.
X+y=t
2f2
Aire(FGH) = ——=

d) Aire de la section : s4(f) = —:—? (4t -38).

2. Sur J0; 1[, 0/ (¢) = {3 (2-30).

2
3

A'(t) + 0 -

%
A /3\[2
4

3.9 a pour vecteur normal n(1; 1; 0); k(0; 0;1) et
AC( 1;1; 0) sont non colin€aires et tels que n-k=0
etn- AC 0, donc ® admet k = OS et AC pour vec-
teurs directeurs.

Le centre de gravité de OAC est 1(3 3 0) ,il appar-

. 2 N p
tientauplan® :x+y = 3 d’ou le résultat.
Remarque : Une solution géométrique peut aussi étre envisa-

gée en utilisant I’'homothétie de centre O et de rapport t = % .

a) et ¢) ne conviennent pas (vecteur directeur).
b) ne convient pas (S ¢ d).
Seule la réponse d) est exacte.
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2. L’intersection de d et % est définie par le systeme :

_ 14

ST

x:2+t x__8_

y=—1+t 11
d’ol .

z7=-3-3t 25
y=—ﬁ
x+y-3z+4=0
Z=_9_
11

Seule la réponse d) est exacte.
3. La distance du point S au plan 3 est

‘xs+ys—3zs+4‘:i

J2e12e3y? NI

Seule la réponse b) est exacte.
4.d(S ; P) < 3 (rayon

d(S;P) =

5 H r M
de Y) donc lintersec-
tion de Y, et de P est un
cercle. i—
V11 3

Ce cercle a pour centre
le projeté orthogonal
H de S sur le plan . S

TN AT

Seule la réponse b) est exacte.
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AN 1. Vrai. 1 est le barycentre de (B ; 1), (C; 1) et
d’apres le théoreme d’associativité G est le barycen-
tre de (A ;2),(I;2),(D;-3)donc G, A, I, D sont co-
planaires.

2.a) Vrai.ny(1;2;-1) etny(2;—1;1) ne sont pas coli-
néaires donc %, et %P, sont sécants.

19
{x+2y—z—1=0 Y=758%3

s
2x-y+2z-4=0 y_3 2

=5773
_ 9
X = l+5
d’oud: y=3t—g te R.
5
z=>5t

Ainsi ﬁ(— 1;3;5) est un vecteur directeur de d. De
plus A e #, et A € P, donc d passe par A.
x=2y+z=5 x=1
b) Vrai. 1 2x+y+3z=7 & {y=-1.
2y+2z=0 =2
¢)Faux. Ae PetAed

Remarque:ﬁ(Q ;1;-1) et U(1 ;—1; 1) sont tels queﬁ u=0
donc d // . Or A est commun donc d < 9.



