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chapitre

 

14

 

Le produit scalaire dans l’espace

 

 

 

3. 

 

AB =  

= ;
de même, AC = AD = BC = BD = CD =  : les
faces du tétraèdre sont des triangles équilatéraux.

 

 

3. a) 

 

(AB), perpendiculaire au plan P, est orthogo-
nale à toutes les droites de ce plan et, en particulier,
(AB) 

 

⊥

 

 

 

d

 

.

 

b) 

 

d

 

 est orthogonale à (AB) et à (BC), deux droites
sécantes du plan (ABC), donc 

 

d

 

 est perpendiculaire
à (ABC).

 

c) 

 

d

 

, étant perpendiculaire au plan (ABC), est
orthogonale à toutes les droites de ce plan et, en
particulier, 

 

d

 

 

 

⊥

 

 (AC).

 

1. 

 

A(3; 0; 0),    B(3; 3; 0),    C(0; 3; 0),    D(0; 0 ; 0),
E(3; 0; 3),     F(3; 3; 3),     G(0; 3; 3),     H(0; 0; 3).

 

2. a) 

 

(AB) est perpendiculaire à (BC) et (BF),
deux droites du plan (BCG) : (AB) est donc per-
pendiculaire à ce plan et orthogonale à toutes les
droites de ce plan, donc (AB) 

 

⊥

 

 (FG).

 

b) 

 

T

 

AB(0; 3; 0), 

 

T

 

FG(3; 0; 0).

 

c) 

 

xx

 

′

 

 + 

 

yy

 

′

 

 + 

 

zz

 

′

 

 = 0.

 

3. a) 

 

(BF) 

 

⊥

 

 (ABC) donc (BF) 

 

⊥

 

 (AC).

 

b) 

 

T

 

BF(0; 0 ; 3), 

 

T

 

AC(–3; 3; 0).

 

c) 

 

xx

 

′

 

 + 

 

yy

 

′

 

 + 

 

zz

 

′

 

 = 0.

 

4. a) 

 

(DF) et (HB) ne
sont pas perpendicu-
laires, car DBFH est
un rectangle non carré.

 

b) 

 

T

 

DF(3; 3; 3),

 

T

 

HB(3; 3; –3).

 

c) 

 

xx

 

′

 

 + 

 

yy

 

′

 

 + 

 

zz

 

′

 

 = 9 + 9 – 9 = 9.

 

5. a) 

 

I .

 

b) 

 

Z

 

BI .

 

c) 

 

xx

 

′

 

 + 

 

yy

 

′

 

 + 

 

zz

 

′

 

 = .

On peut conjecturer que (BI) et (DF) sont perpen-
diculaires.

 

6. b) 

 

Dans le repère orthonormal (O; 

 

r

 

u

 

, 

 

r

 

k

 

) avec 

 

r

 

u

 

colinéaire à 

 

R

 

DB :

B( ; 0), I , F( ; 3), 

 

Z

 

BI , 

 

R

 

DF( ; 3).

D’où 

 

Z

 

BI · 

 

R

 

DF = – 9 + 9 = 0 
donc (BI) 

 

⊥

 

 (DF).

 

 

1. a) 

 

T

 

AB·

 

T

 

AC = 

 

E

 

AB·

 

T

 

AD = ; 

 

T

 

AB·

 

T

 

BC = – .

 

b) 

 

T

 

AB·

 

T

 

CD = 

 

T

 

AB·(

 

T

 

AD – 

 

T

 

AC) = 0.

 

c) 

 

Même méthode qu’en 

 

b)

 

.

 

d) 

 

ICD est isocèle : la médiane (IJ) est aussi hauteur.

 

2. a) 

 

T

 

AG·

 

T

 

CD = (

 

T

 

AB + 

 

T

 

BG) ·

 

T

 

CD

= 

 

T

 

AB · 

 

T

 

CD + 

 

A

 

BJ · 

 

T

 

CD = 0.

De même, 

 

T

 

AG · 

 

T

 

BD = 0.

(AG) est orthogonale à deux droites sécantes du
plan (BCD). Donc (AG) est perpendiculaire au
plan (BCD).

 

b) 

 

Droites passant par un sommet et le centre de
gravité de la « face opposée ».

 

3. a) 

 

O est le barycentre de (A, 1), (G, 3), donc
O 

 

∈

 

 (AG).

 

T

 

AO = 

 

T

 

AG; AG = 

 

a

 

; AO = 

 

a

 

.

 

b) 

 

O est le barycentre de (I, 2), (J, 2).

 

Activités

 

(page 376)

 

A C T I V I T É  1

A C T I V I T É  2

1 2– 2–( )2 + 2 2–( )2 2 2+( )2
+

32 4 2=
4 2

2

H F

BD

I

312

3
2
---  3

2
---  3;; 

 

3
2
---–  –3

2
---  3;; 

 

9
2
---– 9

2
---– 9+ 0=

ru = 1

3 2
---------- RDB 

 

3 2 3 2
2

----------  3; 
  3 2

3 2
2

----------  3;– 
  3 2

Travaux dirigés (page 387)

 T D 1

1 a2

2
----- a2

2
-----

2
3
---

3
4
--- 6

3
------- 6

4
-------



Chap. 14 • Le produit scalaire dans l’espace • 213

c) OA = OB = a , OI =  (triangle AOB par
exemple).
d) OA = OB = OC = OD.
O est le centre de la sphère circonscrite au tétraèdre.

4. a) ROA · ROB = ; cos α = – ; cos α = – .

b) α ≈ 109,5°.
c) Par symétrie.

 a) 109,5°. 
b) a = 1,78 × 10– 10 m.

 1. YDA · RBC + RDB · RCA + RDC · RAB 
= RDA·(RBD + TDC) + RDB·(RCD + RDA) +

RDC·(RAD + RDB)
= RDC · (RDA + RAD) + RDB(RCD + RDC) + RDA(RBD + RDB)
= 0.

2. Donc si (AB) ⊥ (CD) et (AC) ⊥ (BD), par exem-
ple, alors, d’après 1. :

RAD· RBC = RDB· RCA + RDC· RAB = 0.

 1. a) (AA′) est la hauteur issue de A, du tétraèdre.
(AA′) est orthogonale à toute droite du plan
(BCD), donc à (CD).
(CD) est orthogonale à (AA′) et (AB), droites
sécantes du plan (ABA′) : (CD) est perpendiculaire
au plan (ABA′) et (CD) est orthogonale à (BA′).
b) (BC) est perpendiculaire au plan (ADA′) (car
(BC) orthogonale à (AD) et (AA′)).
D’où (BC) ⊥ (DA′).
Donc (DA′) est hauteur du triangle BDC.
c) Même méthode qu’en a) et b).
d) (AA′) ⊥ (DC) et (A′K) ⊥ (DC),
donc (AK) ⊥ (DC).
Or (AA′) ⊥ (DC); on déduit (AB′) = (AK).
(AA′) et (BB′) sont deux hauteurs du triangle
ABK. Elles sont coplanaires… et sécantes.
e) De même, (AA′) et (CC′) sont sécantes, ainsi
que (BB′) et (CC′).
C ∉ (ABK); (CC′) coupe (ABK) en un point uni-
que qui est sur (AA′) et (BB′) : c’est H.
De même pour (DD′).

2. (BA′) ⊥ (CD) et (AA′) ⊥ (CD), donc (CD) est
perpendiculaire à (AA′B).
Conséquence : (CD) est orthogonale à (AB).
Même méthode pour les deux autres paires d’arêtes.

1.  = 1 soit encore

(bc)x + (ac)y + (ab)z – abc = 0

2. h = , d’où

3. V = S, h =  × c ×  d’où S = 

4. S2 = 

= 

= (aire OAB)2 + (aire OBC)2 + (aire OAC)2.
« Théorème de Pythagore dans l’espace » : Dans
un trièdre trirectangle, le carré de l’aire de la face
non rectangle est égale à la somme des carrés des
aires des trois faces rectangles.

 1. Les points A, B et C vérifient l’équation

 + z = 1.

Ces points n’étant pas, par construction, alignés, ils
déterminent un unique plan P dont une équation
est donc 2x + 3y + 6z – 6 = 0.
Des deux demi-espaces de frontière P, celui qui
nous intéresse est celui qui contient le point O,
donc d’inéquation 2x + 3y + 6z – 6 � 0.

D’où le système : 

2, 3 et 4. Par le calcul, D ∈ �1, E ∉ �1, F ∈ �1, G ∈ �1.
L’ensemble �2 est le tétraèdre (de sommet O)
hachuré.
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 Notons P le plan médiateur du segment [AB]. Le
milieu M est équidistant de A et B.
Soit N un point du plan P, (N ∉ (AB)). Les points
A, B et N ne sont pas alignés. La droite (AB) est
orthogonale à toutes les droites contenues dans le
plan P donc en particulier à la droite (MN).
Il en résulte que la droite (MN) est (dans le plan
(ANB)) la médiatrice du segment [AB] et donc
que N est équidistant des extrémités A et B : tout
point de P est équidistant de A et B.
Réciproquement, soit N un point de l’espace
(N ∉ (AB)) équidistant de A et B. Dans le plan
(ABN), (NM) est perpendiculaire à (AB) et passe
(bien sûr…) par le milieu M de [AB], donc (NM)
est contenue dans le plan P et N appartient à P.
Tout point équidistant de A et B appartient au
plan P.
Conclusion, P est l’ensemble des points de l’espace
équidistants des extrémités A et B.

 1. M(3; 0; 1).

2. (AB) est orthogonale à toutes les droites
contenues dans le plan P donc, vectoriellement,
IMN · TAB = 0. Le vecteur TAB est un vecteur normal
au plan P.

3. TAB(2; 2; – 4) d’où une équation de P s’écrit :
2x + 2y – 4z + d = 0. 

P passe par le point M donc :
2 × 3 + 2 × 0 – 4 × 1 + d = 0,

soit d = – 2 et 2x + 2y – 4z – 2 = 0. 
Une équation cartésienne de P est x + y – 2z – 1 = 0.

4. a) TCD(– 7; 4; 4) donc une équation du plan média-
teur de [CD] est de la forme – 7x + 4y + 4z + d = 0. Ce

plan passe par le milieu M  de [CD] donc :

–  + 12 + d = 0, soit d = – 

et une équation est – 7x + 4y + 4z –  = 0.

b) EEF(5; – 7; – 2), M  et 5x – 7y – 2z – 4 = 0

est une équation du plan médiateur de [EF].

 1. P1 : – 2x + 2y + 5z +  = 0;

P2 : x – 5y – 3z +  = 0;

P3 : – 3x + 3y – 2z + 5 = 0.

2. Ω est, d’après la partie  , équidistant des quatre
points A, B, C et D : c’est le centre de la sphère
circonscrite au tétraèdre ABCD.

3. 

Ce système admet comme unique triplet solution

les coordonnées  du centre Ω.

4. r2 = AΩ2 =  donc r = 

5.  est une

équation de la sphère circonscrite au tétraèdre
ABCD.

 Corrigé dans le manuel.

 ru ⊥ uw, ru ⊥ rt et rv ⊥ rs.

 a) ru(2; 5) est un vecteur normal à d. Le vecteur
ru(5; – 2) orthogonal à rn est donc un vecteur normal à ∆.
∆ admet donc une équation du type 5x – 2y + c = 0.
A(5; 3) appartenant à ∆, 25 – 6 + c = 0 et donc c = – 19.
D’où une équation de ∆ : 5x – 2y – 19 = 0.

b) rn(1; – 3) est normal à d et ru(3; 1) est normal à ∆ qui
admet une équation de la forme 3x + y + c = 0. 
A(– 1; 2) ∈ ∆ d’où c = 1 et une équation est 3x + y + 1 = 0.

 a) RAB(– 5; 1) est normal à la médiatrice de
[AB]. Celle-ci admet donc une équation de la forme :

– 5x + y + c = 0.

Elle passe par le milieu I  d’où – 5 ×  + c = 0

et c = 6 et – 5x + y – 6 = 0 est une équation de la média-
trice du segment [AB].
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Corrigés des exercices

Maîtriser le cours (page 394)

1. Produit scalaire dans le plan
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b) RAB  est un vecteur normal à la médiatrice d

de [AB] qui admet une équation de la forme :

7x – y + c = 0.

Elle passe par I . Une équation est donc :

7x – y +  = 0.

 ZCI · ZDJ = (TCB + ZBI) · (TDC + ZCJ)
= TCB · TDC + TCB · ZCJ + ZBI · TDC + ZBI · ZCJ
= 0 + 2 CJ2 – 2 BI2 + 0 = 0.

Les vecteurs ZCI et EDJ sont orthogonaux et les droites
(DJ) et (CI) sont perpendiculaires.

 Corrigé dans le manuel.

 RAB(4 ; 2) et AB = 

TAC(8 ; – 2) et AC = 

RBC(4 ; – 4) et BC = 

cos lABC =  et kBAC = 41° (arrondi au

degré), puis lABC = 108° et kACB = 31°.

d(A, (BC)) =  et BC =  donc

l’aire est égale à 12 (unités d’aire).

 Corrigé dans le manuel.

 RAB(– 1 ; 1 ; – 4) et AB =  ;

TAC(– 2 ; 0 ; – 1) et AC =  ;

RBC(– 1 ; – 1 ; 3) et BC = .

cos kBAC =  d’où kBAC = 51° ; 

cos kABC =  d’où kABC = 31° ;

cos kACB =  d’où kACB = 98°.

 Corrigé dans le manuel.

 AB2 – BC2 + CD2 – DA2 
= (RAB + RBC) · (RAB – RBC) + (RCD + RDA) · (RCD – RDA)
= RAC · (RAB + RCB) + RCA · (RCD + RAD)
= RAC · (RAB + RCB + RDC + RDA)
= 2 RAC · RDB.

Dans un tétraèdre régulier, AB2 = BC2 = CD2 = DA2ID2

en résulte que RAC · RDB = 0. Les arêtes [AC] et [DB]
sont orthogonales.
On démondre de même que [AB] et [CD] d’une part,
[AD] et [BC] d’autre part, sont orthogonales.

 • ZSA · ZSB = a × a × cos a2.

• Le triangle SAC est rectangle en S (théorème de Py-
thagore), donc ZSA · ZSC = 0 et ZSA · TAC = ZSA · ZAS = – a2.

 • ZEI · TEA = 0 ;

• ZEI · THC = ZEI · EEB = ZEI · ZEF = a2; 

• ZEI · ZGJ = 0;

• ZIE · ZIA = ZIE · ZIE = a2;

• ZJH · ZJD = (ZJG + ZGH) · ZJD  = ZJG · ZJD + YGH · ZJD 

= ZJG · ZJC + UGH · UGH = – a2 + a2 = a2.

 • TAB · TAC = 20 + 1 – 18 = 3;
• TAB · TCD = – 5 – 4 + 9 = 0;

• TDB · TAC = 8 + 4 – 

• YMB · TCD = –  RAB · RCD = 0.

 ru · rv = –  = – 2 ≠ 0 : ru et rv ne sont pas
orthogonaux.

 ru · rv = – 2 + 1 +  = 0 : ru et rv sont
orthogonaux.

 Corrigé dans le manuel.

 ru · rv = α + 1.

ru ⊥ rv ⇔ α + 1 = 0 ⇔ α = – 

 RAB(– 2; 7; 5) et ru(– 4; 1; – 3).
RAB · ru = 8 + 7 – 15 = 0 : RAB et ru sont orthogonaux et
la droite d est orthogonale à la droite (AB).

 RAC = RAB donc C appartient bien à (AB).

De plus, RAB · RCD = 0 : le point C est bien le projeté
orthogonal du point D sur la droite (AB).

 RAB(2 ; 0 ; – 2), RAC(– 1 ; – 2 ; – 1), RDE(2 ; – 2 ; 2).
RAB et RAC ne sont pas colinéaires donc les points A,
B et C ne sont pas alignés.

2. Produit scalaire dans l’espace
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3. Orthogonalité dans l’espace
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RAB · RDE = 0 et RAC · RDE = 0 : le vecteur RDE orthogo-
nal aux deux vecteurs non colinéaires RAB et RAC est
normal au plan (ABC).

 RAB(– 1 ; – 1 ; 1) et RAC(1 ; 5 ; 1) ne sont pas coli-
néaires.
rv · RAB = 0 et rv · RAC = 0 donc le vecteur rv est normal
au plan (ABC).

 ru · rv = (102 – 82 – 62) = 0 : les vecteurs ru et rv

sont orthogonaux.

 Quels que soient les vecteurs ru et rv,
(ru + rv) · (ru – rv) = ||ru||2 – ||rv||2
Donc, si (ru + rv) et (ru – rv) sont orthogonaux, alors
||ru||2 = ||rv||2 et ||ru|| = ||rv||.

 1. M ∈ P ⇔ IAM · ru = 0.
2. a) a, b et c sont les coordonnées, dans cet ordre, du
vecteur ru. Le coordonnées de A vérifient l’équation
ce qui permet d’obtenir d.

b) ru et rv sont colinéaires : tout vecteur orthogonal à
l’un est orthogonal à l’autre.
Avec le vecteur rv on obtient l’équation (équivalente) :

kax + kby + kcz + kd = 0
3. Cours.

 Corrigé dans le manuel.

 a) 2x – 3y – z + c = 0 et  + 6 – 5 + c = 0, donc :
c = – 1 – ,

et une équation de P est 2x – 3y – z – 1 –  = 0.
b) x + 2y + c = 0 et – 6 + c = 0, donc c = 6 et une
équation de P est x + 2y + 6 = 0.

 a) � : 2x – y + 3z – 7 = 0.
b) � : x + 2y + 3z – 8 = 0.

 Corrigé dans le manuel.

 a) d(A; P) = 

b) d(A; P) = 

 Plans perpendiculaires
Les outils :
�  Produit scalaire dans l’espace.
�  Équation de plan, vecteur normal à un plan.
�  Résolution d’un système linéaire 2 × 2.
Les objectifs :
�  Savoir déterminer un vecteur normal à un plan.
�  Savoir déterminer une équation de plan.

1. a) ru(1; – 1; 3).
b) � ⊥ � ⇔ rn · ru = 0;
rn est normal à � donc orthogonal à tout vecteur direc-
teur d’une droite contenue dans le plan � : RAB · rn = 0.
2. a) En ajoutant membre à membre : 

2a + 5c = 0, d’où c = – ,

et en retranchant membre à membre : 

– 2b + c = 0, d’où b = 

b) Pour a = 5, on trouve rn(5; – 1; – 2).

 Une recherche d’ensemble
Les outils :
�  Centre de gravité.
�  Produit scalaire.
�  Équation d’une sphère.

Les objectifs :
�  Savoir déterminer un lieu (double inclusion).
�  Savoir traduire analytiquement des relations vectorielles.

1. YAN + YAM = 2 ZAI où I est le milieu de [MN].
Donc [1] ⇔ RAB + 2 ZAI = r0 ce qui signifie que (AB)
passe par I.
2. a) AB2 + YAM · YAN = AB2 + (ZAI + RIM) · (ZAI + ZIN)

= AB2 + AI2 + ZAI · (RIM + ZIN) + RIM · ZIN = 0;

soit AB2 + AB2 – IM2 = 0 et [2] ⇔ IM2 = AB2.

b) Il en résulte IM = IN = AB et M et N appartien-

nent à la sphère de centre I et de rayon AB.

3. Réciproquement, si M et N sont des points diamé-
tralement opposés de S′, alors la relation [2] est vérifiée
(d’après les équivalences de 2. a)).

Et, puisque RBA = ZBI et I est le milieu de [MN], A

est le centre de gravité du triangle MNB donc [1] est
vérifiée.
4. Deuxième solution 

a) RAB + UAM + YAN = r0 ⇔ 

4. Équation cartésienne d’un plan
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Apprendre à chercher (page 396)
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AB2 + IAM · YAN = 0 ⇔ a2 + xx′ + yy′ + zz′ = 0.
En exprimant x′, y′ et z′ en fonction de x, y et z, et

puisque I a pour coordonnées  :

 ⇒ a2 + x(– x – a) – y2 – z2 = 0

⇔ x2 + ax + y2 + z2 = a2 ⇔  + y2 + z2 = a2

⇔ IM2 = a2 ⇔ IM = a. 

Donc M appartient au cercle de centre I et de rayon

a.

b) Réciproquement, M et M′ sont diamétralement

opposés, donc  ⇔ RAB + OAM + RAN = r0

et [1] est vérifiée.

OAM · YAN = xx′ + yy′ + zz′ = x(– x – a) – y2 – z2

= –(x2 + ax) – y2 – z2

= –  – y2 – z2 +  = – IM2 + 

= – a2 +  = – a2 = – AB2, 

et [2] est bien vérifiée.

 Corrigé dans le manuel.

 1. cos kAOB =  donc kAOB = 

De même, cos kBOC = cos kCOA = .

2. a) Cela résulte des égalités ROB = 2 UOB′ et ROC = 3 UOC′.

b) OA = OB′ = OC′ = AB′ = AC′ = B′C′ =  : les
triangles OAB′, OAC′ et OB′C′ sont équilatéraux.

 1. RAB · YAC = 0 donc kBAC = .

2. a) A′(6 ; 8 ; 0) ; B′(4 ; 9 ; 0) et C′(5 ; 7 ; 0).

b) cos  mB′A′C′ =  ≠ 0 : dans l’espace, la projection

orthogonale ne conserve pas nécessairement l’ortho-
gonalité.

 A se projette en G, B en D et C en F.

 x = ri · UOA = 1 × OA × cos α;
y = rj · UOA = 1 × OA × cos β;
z = rk · UOA = 1 × OA × cos γ.
OA2 = x2 + y2 + z2 = OA2(cos2 α + cos2 β + cos2 γ),
d’où :

cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1.

 2. • UOE  et UOA

• UOE · UOA = 

• OE × OA = 

= 

• cos α = 

3. cos α =  et α ≈ 147,2°.

4. a = b = c; cos α = –  indépendamment des dimen-

sions du cube et α ≈ 109°.

 a) d(A; �) = 

b) Une équation de � est y – z – 1 = 0, donc :

d(A; �) = 

 1. Dans le repère orthonormal (A; ZAI, UAD, UAE) :
A(0; 0; 0), B(2; 0; 0), C(2; 1; 0), D(0; 1; 0), E(0; 0; 1),
F(2; 0; 1), G(2; 1; 1), H(0; 1; 1), I(1; 0; 0).
2. AIF(1; 0; 1) et ZIH(– 1; 1; 1) ne sont pas colinéaires.
Soit M(x; y; z) un point du plan (IFH).

ZIM = αoIF + βZIH se traduit par 

Soit x + 2y – z – 1 = 0.

3. d(G; (IFH)) = 

a
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4. Soit K le projeté orthogonal de G sur (IH) :
ZHI · UHG = UHK · UHG ⇔ 2 = 2 HK ⇔ HK = 1,

puis KG2 = HG2 – HK2 ⇔ KG2 = 4 – 1 = 3 ⇔ KG = 

Or  donc le projeté orthogonal de G sur

(IJH) n’appartient pas à la droite (IH).

 1. d(M; �) = d(M; �)

⇔ 

⇔ 

⇔ 

⇔ M(x ; y ; z) ∈ ∏ ∪ ∏′.
2. Zn∏(3; 1; 0) et Zn∏′(1; – 3; 4); Zn∏ · Zn∏′ = 0,
donc ∏ ⊥ ∏′.

 1. ZnP(1; 1; – 2), ZnQ(1; 1; 1); ZnP · ZnQ = 0 ⇔ P ⊥ Q.

2. d(A; P) = 

d(A; P) = 

3. ABCD est un rectangle, donc : 
d2(A; d) = AC2

= AB2 + AD2

= 

= 9,
donc d(A; d) = 3.

 a) �2 : 2x + z – 5 = 0.
b) in1 · in2 = 2 – 2 = 0 : les plans �1 et �2 sont perpen-
diculaires.

c) d(B, �1) = 

d(B, �2) = 

d) d2(B, d) = d2(B, �1) + d2(B, �2) = ,

d’où d(B, d) = .

 1. • I = J ⇔ A, B, C et D coplanaires, donc I ≠ J.
• UMA + UMB = UMC + UMD ⇔ 2 RMI = 2 RMJ

⇔ I = J,
ce qui est impossible.

⇔ M ∈ P1, 
plan médiateur du segment [IJ].

2. AB = CD donc : MA2 + MB2 = MC2 + MD2

⇔ 2 MI2 +  = 2 MJ2 +  

⇔ MI2 = MJ2 ⇔ MI = MJ. 
Donc P1 = P2.

 1. �(ABDM) =  × AM × �(ADB) = 

2. a) RBK = TBM + RBD.

b) RBK · IAM = IBM · IAM + 0

= AM2 = .

RBK · RAD = 0 + RBD · RAD = AD2 = 

RBK · IMD =  –  = 0.

c) On démontre l’égalité RDK · RMB = 0 de la même
manière en exprimant RDK en fonction de IDM et RDB.
d) (BK) et (DK) sont deux hauteurs du triangle BDM :
K est l’orthocentre du triangle BDM.
3. RAK · RMB = RAD · RMB + RDK · RMB = 0 + 0 = 0.
De même, RAK · UMD = RAB · UMD + RBK · RMD = 0 + 0 = 0.
Orthogonale à deux droites sécantes du plan (BDM),
la droite (AK) est perpendiculaire à ce plan.
4. a) En appliquant le théorème de Pythagore dans

les triangles ADM et ABM, BM = DM = .

Ou, peut-être plus dans l’esprit de l’énoncé : K est le
barycentre du système {(M, a2) ; (I, 2)} avec I milieu
de [BD] donc la hauteur (AK) est aussi médiatrice de
[BD].

AI2 =  donc

Aire (BDM) = AI × BD = 

b) Dans �+*,  = 1⇔ a = .

�(ABDM) = AK et AK = .

 a) 2x – y + 2z – 2 = 0
b) x – 3y + 3z + 5 = 0.

3.
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 a) RAB(– 1 ; 1; 1), et soit ru(1; 1; 1) un vecteur
normal au plan �. RAB et ru ne sont pas colinéaires
donc la droite (AB) n’est pas perpendiculaire au plan �.
• Notons rn(a; b; c) un vecteur normal au plan �.
rn · RAB = – a + b + c = 0 et rn · ru = a + b + c = 0, d’où a = 0
et b = – c. Le vecteur rv(0; 1; – 1) est normal au plan �
qui admet une équation de la forme y – z + d = 0.
A appartenant à �, d = 0 et y – z = 0.
b) Avec les mêmes notations, RAB(0; – 2 ; 1) et ru(1; 0; 1)
ne sont pas colinéaires et (AB) n’est pas perpendicu-
laire au plan �.
• tn · RAB = – 2b + c = 0 et rn · ru = a + c = 0, d’où si on
choisit b = 1, le vecteur (–2; 1; 2) est normal à �. Puis :

– 2x + y + 2z + d = 0 et d = 0,
– 2x + y + 2z = 0 est une équation du plan �.
c) Avec les mêmes notations, RAB(– 1; – 2; 2) et
ru(2 ; 0; 1) ne sont pas colinéaires et (AB) n’est pas
perpendiculaire au plan �.
• rn · RAB = – a – 2b + 2c = 0 et rn · ru = 2a + c = 0 d’où, si

on choisit a = 1, le vecteur  est normal à �.

Puis x – y – 2z + d = 0 et d =  : x – y – 2z +  = 0

est une équation du plan �.

 1. Le vecteur rk(0; 0; 1) est orthogonal au vec-

teur on1  normal à �1, donc (Oz) est paral-

lèle à �1. De même, rk est orthogonal à in2 ,
normal à �2, donc (Oz) est parallèle à �2.
rk étant un vecteur normal à (xOy), celui-ci est per-
pendiculaire aux plans �1 et �2.

2. • d1 : 

Donc d1 passe par A  et a pour vecteur

directeur iv1

• d2 : 

Donc d2 passe par B(0; 1; 0) et a pour vecteur direc-

teur iv2

3. ru  et rv ;

ru · rv =  × cos (ru, rv), 

soit 2 =  × cos (ru, rv), 

d’où cos (ru, rv) =  et (ru, rv) = 30°.

 1. a) CF = CH = FH = 

b) • AC = AH = ; GC = GH = 1; IC = IH (car I est
le centre du cercle circonscrit au triangle équilatéral
CFH), donc A, G et I appartiennent bien au plan
médiateur du segment [CH].

• AC = AF = ; GC = GF = 1; IC = IF, donc A, G
et I appartiennent bien au plan médiateur du segment
[CF].

c)  ⇒ (AG) ⊥ (CFH).

 ⇒ (AI) ⊥ (CFH), donc (AG) = (AI).

2. F(0; 0; 0), E(1; 0; 0), G(0; 1; 0), B(0; 0; 1), A(1; 0; 1),

C(0; 1; 1), D(1; 1; 1), H(1; 1; 0) et I

a) CF =  = FH = CH.
b) Le plan médiateur de [CH] a pour vecteur normal
UCH(1; 0; – 1) et passe par le milieu de [CH] de coor-

données .

x – z = 0 est une équation de ce plan médiateur, vérifiée
par les coordonnées des points A, G et I.
De la même manière, y + z – 1 = 0 est une équation du
plan médiateur de [CF], vérifiée par les coordonnées
de A, G et I.
c) UAG · ZFC = 0 et UAG · EFH = 0 : UAG est orthogonal à
deux vecteurs non colinéaires du plan (CFH), donc
(AG) ⊥ (CFH). 

D’autre part, ZAI = UAG, donc (AG) passe par I.

 1. RΩA(– 3; 1; – 2) et ΩA = 
2. UΩM (x – 2 ; y + 1; z – 3);
ΩM2 = (x – 2)2 + (y + 1)2 + (z – 3)2.
3. ΩM2 = ΩA2 ⇔ (x – 2)2 + (y + 1)2 + (z – 3)2 = 14.

 Corrigé dans le manuel.

 1. ΩA2 = 2 et x2 + y2 + (z – 1)2 = 2.
2. ΩA2 = 66 et x2 + (y – 5)2 + (z + 1)2 = 66.
3. ΩA2 = 9 et (x + 2)2 + (y – 2)2 + (z – 1)2 = 9.

 1. Ω  AB =  

r =  et une équation de la sphère est :

(x – 2)2 + 

2. UMA · TMB = 0 
⇔ (x – 5)(x + 1) + (y – 5)(y – 2) + (z – 5)(z – 2) = 0
⇔ x2 – 4x – 5 + y2 – 7y + 10 + z2 – 7z + 10 = 0

⇔ (x – 2)2 + 
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 1. (x – 1)2 + (y – 1)2 + (z – 2)2 = 11
2. �A : x + 3y – z – 13 = 0 ;
�B : x + 3y – z + 9 = 0.

 d(A; �) = 

Donc la sphère cherchée a pour équation :

(x – 2)2 + (y + 2)2 + (z – 2)2 = 

 1. 2 – 2 + 2z – 4 = 0 soit z = 2.
2. rn(1; – 2; 2) est normal à � et de norme 3, d’où :

in1(1; – 2; 2) et in2(– 1; 2; – 2).
3. (AΩ1) est perpendiculaire au plan � et AΩ1 = 3 :
S1 est tangente en A à �.
4. Ω1 (3; – 1; 4), Ω2 (1; 3 ; 0) et r = 3, d’où :

S1 : (x – 3)2 + (y + 1)2 + (z – 4)2 = 9 ;
S2 : (x – 1)2 + (y – 3)2 + z2 = 9.

 1. Soit H le projeté orthogonal du point M
sur la droite (AB). Puisque AB = 8, 

UAB · UAM = – 12 ⇔ UAB . UAH = – 12 ⇔ UAH = –  UAB.

L’ensemble cherché est le plan perpendiculaire à (AB)
passant par H.
2. Soit I le milieu de [AB].

UAM · UBM = (ZAI + RIM) · (ZBI · RIM) = –  + IM2.

UAM · UBM = – 12 ⇔ –  + IM2 = – 12 ⇔ IM2 = 4 

⇔ IM = 2 
⇔ M ∈ S (où S est la sphère de centre I et de rayon 2).

 Soit G le barycentre de (A, 1) et (B, 2) et I le
milieu de [AB].
a) (UMA + 2 UMB) · (UMA + UMB) = 0 ⇔ 3 UMG · 2 UMI = 0
⇔ UMG · RMI = 0 
⇔ M appartient au cercle de diamètre [GI].
b) (UMA + 2 UMB) · (UMA – UMB) = 0 ⇔ 3 UMG · UBA = 0
⇔ M  appartient au plan perpendiculaire à (AB) et
passant par G.
c) UMA · UMB = 2 UMA · UMC ⇔ UMA · (UMB – 2 UMC) = 0 [1].
Soit K le barycentre de (B, 1) et (C, – 2).
[1] ⇔ UMA · (– UMK) = 0 ⇔ UMA · UMK = 0 ⇔ M appar-
tient à la sphère de diamètre [AK].

 A(4; 0; 0), B( 0; 2; 0) et C (0; 0; 3) ne sont pas
alignés et définissent un plan.
• Soit rn (a; b; c) un vecteur normal à (ABC) : 
rn · TAB = 0 ⇔ – 4a + 2b = 0;
rn · TAC = 0 ⇔ – 4a + 3c = 0.

En choisissant a = 3, rn(3; 6; 4) et une équation du plan
(ABC) est 3x + 6y + 4z – 12 = 0 (que l’on pouvait
obtenir directement en utilisant la remarque faite
dans « Comprendre » page 385). Le tétraèdre OABC
est caractérisé par le système d’inéquations suivant :

 6x + 3y + 4z – 12 = 0 est une équation du plan
(ABC) et 2x + 3y + z – 6 = 0 est une équation du plan
(ACD), d’où le système d’inéquations caractérisant
le tétraèdre ABCD :

 

 Oui, car ru et rv sont orthogonaux et de norme 1.
On a deux possibilités yw et – yw.
Les coordonnées (x ; y ; z) de yw (et de – yw) vérifient :

 ⇔ 

D’où yw

 in1 · in2 = 2 – 2 = 0 : les plans �1 et �2 sont per-
pendiculaires.
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d(A, �1) =  ; d(A, �2) = 

d2(A, ∆) = d2(A, �1) + d2(A, �2) = 

d’où d(A, ∆) = .

 RAB (– 4 ; 1 ; 1) et RAC (– 2 ; 3 ; – 1) ne sont pas
colinéaires.

D ∈ (ABC) ⇔ RAD = x RAB + y RAC ⇔ 

Ce système n’admet pas de solution : les points A, B, 

C et D ne sont pas coplanaires (le couple  

est solution du système composé des deux dernières 
équations mais n’est pas solution de la première 
équation).
I appartient aux plans �1, �2 et �3 médiateurs respec-
tivement des segments [AB], [AC] et [AD].
Les coordonnées (x ; y ; z) de I sont solutions du

système : .

Le point I a pour coordonnées .

 rv et rn (2 ; – 1 ; – 1) normal au plan �, ne sont
pas orthogonaux : la droite d coupe le plan � en un
point B(x ; y ; z) et se projette orthogonalement selon
une droite d′ sur le plan �.

RAB est colinéaire à rv ⇔ ∃ k / RAB = krv 

⇔  ⇔ 

B ∈ � ⇔ 2(2 – k) – (2 – k) – (k + 1) + 3 = 0, d’où k = 3
et B(– 1 ; – 1 ; 2).

Soit H le projeté orthogonal de A sur le plan 3.

YAH est colinéaire à rn ⇔ ∃ k / YAH = krn

⇔  ⇔ 

H ∈ � ⇔ 2(2k + 2) – (2 – k) – (– k + 1) + 3 = 0,
d’où k = – 1 et H(0 ; 3 ; 0).

La droite d se projette en (BH) sur le plan �.

cos α =  et α ≈ 28,125°.

 Partie A :
1. RAB · RAC = 0 : le triangle ABC est rectangle en A.
2. RAB est colinéaire au vecteur rn(1 ; 1 ; 1) normal
au plan � : (AB) est perpendiculaire au plan � et
1 + 1 + 1 – 3 = 0 : le plan � passe par A.
3. �′ : x – z – 1 = 0.

4. ∆

Choisissons x = 1, alors M(1 ; 2 ; 0) : le vecteur
YAM(– 2 ; 4 ; – 2) est un vecteur directeur de ∆.

Partie B :
1. RAB · RAD = 0 et RAC · RAD = 0 : la droite (AD) est
perpendiculaire au plan (ABC).

2. �(ABDC) =  × AD ×  = 27.

3. cos kBDC = .

4. a) S = DB × DC × sin  =  × 9 ×  = 27.

b) Soit d la distance de A au plan (BDC) :

�(ABDC) =  × d × 27 = 27 d’où d = 3.

 1. AB = BC = CA = a  : ABC est équilatéral.
2. UOH · RAB = EOI · RAB + ZIH · RAB = 0 + 0 = 0.
(OH) est orthogonale à (AB) et par hypothèse à (IC)
donc au plan (ABC) et en particulier à (BC).
UAH · RBC = RAO · RBC + UOH · RBC = 0 + 0 = 0.
3. L’introduction d’un repère judicieusement choisi
n’arrive qu’à la question 4…

�(ABDC) =  × OC ×  = × OH × 

OH =  =  = 

4. a) Cela résulte de la nature de H : isobarycentre des
points A, B et C.

b) D  d’où :

RDA et DA = a .

De même, DB = DC = a  : ABCD est régulier.
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x 2– k–=
y 2– k–=
z 1+ k=




 x 2 k–=

y 2 k–=
z k 1–=






x 2– 2k=
y 2– k–=
z 1+ k–=




 x 2k 2+=

y 2 k–=
z k– 1–=






RBA YBH⋅
BA BH×
------------------------- 7

3
-------=
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x y z+ + 0=
x z– 1– 0=




1
3
--- AB AC×

2
-------------------------

RDB UDC⋅
DB DC×
------------------------- 54

54 2
------------- 2

2
-------= =

1
2
--- π

4
--- 1

2
--- 6 2 2

2
-------×

1
3
---
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1
3
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2
-------------------------- 1
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IC AB×
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-----------------------

OA OB OC××
IC AB×

------------------------------------------ a3

a
6

2
------- a 2×

--------------------------- a 3
3

----------
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3
---  ;  a

3
---–  ;  a

3
---–– 

 
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3

------  ; a
3
---  ; a

3
--- 

  2
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c) (OH) est contenue dans les plans médiateurs de
[AB], [BC] et [CA] : Ω ∈ (OH).
Comme ROΩ est colinéaire à YOH, les coordonnées de
Ω sont de la forme (x ; x ; x).

ΩA2 = ΩD2 ⇔ (a – x2) + 2x2 = 3  ⇔ x = .

Donc Ω .

 1. b) UOG = (2 UOA + 3 ROB); G(2; 3; 0).

2. a) (UMO + 2 UMA + 3 UMB) · UMC = 0 ⇔ UMG · UMC = 0
⇔ M appartient à la sphère de diamètre [CG].

b) UMG · UMC = 0 ⇔ x(x – 2) + y(y – 3) + z(z – 4) = 0
⇔ x2 – 2x + y2 – 3y + z2 – 4z = 0

⇔ (x – 1)2 + 

3. Notons � l’intersection de S et du plan d’équation
x = 0.

M(x; y; z) ∈ � ⇔ 

⇔ 

� est le cercle de centre Ω , de rayon  dans
le plan (yOz).
4. MO2 + 2 MA2 – 3 MB2 = 24 
⇔ (UMG + UGO)2 + 2(UMG + UGA)2 – 3(UMG + RBG)2 = 24
⇔ 2UMG · (UGO + 2UGA – 3RGB) + GO2 + 2GA2 – 3GB2 = 24
⇔ UMG · (UGO + 2RGA – 3RGB) = 0.
Or, le vecteur UGO + 2UGA – 3RGB a pour coordonnées
(12; – 18; 0), donc :

MO2 + 2MA2 – 3MB2 = 24 ⇔ UMG · ru = 0,
avec ru = 2ri – 3rj. L’ensemble � est donc le plan passant
par le point G et de vecteur normal ru.

 1. b – 2. a – 3. c – 4. a ; b – 5. a.

 1. F – 2. V – 3. V – 4. V – 5. V.

 1. Cours.

2.  ⇔ 2x + 1 = 0

ou 2y + 2z – 3 = 0.

a
3
---– x– 

  2 a
6
---

a
6
---  ; a
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---  ; a

6
--- 

 
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1
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z 2–( )2

+
29
4
------ .=

x 1–( )2 y 3
2
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z 2–( )2 = 29

4
------+ +

x = 0



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y 3
2
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z 2–( )2 = 25

4
------+

x = 0



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2
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x y z 1+ + +

3
---------------------------------- x y– z– 3–

3
--------------------------------=


