chapitre

14 1e produit scalaire dans I'espace

Activités (page376)

[ACTIVITE 1]

B3 AB=J(—2-2+(2-2)+(2+2)
= f32=4.2;
de méme, AC=AD=BC=BD=CD= 4,2 :les
faces du tétraedre sont des triangles équilatéraux.

3. a) (AB), perpendiculaire au plan P, est orthogo-
nale a toutes les droites de ce plan et, en particulier,
(AB) Ld.

b) d est orthogonale a (AB) et a (BC), deux droites
sécantes du plan (ABC), donc d est perpendiculaire
a (ABCQ).

¢) d, étant perpendiculaire au plan (ABC), est
orthogonale a toutes les droites de ce plan et, en
particulier, d L (AC).

[ACTIVITE 2]
1. A(3;0;0), B(3;3;0), C(0;3;0), D(0;0;0),
E(3;0;3), F(3;3;3), G(0;3;3), H(0;0;3).
2.a) (AB) est perpendiculaire a (BC) et (BF),
deux droites du plan (BCG) : (AB) est donc per-
pendiculaire a ce plan et orthogonale a toutes les
droites de ce plan, donc (AB) L (FG).
b) AB(0; 3;0), FG(3; 0; 0).
¢)xx' +yy +2z7' =0.

Travaux dirigés (page3s7)

2 2
ﬂl.a)ﬁ-ﬁ:@-ﬁ:%;ﬁ-ﬁf:—%.

b) AB-CD = AB-(AD - AC) = 0.

¢) Méme méthode qu’en b).

d) ICD estisoctle : lamédiane (I1J) est aussi hauteur.
2.2) AG-CD = (AB + BG)-CD

= AB-CD + ZBJ -CD =0,
Deméme,m-@=0.
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3.a) (BF) L (ABC) donc (BF) L (AC).

b) BE(0; 0; 3), AC(-3; 3;0).

c)xx’+yy +zz' =0.

4.2a) (DF) et (HB) ne |, [ F
sont pas perpendicu- '
laires, car DBFH est

3
un rectangle non carré.
b) DE(3; 3; 3),
HB(3; 3;-3). D 32 B

)xx' +yy +277=9+9-9=0.

5.a)1(§- 3. 3).

2’2
Br(.3. 3.
b)BI(_Q’_§’3)'
’ ’ /__9_9 _
)xx' +yy +z7" = 3 2+9—0.

On peut conjecturer que (BI) et (DF) sont perpen-
diculaires.
6.b) Dans le repere orthonormal (O; u, k) avec u

colinéaire 2 DB (?t = Lﬁ) :
3.2
B(3.42:0), I(#; 3),F(3ﬁ;3),

ﬁ(-3’7ﬁ; 3),DT?(3J§ :3).

DouBI-DF=-9+9=0
donc (BI) L (DF).

(AG) est orthogonale a deux droites sécantes du
plan (BCD). Donc (AG) est perpendiculaire au
plan (BCD).

b) Droites passant par un sommet et le centre de
gravité de la « face opposée ».

3.a) O est le barycentre de (A, 1), (G, 3), donc
O e (AG).

TO:%KG);AG:ag;AO:aéé.

b) O est le barycentre de (I, 2), (J, 2).



¢) OA=0B= a%6 ,Ol = # (triangle AOB par
exemple).
d) OA=0B=0C=0D.

O est le centre de la sphére circonscrite au tétragdre.
2 2

i A5 3a . _a __1
4.a) OA OB——8—,cosa— 8,cosoc— 3

b) o= 109,5°.
¢) Par symétrie.

H a) 109,5°.
b)a=1,78x10"10m.

H1.DA-BC+DB-CA +DC-AB

=DA-(BD + DC) + DB-(CD + DA) +
DC:(AD + DB)

=DC- (DA +AD)+DB(CD +DC) + DA(BD +DB)

=0.

2. Doncsi (AB) L (CD) et (AC) L (BD), par exem-

ple, alors, d’apres 1. :

AD-BC =DB-CA +DC-AB =0.

H 1. a) (AA’) est la hauteur issue de A, du tétragdre.
(AA’) est orthogonale a toute droite du plan
(BCD), donc a (CD).

(CD) est orthogonale a (AA’) et (AB), droites
sécantes du plan (ABA”) : (CD) est perpendiculaire
au plan (ABA”) et (CD) est orthogonale a (BA”).
b) (BC) est perpendiculaire au plan (ADA”) (car
(BC) orthogonale a (AD) et (AA”)).

D’ou (BC) L (DA").

Donc (DA”) est hauteur du triangle BDC.

¢) Méme méthode qu’en a) et b).

d) (AA") L(DC) et (A’K) L (DC),

donc (AK) L (DC).

Or (AA”) L (DC); on déduit (AB’) = (AK).
(AA’) et (BB’) sont deux hauteurs du triangle
ABK. Elles sont coplanaires. .. et sécantes.

e) De méme, (AA’) et (CC’) sont sécantes, ainsi
que (BB’) et (CC).

Ce¢ (ABK); (CC’) coupe (ABK) en un point uni-
que qui est sur (AA”) et (BB’) : c’est H.

De méme pour (DD’).

2. (BA’) L (CD) et (AA") L (CD), donc (CD) est
perpendiculaire a (AA’B).

Conséquence : (CD) est orthogonale a (AB).
Méme méthode pour les deux autres paires d’arétes.

X .
1.2+2 4% =1 soit encore
a b ¢

(bc)x + (ac)y + (ab)z —abc =0

labc]|

2.h= ———,d’ou
2,22
Na b c
1_pC+d’Crd’’ 1 11
h2 a2b262 a2 b2 02
1 1 ab ., .~ _abc
3.V—§S,h—§XCX7 d’ou S = 3
4Sz_a2b262_(1+1+1) a’b’c
- 2 T\ 272772 4
4h a b” ¢
_azbz*_icz_'_azc2
T4 4 4

= (aire OAB)? + (aire OBC)? + (aire OAC)2.
« Théoreme de Pythagore dans I’espace » : Dans
un triedre trirectangle, le carré de I'aire de la face
non rectangle est égale a la somme des carrés des
aires des trois faces rectangles.

H 1. Les points A, B et C vérifient I’équation
;-C + %’ +z=1
Ces points n’étant pas, par construction, alignés, ils
déterminent un unique plan P dont une équation
estdonc2x +3y +6z-6=0.
Des deux demi-espaces de frontiere P, celui qui
nous intéresse est celui qui contient le point O,
donc d’inéquation 2x + 3y + 6z -6 < 0.
x=0,y=0,z=0
2x+3y+6z-6<0

2,3et4.Parlecalcul,De ¢, E¢ €,,Fe €,,Ge ¢,.
L’ensemble €, est le tétracdre (de sommet O)
hachuré.

D’oti le systeme : {
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H Notons P le plan médiateur du segment [AB]. Le
milieu M est équidistant de A et B.
Soit N un point du plan P, (N ¢ (AB)). Les points
A, B et N ne sont pas alignés. La droite (AB) est
orthogonale a toutes les droites contenues dans le
plan P donc en particulier a la droite (MN).
Il en résulte que la droite (MN) est (dans le plan
(ANB)) la médiatrice du segment [AB] et donc
que N est équidistant des extrémités A et B : tout
point de P est équidistant de A et B.
Réciproquement, soit N un point de I’espace
(N ¢ (AB)) équidistant de A et B. Dans le plan
(ABN), (NM) est perpendiculaire a (AB) et passe
(bien s(r...) par le milieu M de [AB], donc (NM)
est contenue dans le plan P et N appartient a P.
Tout point équidistant de A et B appartient au
plan P.
Conclusion, P est I’ensemble des points de I’espace
équidistants des extrémités A et B.

H 1. M(3;0;1).

2. (AB) est orthogonale a toutes les droites

contenues dans le plan P donc, vectoriellement,

MN - AB =0. Le vecteur AB est un vecteur normal

au plan P.

3. AB(2;2;-4) d’oi1 une équation de P s’écrit :

2x+2y-4z+d=0.

P passe par le point M donc :
2x3+2x0-4%x1+d=0,

soitd=-2et2x+2y—-4z-2=0.

Une équation cartésienne de Pestx + y—2z-1=0.

Corrigés des exercices

(page 394)

1. Produit scalaire dans le plan
L1 Corrigé dans le manuel.
B w,ulrety Ls.

a) u(2; 5) est un vecteur normal 2 d. Le vecteur
u(5; - 2) orthogonal & 1 est donc un vecteur normal 2 A,
A admet donc une équation du type 5x — 2y + ¢ = 0.
A(5; 3) appartenanta A,25-6+c=0etdoncc=-19.
D’ou une équation de A: 5x —2y — 19 =0.
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4. a) CD(-7;4;4) donc une équation du plan média-
teur de [CD] est de laforme—7x+4y+4z+d=0.Ce

plan passe par le milieu MG ; 05 3) de [CD]donc:
7 . 17
) +12+d=0,soitd =— >

et une équation est — 7x + 4y + 4z — 12—7 =0.

b) EF(S,-7,-2),M(2, o

est une équation du plan médiateur de [EF].

—1)et5x—7y—22—4:0

ﬂl.P1:—2x+2y+5z+§ =0;

PZ:x—Sy—3z+% =0;

P3:-3x+3y-2z+5=0.
2. Qest, d’apres la partie [l , équidistant des quatre

points A, B, C et D : c’est le centre de la sphere
circonscrite au tétracdre ABCD.

—2x+2y+5z+1§3—=0

3
2—0

-3x+3y-2z+ 5=0

x-5y-3z +

Ce systeme admet comme unique triplet solution
135 1
L z) du centre Q.

9 25 25 134 J134
_ 2 _ =27 =N
4. r _AQ_16+16+4 16 donc r

B el
. q Y73 2) =16

équation de la sphere circonscrite au tétracdre
ABCD.

les coordonnées (

est une

b) n(1;-3) est normal a d et u(3; 1) est normal a A qui
admet une équation de la forme 3x + y + ¢ =0.
A(-1;2)e Ad’ouc=1etune équationest3x+y+1=0.

BN 2) AB(- 5; 1) est normal a la médiatrice de
[AB]. Celle-ci admet donc une équation de la forme :
-5x+y+c=0.

Elle passe par le milieu I@ ; g) d’ou-5x% g + % +c=0
etc=6et—5x+y—6=0est une équation de la média-

trice du segment [AB].



b) AB (7 ;- g) est un vecteur normal a la médiatrice d

de [AB] qui admet une équation de la forme :

7x—§y+c:O.

Elle passe par I( ; g) Une équation est donc :

8 269
Tx — 3Vt g = =0.

BEN CI - DJ=(CB +BI)- (DC + CJ)
=CB-DC+CB-CJ+BI-DC+BI-CJ
=0+2CJ2-2BI2+0=0.

Les vecteurs CI et DJ sont orthogonaux et les droites

(DJ) et (CI) sont perpendiculaires.

(6 ] Corrigé dans le manuel.

WA AB(4:2) ct AB= 42 +27=2./5
AC(8;-2) et AC = /8% + (=2)* =2./17
BC(4:—4) et BC= /4% + (—4)2=4./2

cos ABC = 28 _ 7485

.

degré), puis ABC =108° et ACB = 31°.

|-4+3-5|
NP 41

laire est égale a 12 (unités d’aire).

et BAC = 41° (arrondi au

d(A, (BC)) = =3.2 et BC = 4.2 donc

2. Produit scalaire dans I’espace

Corrigé dans le manuel.

BEMAB(-1;1;-4)et AB=3./2;
AC(-2;0;-1)et AC= .5 ;
BC(-1;-1;3)etBC= J/11.

cos BAC = @ d’oﬁﬁA\C=51°;
cos—ATB\sz—Al/—l22 d’oﬁKB\C:SF’;

cos ACB = -1 d’ott ACB = 98°.
J35

Corrigé dans le manuel.

AB2-BC? + CD?-DA?

= (AB + BC) (AB BC) + (CD + DA) (CD-DA)
= AC (AB + CB) +CA - (CD +AD)

—AC (AB+CB+DC+DA)

-2 AC-DB.

Dans un tétragdre régulier, AB*= BC?= CD?= DA’ID?
en résulte que AC - DB = 0. Les arétes [AC] et [DB]
sont orthogonales.

On démondre de méme que [AB] et [CD] d’une part,
[AD] et [BC] d’autre part, sont orthogonales.

O?A‘ﬁzaxaxcosgzéaz.

e L e triangle SAC est rectangle en S (théoréeme de Py-

thagore), donc SA - SC=0et SA - AC=SA -AS =— 2.

Oﬁ-HA:O;

* EI-HC=EI-EB=EI- EF = 12

«El-Gi=0;

“IE-IA=IE-IE= ;a2

eJH-JD=JG+GH)-JD =JG-JD+GH-JD
=1G-IC+GH - GH=-ja+a=3a

BN . AB-AC=20+1-18=3;
eAB-CD=-5-4+9=0;

— 45 21
*DB-AC=8+4-2=-3;

-ﬁ-@:-%ﬁ-(ﬁ):o.

3. Orthogonalité dans I’espace

il -1 3,3

5 =-2#0:uetvne sont pas
orthogonaux.

W v=-2+1+.2+1-2 =0:uetvsont
orthogonaux.
Corrigé dans le manuel.

18 ﬁ-;:aﬁ+§a+l.

ﬁJ.?(:)ocﬁ+goc+1:0<:>(x:— 3 .
3 3.3+2

EN AB(-2;7;5) etu(-4;1;-3).
AB-u=8+7-15 =0:@etﬁsontorthogonauxet
la droite d est orthogonale a la droite (AB).

A AC = %@ donc C appartient bien a (AB).
De plus, AB - CD =0 : le point C est bien le projeté
orthogonal du point D sur la droite (AB).

| 21 N2 AB(2;0;-2), AC(-1;-2:;-1),DE(2;-2:2).
AB et AC ne sont pas colinéaires donc les points A,
B et C ne sont pas alignés.
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AB-DE=0e¢tAC-DE=0:le vecteur D DE orthogo-
nal aux deux vecteurs non colinéaires AB et AC est
normal au plan (ABC).

B AB(-1 ;-
néaires.
v-AB=0etv-AC =0 donc le vecteur v est normal
au plan (ABC).

1:1)et AC(1;5 ;1) ne sont pas coli-

| 23 JrEe %(102—82—62):O:Iesvecteursﬂet;

sont orthogonaux.

IZZA Quels que soient les vecteurs u et v,

(u+ ) (= v) =l [P

Dongc, si (u + v) et (u — v) sont orthogonaux, alors
llell? = VI et llell = V]I

4. Equation cartésienne d’un plan

EA1.McPoAM - u=0.

2.a) a, b et ¢ sont les coordonnées, dans cet ordre, du
vecteur u. Le coordonnées de A vérifient I’équation
ce qui permet d’obtenir d.

(page 396)

Plans perpendiculaires
Les outils :
o Produit scalaire dans I'espace.
o Equation de plan, vecteur normal & un plan.
o Résolution d’un systéme linéaire 2 x 2.
Les objectifs :
o Savoir déterminer un vecteur normal a un plan.
o Savoir déterminer une équation de plan.
1.a)u(l;-1;3).
b)P LI < n-u=0;
n est normal 2 9 donc orthogonal a tout vecteur direc-
teur d’une droite contenue dans le plan 2 : AB - 1 =0.
2. a) En ajoutant membre & membre :
2a
? 5
et en retranchant membre a membre :
—2b+c=0,doub=<

2a +5¢=0,dolic=-

_a
25
b) Pour a = 5, on trouve n(S; -1;-2).
Une recherche d’ensemble

Les outils :

o Centre de gravité.

o Produit scalaire.

o Equation d’une sphere.
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b) u et v sont colinéaires : tout vecteur orthogonal a

I’'un est orthogonal a I’autre.

Avec le vecteur v on obtient 'équation (équivalente) :
kax + kby + kcz + kd =0

3. Cours.

Corrigé dans le manuel.

Bl o) 2x-3y-z+c=0et2./2 +6-5+c=0,donc:
c=-1-2.2,

et une équation de Pest 2x—3y—z—1-2,2 =0.

b) ﬁx+2y+c:Oet—6+c:0,doncc:6etune

équation de P est »/3x +2y +6=0.

EENa) 0 :2x-y+37-7=0.
b)2:x+2y+3z-8=0.

Corrigé dans le manuel.
\10+3 +12 - 5\ 20 10ﬂ

A/2 + (- 1) +3° ﬂ ’

Kl iA;P)=

2 _
b) d(A;P) = L:i:#_
AIOZ +1%+ (—1)2 V2
Les objectifs :

o Savoir déterminer un lieu (double inclusion).
 Savoir traduire analytiquement des relations vectorielles.
1. AN + AM =2 Al ol I est le milieu de [MN].
Donc [1] < AB + 2 Al = 0 ce qui signifie que (AB)
passe par L.
2.2) AB2+ AM - AN = AB? + (Al + IM) - (Al + IN)
=AB2+ A2+ Al-(IM+1IN)+IM - IN = 0;

soit AB? + 411 AB2-IM?=0et 2] & IM2 = 2 AB2.

b) llen résulte IM =IN = g AB et M et N appartien-

nent a la sphere de centre I et de rayon g AB.

3. Réciproquement, si M et N sont des points diamé-
tralement opposés de S, alors la relation [2] est vérifiée
(d’apres les équivalences de 2. a)).

Et, puisque BA = %ﬁ et I est le milieu de [MN], A
est le centre de gravité du triangle MNB donc [1] est
vérifiée.
4. Deuxieme solution

xX+x'+a=0

a) AB+ AM+AN=0o{y+y'=0
z+7'=0



AB2+ AM-AN=0&a? +xx’ +yy + 27 =0.
En exprimant x’, y’ et z’ en fonction de x, y et z, et

puisque I a pour coordonnées (—g ;0; 0) :

{E+AM+H\I=6

R =a+x(-x-a)-y*-z?=0
AB’+ AM. AN=( 4 H¥C¥ma)-yioz

2
a 5
<:>x2+ax+y2+z2=a2<:>(x+§) +y2+z2:‘_1a2

@IMzzgaZ@IMzﬁa.

2
Donc M appartient au cercle de centre I et de rayon
5
2
(page 397)

Distances, angles et orthogonalité

Corrigé dans le manuel.

—= OA-OB 1 - T
34 §R = 0~ - ==
EEZH 1. cos AOB OAXOB > donc AOB 3

De méme, cos BOC = cos COA = % .
2. a) Cela résulte des égalités OB =2 OB’ et OC =3 0OC.

b) OA = OB’ = OC’' = AB’= AC'=B'C’ = /2 :les
triangles OAB’, OAC’ et OB’C’ sont équilatéraux.

I.E-E:Odoncm:g.

2.a) A’(6;8;0);B(4;9;0)etC'(5;7;0).
ST A 1 Lo
b) cos BA’C’ = — #0: dans ’espace, la projection
J10
orthogonale ne conserve pas nécessairement 1’ortho-
gonalité.

A se projetteen G,BenD et CenF.

Z=?~O*I)A=1><OAxcosoc;
y=]-OA=1x0AXcosB;
z=k-OA=1x0OA XcosY.

OA2 = x2 + y? + 72 = OA?(cos? a. + cos? B + cos? ),
d’ou:

2

cos? o + cos? B + cos? y=1.

38 ke ,.%_E-Z_’-E) %(_E._I_’._E).
2 OE( 2:5:5) etOA(-5:- 2~ §);

b) Réciproquement, M et M’ sont diamétralement
xX+x'+a=0
opposés,donc yy +y'=0 & AB+AM+AN=0
z+27'=0
et [1] est vérifiée.
AM - AN =xx’ +yy' + 22’ =x(—x —a) - y> - 22
=—(x2 +ax) - y? - 72

2 a a’
:—(x+g) 2724 T =-IM2+ =

5 a
=—a2+= =—-a’?=-AB?,

et [2] est bien vérifiée.

2+b2+ 2 2+b2+ 2
e OExOA = |4 € x| ¢
4 4
_a2+b2+c2_
- Lrore,
ecos o IOETOA _a’—p’-¢’
OExOA a2+b2+cz'
3coso= 2—100-4_ 95 14720,

9+100+4 113

4.a=b=c;coso=— % indépendamment des dimen-

sions du cube et o = 109°.

EER® o) d(A;0) - 22223012 6

Jiri+1 6 3

b) Une équationde Q esty—z—1=0, donc:
0+1-1-1

d(A;Q):M:i:ié.

Jo+1+1 2 2

IZNS 1. Dansle repere orthonormal (A; Al AD, AE):
A(0;0:0), B(2;0;0), C(2;1;0), D(0; 1; 0), E(0; 0; 1),
F(2;0;1), G(2;1;1),H(0;1; 1), I(1; 0; 0).

2.1F(1; 0; 1) et TH(- 1; 1; 1) ne sont pas colinéaires.
Soit M(x; y; z) un point du plan (IFH).

x-1=a-
IM = oIF + BIH se traduit par {y =B
z=0+f

Soitx +2y-z-1=0.
2+2-1-1 2 /6
J+a+1 J6 3
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3.d(G; (IFH)) =



4. Soit K le projeté orthogonal de G sur (IH) :
HI-HG=HK-HG ©2=2HK o HK =1,

puisKG2=HG?-HK? = KG?=4-1=3=KG = ./3.
J6

Or /3% 3 donc le projeté orthogonal de G sur

(IJH) n’appartient pas a la droite (IH).

WL 1. 4(M; P) = d(M; 2)

- \x+2y—21—1\=\2x—y+2z+1\
fi+drd  Jari<a

S x+2y-2z-1=2x-y+2z+1]
3x+y=0

& Jou

x-3y+4z+2=0
©Mx;y;z)e [TUIT.
2.np(3;1;0) et npp(15-3;4); nyy - npp = 0,
donc [T LIT"

EERQ 1. 1,(1;1;-2),n6(1;1;1);np 1o =0 P LQ.
2+1-4-1 2 .J6

2.d(A;P)= == =10 ™
Jix1+d o 3 S5
aamo2r1xd s A | O
JTei+1 33
3. ABCD est un rectangle, donc : Py Q
dX(A;d) = AC?
= AB? + AD?
_6,1
9 9

=9,
donc d(A;d)=3.

za)@zz2x+z—5=0.

b) ny - ny=2-2=0:les plans P, et P, sont perpen-
diculaires.

-1-0-442] 3 f3
c)d(B,Qpl)= =—=/\/i

J12+<—1>2+<—2)2 Jo N2
-2+0+2-5] y

A/22+0 +1°
13

d) (B, d) = (B, P,) + (B, P) =3 +5=2,

d'ol d(B, d) = E .

EEI. LeI=J=A,B,CetD coplanaires, doncI#J.
e MA + MB = MC + MD < 2MI =2 MJ
1=,

dB,®,) =

ce qui est impossible.
IMA + MB| = [MC + MD| & |[MI| = [MJ]|
<Me P,
plan médiateur du segment [1J].
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2. AB = CD donc : MA? + MB2 = MC? + MD?

©2MP+ ﬁ =2MJ% + cD’

2 2
© MI2=MJ? & MI =M.
Donc P; =P,.

RS 1.7(ABDM) = X AM x sl(ADB) = -
2

o 1

2.a) BK = BM + —— BD.
a +2 a +2
b) BK - AM = BM-AM +0
a +2
2
= 5— AM?= 21
a +2 a +2
— o 1 o oo 1 , 1
BK-AD=0+ BD:-AD= AD- =
2 2
a +2 a +2 a +2
BK-MD=—1— - -1 -0
a+2 a +2

¢) On démontre I’égalité DK - MB = 0 de la méme
maniére en exprimant DK en fonction de DM et DB.
d) (BK) et (DK) sont deux hauteurs du triangle BDM :
K est I'orthocentre du triangle BDM.
3.AK-MB=AD -MB +DK-MB=0+0=0.
Deméme,ﬁ(-ﬁ):ﬁ -MD +BK-MD=0+0=0.
Orthogonale a deux droites sécantes du plan (BDM),
la droite (AK) est perpendiculaire a ce plan.

4. a) En appliquant le théoréeme de Pythagore dans

les triangles ADM et ABM, BM = DM = 12 +1.

a
Ou, peut-étre plus dans I’esprit de I’énoncé : K est le
barycentre du systeme {(M, a?) ; (I, 2)} avec I milieu
de [BD] donc la hauteur (AK) est aussi médiatrice de
[BD].
2

AIZ:(%+1)—1:2+§ donc
a 2 2a

1 2+d° a’+2
Alre(BDM)— AIxBD = = x X A2=

2 2612 20

2
b) Dans R+, —V‘lzc:rz -lea= @

zlAKetAKzﬁ.

1
h 3 4
g

Equation cartésienne d’un plan

Y (ABDM) =

B a)2x-y+2:-2=0
b)x-3y+3z+5=0.



| 47 P! ﬁ(— 1;1;1), et soit ;l(l; 1; 1) un vecteur
normal au plan ?. AB et u ne sont pas colinéaires
donc la droite (AB) n’est pas perpendiculaire au plan %.
* Notons n(a; b;c)un vecteur normal au plan 9.
n-AB=-a+b+c=0etn-u=a+b+c=0,dotla=0
et b =—c. Le vecteur v(0; 1; — 1) est normal au plan 9
qui admet une équation de la forme y—z +d = 0.
A appartenanta 2,d=0ety—-z=0.
b) Avecles mémes notations, @(0; -2;51)et ﬁ(l; 0;1)
ne sont pas colinéaires et (AB) n’est pas perpendicu-
laire au plan %.
02-@:—2b+c:06t71-ﬁ:a+c:0,d’01‘lsi0n
choisit b =1, le vecteur (-2; 1;2) est normal a 9. Puis :
—2x+y+2z+d=0etd=0,
—2x +y + 2z =0 est une équation du plan 2.
¢) Avec les mémes notations, @(— 1; = 2; 2) et
u(2;0; 1) ne sont pas colinéaires et (AB) n’est pas
perpendlculalre au plan %.
en-AB=-a-2b+2c=0etn-u=2a+c=0dou,si

on choisit a =1, le vecteur (1 ;- ;; —2) estnormala 9.

§y—Zz+Z =0

. 5 7 .
Pulsx—zy—2z+d—Oetd—§.x—2 3

est une équation du plan 2.

IZEA 1. Le vecteur k(0; 0; 1) est orthogonal au vec-

teur 17{(1; —/3;0) normal a %, donc (Oz) est paral-

lele a ;. De méme, k est orthogonal a Fz( J3i-1; 0),
normal & %,, donc (Oz) est parallele a &,.

k étant un vecteur normal A (xOy), celui-ci est per-
pendiculaire aux plans P, et P,.

=y.3-./3

Jx-yBeB=0_)° yl3= 3
2..d]. = y:y
z=0 0
=

Donc d; passe par A(=+/3;0;0) et a pour vecteur
directeurv?(ﬁ; 1;0).

X=X
xJ3-y+1=0
od2:{ [ Y (= y:x,\ﬁ)+1
z=0 0
Z:

Donc d, passe par B(0; 1; 0) et a pour vecteur direc-
teur 72(1; J3:0).

3.

1: 22
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[ull x V]| x cos (, v),

soit 2 = /1+%><A/1+3 xcos(ﬁ,?),

w
=

)etv(l J3:0):

u-v=

d’oti cos (i, v) = g et (u, v) = 30°.

EEE® 1.a) CF=CH=FH = ./2.

b) e AC=AH = 2;GC=GH=1;IC=1IH (car I est
le centre du cercle circonscrit au triangle équilatéral
CFH), donc A, G et I appartiennent bien au plan
médiateur du segment [CH].

e AC=AF=.2;GC=GF=1;IC=1F, donc A, G
et I appartiennent bien au plan médiateur du segment
[CF].
o {(AG) 1 (CH)
(AG) L(CF)
(AI) L (CH)
{(AI) 1 (CF)
2. F(0;0;0),E(1;0;0),G(0;1;0),B(0;0; 1), A(1;0; 1),

C(0;1; 1), D(1; 1; 1), H(1; 1; 0) tI(l 2, 1)

3'3’3

a)CF=./1+1=.2 =FH=CH.
b) Le plan médiateur de [CH] a pour vecteur normal
CH(1; 0; - 1) et passe par le milieu de [CH] de coor-

‘ 1 1
données (i 01 2) .
x—z =0estune équation de ce plan médiateur, vérifie
par les coordonnées des points A, G et 1.
De la méme maniére, y + z — 1 = 0 est une équation du
plan médiateur de [CF], vérifiée par les coordonnées
de A,Getl.
c)m-ﬁZ:OetTG-W{:O:mestorthogonalé
deux vecteurs non colinéaires du plan (CFH), donc
(AG) L (CFH).

- (AG) L (CFH).

= (AI) L (CFH), donc (AG) = (Al).

D’autre part, Al = % AG, donc (AG) passe par L

Sphéres

1. QA(-3;1;-2) et QA= O+ T+4=/14.
2.O0M (x-2;y+1;z-3);

QM2 = (x =27 + (y + 1)2 + (2~ 3)2
3OM2=QAZ 6 (v =202+ (v + 12+ (- 3)2= 14,

Corrigé dans le manuel.

B oA?=2ct®+)2+ (z-1)2=2.
2.QA2=66 et ? + (y —5)*+ (z + 1)? = 66.
3.QAZ=9et (x +2)2+ (y-2)2+(z-1)2=09.

(53 LB Q( 2 2) = /36+9+9=3./6.
3.6

r= =—— et une équation de la sphere est :

2
a3 (-3 -3

2.MA -MB =0
Sx-5x+1)+(-3y-2)+(z-5)(z-2)=0
ox2—4x-5+y2-Ty+10+2z2-7z+10=0

e b F
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EEE® 1 (x-1)2+(y-1)2+(z-2)%=11
2.Pp:x+3y-2-13=0;
Ppix+3y-z+9=0.

B ga. )= 2405 1
J1+4+9 /14

Donc la sphere cherchée a pour équation :

(=224 (y+2)2+ (=2 = 114

B 1.2-2+27-4=0s0itz=2.
2. ﬁ(l; —2;2) est normal a % et de norme 3, d’ou :
a(l;—Z;Z) etﬁz(—l;Z;—Z).
3. (AQ,) est perpendiculaire au plan % et AQ; =3 :
S, est tangente en A a %P.
4.Q,(3;-1;4),Q,(1;3;0)etr=3,d’ou:
S;:(x=32+(y+1)2+(z-4)?%=9;
St (x=1)2+(y-3)>+2z2=9.

Recherche d’ensemble

XA 1. Soit H le projeté orthogonal du point M
sur la droite (AB). Puisque AB =8,
AB-AM=-12¢AB. AH=- 12 AH=- > AB.
L’ensemble cherché est le plan perpendiculaire a (AB)
passant par H.

2. Soit I le milieu de [AB].

. AB?
AM - BM = (Al + IM) - (BT - 1M) = - 22~ 4 v
m-wz_u@_%“uw:_umwﬂ;

=IM=2
< Me S (ou S estlasphere de centre I et de rayon 2).

=R Soit G le barycentre de (A, 1) et (B,2)etIle
milieu de [AB].

a) (MA +2MB) - (MA + MB) =0 < 3MG - 2MI=0
& MG -MI=0

< M appartient au cercle de diametre [GI].

b) (MA +2MB) - (MA -MB) =0 3MG -BA =0
< M appartient au plan perpendiculaire a (AB) et
passant par G.

¢) MA -MB=2MA -MC < MA - (MB-2MC) =0[1].
Soit K le barycentre de (B, 1) et (C, - 2).

[1] < MA - (-MK) =0 < MA - MK =0 < M appar-
tient a la sphere de diametre [AK].

Demi-espaces

=R A(4;0;0), B(0;2;0) et C (0; 0; 3) ne sont pas
alignés et définissent un plan.

* Soit 1 (a; b; ¢) un vecteur normal 2 (ABC) :

n-AB =0 -4a+2b=0;
n-AC=0-4a+3c=0.

220

En choisissant a = 3, n(3; 6; 4) et une équation du plan
(ABC) est 3x + 6y + 4z — 12 = 0 (que 'on pouvait
obtenir directement en utilisant la remarque faite
dans « Comprendre » page 385). Le tétracdre OABC
est caractérisé par le systéme d’inéquations suivant :

{ x>0,y>0,z>0
3x+6y+4z-12<0

KB ® 6x + 3y + 4z — 12 = 0 est une équation du plan
(ABC) et 2x + 3y + z — 6 = 0 est une équation du plan
(ACD), d’oui le systeme d’inéquations caractérisant
le tétraedre ABCD :

x>0

z>0

2x+3y+z-6>0

6x+3y+4z-12<0

x|

Prendre toutes les initiatives

IEAA Oui, car u et v sont orthogonaux et de norme 1.
On a deux possibilités w et — w.
Les coordonnées (x ; y ; z) de w (et de — w) vérifient :

x+y=0 y=—-x
2x-2y+272=0 o {z=-4x
x2+y2+z2:0 18x2=1

L (N2 N2 22
DOW(?"F"T)

IEER® 11, - n,=2-2=0:les plans P, et P, sont per-
pendiculaires.



d(A, P,) = %6
B(A, A) = P(A, P,) + (A, Py) = 77?

sonain = [2

EZE® AB (-4:;1;1)et AC(-2;3;-1) ne sont pas
colinéaires.

5 d(A’ Q]’2) = '\/3

—4x-2y=-3
De (ABC) < AD=xAB+yAC& {x+3y=1
x-y=-5

Ce systeme n’admet pas de solution : les points A, B,
C et D ne sont pas coplanaires (le couple (— % ; %)
est solution du systeme composé des deux dernieres
équations mais n’est pas solution de la premiere
équation).

Iappartient aux plans %, %, et %; médiateurs respec-
tivement des segments [AB], [AC] et [AD].

Les coordonnées (x ; y ; z) de I sont solutions du

—4x+y+z-3=0

systeme : {—2x+3y-z+3=0
—3x+y—5z+9=0
2
(page 401)
KA Partie A :

1.AB - AC =0: le triangle ABC est rectangle en A.

2. AB est colinéaire au vecteur (1 ; 1 ; 1) normal
auplan % : (AB) est perpendiculaire au plan % et
1+1+1-3=0:Ileplan P passe par A.

3. :x-z-1=0.
x+y+2z=0
PSRRI
x-z-1=0
%)isissons x =1, alors M(1 ; 2 ; 0) : le vecteur
AM(-2 ;4 ;-2) est un vecteur directeur de A.

Partie B :
1.AB-AD =0et AC- AD = 0 : la droite (AD) est
perpendiculaire au plan (ABC).

2.°I/(ABDC)=%><AD>< AB+AC =27,
—— DB-DC_ 54 _.2
3°COSBDC_DBXDC_54ﬁ_7'

4.a)S:%DB><DC><sin:—: - ><9><6ﬁ><“f2 =27.

Le point I a pour coordonnées (— % -3 é) .

| 65 HEESEY (2;-1;-1) normal au plan %, ne sont
pas orthogonaux : la droite d coupe le plan % en un
point B(x ; y ; z) et se projette orthogonalement selon
une droite d’ sur le plan %.

AB est colinéaire a v <> 3k / AB = kv

x-2=-k x=2-k
Sy-2=-k o:y=2-k
z+1=k z=k-1

Be P=2Q2-k)-2-k)-(k+1)+3=0,douk=3
etB(-1;-1;2).

Soit H le projeté orthogonal de A sur le plan 3.
AH est colinéaire an < 3k/AH = kn

x-2=2k x=2k+2
oqy-2=-k oiy=2-k
z+1=-k z=—-k-1

He ?22k+2)-2-k)-(-k+1)+3=0,
dotk=-1etH(0;3;0).

La droite d se projette en (BH) sur le plan %.

CBA-BH T, .o
cos oL = BAXBO 3 et o= 28,125°.

b) Soit d la distance de A au plan (BDC) :
V(ABDC) = % xdx27=27 doud=3.

KA 1. AB=BC=CA=4.2 : ABCest équilatéral.
2.0H-AB=0OI-AB+IH-AB=0+0=0.

(OH) est orthogonale a (AB) et par hypothese a (IC)
donc au plan (ABC) et en particulier a (BC).
AH-BC=AO-BC+OH-BC=0+0=0.

3. L’introduction d’un repere judicieusement choisi
n’arrive qu’a la question 4...

C“/‘(,ABI)C):l XOCXMZ 1Xonw
3 2 3 2
o~ QAXOBXxOC _ @ a3
" T ICxAB [ -3
a—z—xaﬁ

4. a) Celarésulte de la nature de H : isobarycentre des
points A, B et C.

b)D(—g'—g;—gjd’oﬂ:
DA(43a ;’ ;’)etDA a2,

De méme, DB =DC = aﬁ : ABCD est régulier.
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¢) (OH) est contenue dans les plans médiateurs de
[AB], [BC] et [CA]: Q € (OH).

Comme OQ est colinéaire a OT){, les coordonnées de
Q sont de la forme (x ; x ; x).

EAS 1.b) OG - é(zmwﬁé);(}(m;oy

2.2) MO +2MA +3MB)-MC=0& MG -MC=0
< M appartient a la sphere de diametre [CG].

b) MG -MC=0&x(x-2) +y(y-3) +z2(z-4) =0
©x2-2x+y*-3y+z2-4z=0

3)\? 2_29

—_1)2 _2 _ ==z

< (x-1) +( 2) +(z-2) T

3. Notons € I'intersection de S et du plan d’équation
x=0.

2 3\ 2 29
M(x;y;z) e € & (x-1) +(y—§) +(z-2) =7
x=0

poga 2

KEEl1.b-2.a-3.c-4.a:b-5.a.

E{H1.F-2.V-3.V-4V-5.V.

222

2

QA2=QD2<:>(a—x2)+2x2=3(—(§1—x) @x=g.
a.a.a
Donc Q(g rE 6)'
3)? 2 25
N y_i) *@=2 =7
x=0

% est le cercle de centre Q(O; %;2),de rayong, dans

le plan (yOz).
4.MO? +2 MA2 -3 MB? =24
& (MG + GO)?2 +2(MG + GA)2-3(MG + BG)? =24
&2MG - (GO +2GA -3GB) + GO? + 2GA2-3GB2 =24
& MG - (GO +2GA -3GB) = 0.
Or, le vecteur GO + 2GA —-3GB a pour coordonnées
(12;-18;0), donc :

MO? + 2MA2-3MB2 =24 & MG - u =0,
avecu =2i— 37. L’ensemble P est donc le plan passant
par le point G et de vecteur normal u.

4l 1. Cours.
. k+y+z+1_|x-y-z-3 o2+ 120

NE NE

ouly+2z-3=0.




