chapitre

a la géométrie

Application des nombres complexes

Activités (page 3s6)

[ACTIVITE 1]
OB _ |78l |zp
r:—=—=__=Z.
OA |ZA| Za 1l

6 = (OA, OB) = (1, OB) - (u, OA)
= arg(zp) —arg(z,)

z
= arg (i) = arg Z (modulo 2r).

3 1. J10 3,10 . J10
3.Z—§+§l,r—?,COSG—T,SI 0 ﬁ
[ACTIVITE 2|

B MM’ = u, équivaut 2 OM’ = OM + u,
douz' =z+a.

Travaux dirigés (page3ss)

sy 1

1. Par le quart de tour R(P . n) :A—B;

3
b—p=—i(a—p)doup = %[a(1+i)+b(1—i)].

2.De méme : q = %[b(l—i)+c(1+i)];
r= %[c(1+i)+d(1—i)] 5= %[a(1+i)+d(1—i)].

3per=2+iar+ (- +d)=g+s

Dol g - p = r—s; PQ = SR donc PQRS est un
parallélogramme.

1. a) R a pour affixe r = i(a — p).

L

b) Par la rotation R
(o3

)ZRi—>P;

d’oup—-qg=i(r-q).

OM’ = kOM, d’ot1 7’ = kz.

Bl2.a)z=x+iy,2/=—y+ix. Conjecture:z =iz.

b) M(r;0),M’'= (¥ ;0).r=",0' =0+ ’z‘ (modulo 2r).

. T T
1(9+—) i= -
. B )
z=re® 7 =re® douz =re" *=re e

.U
. i3
soitz’=e “z.

On retrouve 7’ = iz.

On en déduit que g = aL;Q (indépendant de p).
¢) Or Py(a) et Qy(ia), donc Q est le milieu de [PyR].

2. Par la rotation R(s n) :P—R;
2

d’olir-s=i(p-s).
On en déduit que s = (p - g a-:9 [1]

Remarque : On peut aussi obtenir I’affixe s de S en remar-
quant que S esttel que PS=QRd'ous=p +r—-gq.

3.a) Onposes=x+iy, (xe R,y e R).

a
x=p—§

y:_(p_g)[z].

b) On note X le lieu du point S.

Si M € Z, alors ses coordonnées sont telles que
y =—x,donc S est contenu dans la droite A d’équa-
tiony = —x.

De la relation [1] on déduit :
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Mais M décrit-il toute la droite A ?
p décrit I'intervalle [0; a] et :

sSXx <=

NI

a o_a
2 722 2
M ne décrit que le segment de A défini pour les

. a. a
abscisses dans [—2 ; 2} .

insi a.a a._a
Ainsi X = [AB] avec A(_E ; 2) etB(2 ; 2).

H 1. Pourz 20,7’ = é =,ﬁz: %zavec % e R*,
SR 4 |z
dott OM'=~£§OM 1],
OM

2.a2)*Sik>0, OM’ et OM sont non nuls, colinéaires
de méme sens, donc (OM, OM’) = 0 et en consi-
dérant les normes dans [1], OM’ x OM = k.

e Sik<0, OM’ et OM sont non nuls, colinéaires de
sens contraires, donc (OM, OM’) = 7t et

OM’ x OM = |k| =-k.

b) Application : M{=M, ; OM; = - % OM.
M2
.Mfl
v M,
-1 O\ o
M,

3. De [1] on déduit que M’ est sur (OM) et :

OM’- OM = —X_ oM =k [2]
oM

4. ’image de M’ a pour affixe é = ==z donc

!

I'image de M’ est M. z

Il Il

Commentaire : L’inversion est une transformation involu-
tive du plan privé de O : ®od = Id.

H 1. M désigne un point daffixe z, z # 0.

Mz(I)(M)(:»z=% o=l \z\z =10M=1.

L’ensemble des points invariants est le cercle € de
centre O et de rayon 1.

2.a) M’ est le projeté orthogonal de T sur (OM)
donc:

OM-OT = OM-OM".
T est le projeté orthogonal de M sur (OT) donc :
OM-OT = OT?=OT2
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b) M’ e (OM) et OM-OM’ = OT2 =1 ; d’apres [2] :
M’ = d(M).

3. Lorsque M est intérieur a6, M= O :

—la perpendiculaire 8 (OM) coupe en M le cercle 6

en deux points T et T’;

— (OM) coupe la perpendiculaire en T a (OT) en M".

Ainsi, (M’T) est tangente en T au cercle 6 ; d’apres

H2. M = o(M) et d’apres ll 4., M’ = d(M).

y

1

TA \
| y‘l

H 2. a) Pour tout z 20 :

-1

——1
’

Z

z-i=1 o

o [1-iz’| =7

el +il =l o l7+i=[z1.
Or, deux complexes conjugués ont méme module
d’ou:
lz—il=1 e |z’ -i=1z'.
Géométriquement, AM =1 équivaut a AM’= OM’
d’ou T” est la médiatrice de [OA].
b) Pour tout z #0:

|z—i|2:2<:>(z—i)(z+i)=2<:>(%—i)(zl,n) =2
Z

o (1-iz)1+if)=277 & 7’7 +iz/ -i -1=0
o+ -)-2=0 o (Z+i)(7-i)=2,
soitlz—il =2 Iz’ +il2=2.
Géométriquement, AM? =2 < BM?2 =2,
soit AM = .2 & BM’ = /2, d’ol Y’ est le cercle
de centre B et de rayon /2.
3. a) M désigne un point d’affixe z, z #0;
MeTl'e AM?2=A0? & Iz —al? = lalP?
o (z-a)(z-a)=aa <= zz—az—az=0.
b)zz-az-az=0& ;xl,—g,—ﬂ =0
Z/ Z Z 4

e 1-az’-az’ =0.
Ainsi M(z) appartient a " équivaut a dire que
M’(z’) appartient a ’ensemble des points d’affixe
7" tels que :

1-az’ —az’ =0.



¢)Onpose z’ =X +iY:

1-az’-az’ =0
e 1-(0+iB)X-iY) - (0—iB)(X+iY)=0
<S1-20X-2Y=0

@ocX+|3Y=%.

d) D’apres b) et ¢), I est la droite d’équation :
oX + BY - % =0.

Note : Par hypothése, o # 0, donc o et § ne sont pas simul-
tanément nuls. OA(c; ) est un vecteur normal a I'” et donc
I'” est perpendiculaire a (OA).

] 4

1. a) Dans C*:
B =1 e r3ed — ol o r=1
30=0+2kn (ke Z)
b) ¢ 6,=1, el_
4
6= 3.
271 4n

Donc1, e 3 , sont w< i M

solutions de l’equatlon

2=1
e Lorsque k=3p (p € 7),
0, = Zx3pm_ 2pm = 6, (modulo 2r) ;

3
lorsque k=3p + 1,
2xGp+ Dm_ (313) +m_ 2375 +2pn =0, (modulo 2r) ;
lorsque k =3p + 2,

2x(@Bp+2)n_4n

3 3

Ainsi les seules solutions de 1’équation z3 = 1 sont
celles indiquées ci-dessus.

¢) La rotation R de centre O et d’angle 2?“ a pour

0=

6, = + 2pm = 6, (modulo 2r).

27
i
écriture complexe 7’ = e 3 z.
ParR:M;—M;,M; —M,, M, — M, ; R conserve
les longueurs donc MM, = M|M, = M,M, et le
triangle MgM; M, est équilatéral.
: 31 .3
d)1+j+ 1——+“[———1—:0.
YIwj+jt=l-g+i 505
Commentaire : La notion de suite géométrique complexe
permet de retrouver ce résultat.
S =1+ +j2 est la somme des trois premiers termes de la
suite géométrique de premier terme 1 et de raisonj(j # 1),

3
7’/. ;orj3=1doncS=0.

- 1
d’ou S = ]

j est de module 1 donc jj=1ji* = 1; d’ott jj = 2
27
4 _ 2m ; ey

doncj=j2;or, 3="3 (mod 2r), doncj?= e

T
2. « ABCéquilatéral direct » < a—-b = el3 (c-Db);
l.4_n P P

or,jf=e 3 =eme3 =—¢3 donc:
« ABC équilatéral direct » < a—b =—j2(c - b)

Sa+b(-1-2)+¢?=0,
soit « ABC équilatéral direct » < a + bj + ¢j2 = 0.
JaM=M o z=z< zréel&Me (Ox).
Donc M # M’ signifie que z € C-R.
b) Sous cette hypothese, R, M et M’ sont distincts
deux a deux.
M e A & RMM'’ équilatéral direct

.- 2 . .
ol+zj+zj =07+ z) :—1(:>Re(z])=—%.
Posonsz=x+iy,xe R,ye R,x#1ety=0,alors

. 1
Re(zj) =—5(x +4/3y).

Ainsi, Me Ao x+ 3y -1=0.

Donc A est la droite d’équation x + /3y —1 =0,
privée du point R(1 ; 0).

Corrigés des exercices

(page 360)

1. et 2. Affixe d’un vecteur

nz.ﬁ@),rc’(%_%) BC( 5_3)

N, AB(3+4) A—c’(§+8i)
3. AC=2AB donc A, B et C sont alignés.

2 2 BEM 2. AB(3,5 - 0,5i), DC(3,5 - 0,5i) donc ABCD
5 17
3.AB2=9, AC? = 5 BC? = 75 - ABCn’est pas un | est un parallélogramme ; de plus, AB = AD = Sﬁ

triangle rectangle.

donc ABCD est un losange.
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BN 1.1z, =75/ = 4 donc OA = OB = 4.

. IatzZgtic
2. O centre de gravité de ABC & —— =0

dou: 3
ZC=_ZB_ZA:_4'
3. AB=AC=BC= 4ﬁ donc ABC est équilatéral.

[ 5 FWvA=)

a+b+c
3
3LEEEC vizzg

=2 +1.

Z-ZG:

Zc—ZA .
=i

iB—XA
AC=AB

d’ou . —
(AB,AC)zz

Donc ABC est un triangle rectangle isocele en A.

ic—<% s,
B S "2 - Jgou(AB,AC)=-L.
Zg—ZA 2

AB(3;4),AC(4;-3), AB-AC =0.

Corrigé dans le manuel.

n, 3n, m 3 ®m T
ﬂl"Z’ T 1 T 3 3

2. ¢ FA(3-2i); 0 est tel que cos 0 = =
J13
et sin 6 =— —2— , o 0 = — 0,588.
J13
o AD(-5-1);0=-2,944.

Commentaire : Pour cos™ ! I'intervalle de définition (calculatrice)
est[0; n] ; pour sin~ 7, il est de [—g : g} ; il faut veiller a ajuster

le résultat dans le bon intervalle.

2. (ﬁ, ﬁ) = arg(lc);;l) = arg(iﬁ) :g :
(BC,BA) = 3:(CA,CB) = £.

3. ABC est un triangle rectangle en B (demi-triangle
équilatéral).

Rl 1. QA =lu-0l=13-4i=5:QB=QC=QD =5.

_a+b _1 5.
2.a)e= 5 —§+2z.
a-e_c—e_1 2.
b)d—e_a—e_3+3l'

b) De I’égalité des arguments, on déduit :
(ED, EA) = (EA, EC).
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(EA) est la bissectrice de DEC.

| 12 BN
HE = T
2.a) IZI—ﬁ—l,argZ—(HF,HE)——

i

i
b)Z=e?=idobzg—zy=i(zp—2p)-

g = +zi

\STRON)

1. Une égalité entre vecteurs équivaut a celle
de leurs affixes.

2.Si G est barycentre de (A, o), (A, O), ...,

(A,,, a,,) alors pour tout point M :

ouMA| + 0, MA, + ... + 0, MA, = (0l + 0,y + ...
+0,)MG.

3.85iM = O alors

30G =30A,-20A, + S0A; -30A,.

3 .

O AT —
DOUZG—

Ainsi zg =8 + %i.

a) Médiatrice de [AB] : ¢;.
b) Cercle de centre B et de rayon 1 : €,,.

EEE1.Mec 'y ©BM<OB oIz -z < Izl
olz-2-i< /5.

2MeTcelz+2-i<242.

3. L’ensemble € est I'intersection des deux disques.

E&;i1.a)McArclz-al=Iz-bl
Slz-()l=lz-2-1l
b)Me A < lz-2-2il=lz+1-3il.



¢) Cet ensemble est l'intersection des médiatrices A
et A, il est constitué du centre du cercle circonscrit a
ABC.

2. Me P lz+il=lz-2-il & AM = BM.

P est le demi-plan de frontiére A (incluse) contenant B.
b) P’ est le demi-plan de frontiere A’ (incluse)
contenant B.

¢) P n P’ est un secteur angulaire.

Corrigé dans le manuel.

BEEE 1. A(3 - 2i) est lorigine de d;.
Me d| < arg(z—z,) = g S arg(z-3+2i) = g
2.Me d,sarg(z-2-i)=m;

Me d3<:>arg(z—1—3i):_§‘{f;

Me d4<:>arg(z+1+2i):374n

d, =]A?) ;d,=]By);d;=]Cr);d, = |Ds).

y r
t
B D.
S )
.
14
ol /i A X
o

3. Ecritures complexes des transformations

Bl =--1+4. 2.7 =3+3i.
[ 21 SN 2.7=1-7i.
mlz——§+l(1+3ﬁ) 2.7=1-i,

1. Translation de vecteur w(— 1 + 3i).
2. Rotation de centre O et d’angle —g .

3. Homothétie de centre O et de rapport 2.
4. Réflexion d’axe (Ox).

IZZA 1. Symétrie de centre I(1).
2. Rotation de centre Q(i) et d’angle g .

3. Translation de vecteur w(4 — 3i).

4. Rotation de centre Q(—1 + i) et d’angle g .

B 1. AB2+3i); 7/ =z +2 +3i.

_3.,_3
2.k——§,z— 5%

A 1. Centre : Q(i) ; angle : 6 = g
it
2.7 -1-i=¢e *(z-1-i).

Corrigé dans le manuel.
28 Bl

T
2.b=c3adonch=4+2i3.
c:a—%bdoncc:3—2iﬁ.

3.a) AC=- 1 OB donc les droites (OB) et (AC) sont
paralleles.

Les triangles LOB et LAC sont dans la configuration
de Thales donc homothétiques par 4.

b) Rapport : k =— % . Notons ¢ I'affixe de L.

Parh:OHAdonca—€:_%(o_€)d’ou€:%a.

A1ns1€—§— 2—“@

XN 1. On vérifie que b — ¢ = i (a—c). Par la rotation

R~ A~ Bdonc ABC est un triangle rectangle
(¢:3)

isocele en C.

2. a) Rotation de centre O et d’angle g .

b)a’ =4(1+i3), b’ ==2(1+ J3)+2i(1-./3),
¢ =2(J3 —i).
3.a)p=2i(1+ 3), q:—(1+ J3) (A +i),

r=4+.3 - S(q-p)=4+B-i3+2.3)

=r-p.

OU.C
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b) Par la rotation R :Q — R donc POR est un

r-3

triangle équilatéral direct.

E*l1.2a) Par R
(0:3)

b)aﬂdo&n:;i)a;q:ib.

2.a) OR=ON+0OQdoncr=n+gq.

b) Dot r =i(b - a).

:N— A B—Q.

(page 363)

Etudier une configuration
Les outils :
o Ecriture complexe d’une rotation.
o Interprétation géométrique d’un quotient.
Les objectifs :
o Etablir une relation entre des distances.
o Démontrer I'orthogonalité de deux droites.
1. Par R(A ' n): B +— B’ donc b’ =—ib.

2

Par R :C+— C’donc ¢’ =ic;
(+:3)

I
72

=2i,d’ol par interprétation géométri-

B'CT_
AM

Recherche géométrique d’ensembles
Les outils :
o Argument d’un quotient
o Interprétation géométrique d'un argument
o Angles orientés et colinéarité ou orthogonalité de vecteurs.
Les objectifs :
o Déterminer des ensembles de points
o Exploiter I'argument d’un quotient
o Caractériser des ensembles de points a I'aide des angles

orientés.
1.Pourz#aetz#b,
NA MR z-b
MA,MB) = — .
19 - =)

2. a) « 7’ réel » signifie « soit z” = 0, soit lorsque z" # 0,
argz’ =0ouarg 7’ =7 ».

D’oll « 7’ € R » équivaut 2 « M = B ou (MA, MB) =0
ou (MA, MB) = 7t ».

b) A est la droite (AB) privée de A. (Par hypothese
M=A).
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¢) —— = i d’ou par interprétation géométrique
—a

du module et d’un argument du quotient
OR=AB

(ﬁ,ﬁa)zg'

3. « 7’ imaginaire pur »
signifie « soit z" =0,

. r
soit lorsque z’ # 0, A
, T
argz = z v
B S

,_ T
ouargz'=-3 ».

« z/ imaginaire pur »
équivauta«M =B

ou (MA, MB) = g ou (MA, MB) :—g ».
I est le cercle de diametre [AB] privé de A.

Utiliser des quarts de tour
Les outils :
o Relations dans un parallélogramme
o Ecriture complexe d’une rotation
o Caractérisation d’un triangle rectangle isocele.
Les objectifs :
o Reconnaitre des figures clés associées a un quart de tour
o Traduire une propriété géométrique a I'aide d’une transfor-
mation.

1.a)ﬁ3:m+ﬁdoncb:a+c.
b) Par R(C' 7I):BHMdoncm—c:—i(b—c)d’ofl

"2
m=c-ia.
¢ Par R, :B—Ndoncn-a=i(b-a)dou

"2

(»:3)

n=a+ic.
..
"2
un triangle rectangle isocele direct en D.

2. n =im. Ainsi par R(D ) :M+— N donc DMN est

Trouver des lieux géométriques
o Argument d’un quotient.
o Caractérisation d’une demi-droite ouverte par arg (z— a) = 0.
o Déterminer un ensemble de points.
o Utiliser des conditions angulaires.
o Examiner des cas particuliers.



LaaM=Mcoz(1-)=02z=0;
M=M"z(1-z)=0z=00uz=1.

b) Lorsque z #0etz#1,
_Z)zarg(z_l)'
-2 i-1)°

M, M’, M” alignés équivaut a arg( ) Ooum[1].

2
(MM, MM )= arg(?

carg(i—-1) = T donc la condition [1] s’écrit aussi
arg(z-1) - arg(z —-1)=0o0un,donc M, M’, M” alignés

équivaut a arg(z—1) = 3Tn ou— g [2].
2. L’ensemble des points M définis par [2] est la droite

passant par I, dirigée par w tel que (1, w) = — g , privée

de I. Or O et I sont, d’apres 1. a), aussi deux solutions
particulieres donc A est la réunion de cette droite d et

de I’origine O.
3. M e I'équivaut a M’ # M, M”;tMet'
(MM, MM”)_— T ou+ ’2‘
1N\ = L
s01tM¢OM¢Ietarg( 1)——20u+2,
etdoncM;tO,M;tIetarg(z—l)::—:ou—%{—t.

Ainsi I' est la droite passant par I dirigée par ftel que

(u,t) = Z—: , privée de 1.

(page 365)

Vecteurs et affixes

IEEIA ABCD parallélogramme < AB = DC
ob-a=c-d
Sa+c=b+d.

Note : Cette équivalence peut aussi étre établie a partir de la
propriété caractéristique des diagonales.

1.b) OA =0OB donc OAB est un triangle isocele.
¢) (u,0I) = = (OA OB) =

Z.a)ZI—Z ,\[24'1—“, ZI /\] Ze
b) cos §=%A/2—Af2, sin§=§A/2+Af2.

Longueur d’une ligne brisée
Les outils :
o Interprétation géométrique des complexes.
o Suite géométrique, somme des termes.
o Etablir un programme de construction.
o Calculer la longueur d’une ligne polygonale.
o Examiner la convergence d’une suite.

1. a) Conjecture : les triangles OA; A, | | sont rectangle
en O. 1
b) Pour tout entier naturel k, a; , ; = (ii)a «>donc:

1 1
\ak+1\ =§\ak\ OAk+1=§OAk
d’olt @)
i =~ ~i T
argak+1:§+argak (0OA,, OAk+1):§

¢) Connaissant A, la construction de A, , | est
immédiate d’apres (1). 1
2.2) Ap iAo =lag o —ap gl = zi“k+ 1~ ziak

1 1
=51k 1 ad =5A6A 11

SOit dk+1 = Edk

1et

b) (d;) est une suite géométrique de raison g = 3

de premier terme dy = 4./5.
¢) L, est la somme des n premiers termes de cette

suite géométrique;
n
L, = 8[5[1 _(1) } . lim L, =8.5.
2 = oo
Prolongement : on pose s;, = aire(OA A, | 1), (5;) est

TP . , 1 .
une suite géométrique de raison ¢’ = 7t de premier
terme s, = 16.

n-1
Y sp: lim T, = 63—4u.a.
k=0 n—>+o

EEMLa)a=1b=3c=3+i
. c-a 241
b)oc—argc—arg(3+z),|3—arg(m) _arg(T)_

2.oc+[3:arg(3+l)2¢, d’of10c+B::—tE

o=argd=arg(8+i),p= arg(%) = arg(%),
i) e
v=ang\ Ty ) T8 )

(8+i)(5+1)(2+i)
2

o+pB+y=arg d’oﬁa+B+y:g

Corrigé dans le manuel.
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-4

L 41 R 5 =3 d’ot (A;B}, A|C)) = 0 et l'ali-
-
gnement de A, B, C,.
2. Par R(O . EJ: A~ A, B —B;3, C;— G5 Rcon-
"2

serve I’alignement, d’ou le résultat.

3.a) OC,=0C; + OC;d’ou:
c=ci+cey=cp+icp=(1+i)c.

b) De méme : b, = (1 +i)byeta, = (1 +i)ay.

Co=dy €1

L L qon 'alignement de A,, B,, C,.
by-a,

Ainsi

bz—az

XM 1.5 =a(1 +ix), t = a(x +i).
2
2x 1-x
+i

t t tl _
2.2)0= arg(—). Or-= c =1,
§ ST 142 14x> ISl Bl
X ¥’
donc 0 est tel que cos 6 = 5 etsin 6= 5 -
1+x 1+x
b)G:Z—:lorsquex:ﬁ—l.
EER® 1.a)
1“2
A H
o1/
O
|
D
C
-2
byz=-L14__;
17 <B
1Zl =1 Al=BI

d’ou
__T B TA-_ T
arg(Z) = 5 (IB, TA) 5
Donc le triangle IAB est rectangle isocele en 1.
c) ZC_ZA=2(ZI_ZA) d’OleC=—1—6l..
d)ZD:ZA_ZB+ZC:5_4i'

e) D est tel que DA — DB + DC =0 soit DB = DA + DC

donc DABC est un parallélogramme.
IA=1IB AC=BD

De plus : d’ou .
(IA) L (IB) (AC)L(BD)

Le parallélogramme ABCD dont les diagonales sont
perpendiculaires et de méme longueur est un carré.
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2.Me I, & IIMA - MB + MClIl

& IMDII = [IMIIl.
I'; est la médiatrice de [DI].
3. a) Posons V(M) = MA — MB + MC.
Alors V(B) = BA + BC = BD
d’ott IV(B)Il = lzp - 2p/ = 18 -4 =4,/5 doncBe T,
b)Me I, < IMA - MB + MCll =4./5
& IMDIl =4./5.

I'; est le cercle de centre D et de rayon r = 4 J5.
(T, passe par B).

- %anch

S A.1.QA = |, - 2‘ = donc Ay e €.
fmab=— 4L
2.a) b =apb = 5% 50
b —b

b) =—— =idou (B'O, B'B)—arg(b _b)zg.

b b’
Ainsi le triangle OB’B est rectangle en B’.

B

B’

—
>

B. 1. a) Par hypothese z #0,a#0,a# 1 donc 7’ = az
etz’—z=a(z—-1)sonttelsque 7’ #0et 7'~z #0.

arg (Z) = arg (

Z,Z_, Z) _ (W/’ W/)
= (M’O, M'M) [2x1],
arg (Z) = arg (Z(CZ—;D) = arg([%l) [27].

Donc (M’O, M'M) = arg ( )+ 2kn (k€ 7).

b) arg (
¢) OMM'’ triangle rectangle en M’
= MO,MM) ==+ g [2n] © arg (%—1) =+ = [27;]

) — (AG, Al).

2
& (AO,Al) == g [2n] & OAl triangle rectangle en A.

Ainsi OMM'’ triangle rectangleen M" < A € €—{O, I}.
2. M est sur I’axe (Ox) privé de O et I donc arg z =0
our [2x].



Ainsi (OA, OM’) = arg (%) =arg z=0our [2n]
donc M’ e (OA).

Par hypothese, A € € — {0, I} donc d’apres B. 1. ¢) le
triangle OMM’ est rectangle en M’ , ainsi M’ est le

projeté orthogonal de M sur (OA) (droite confondue
avec (OM")).

Ensemble de points

Ei1.McTolz-2+3i2=2
Slx-2)+i(-y+3)P =2 (x-22+(y-3)*=2;
I" est le cercle 6 (I, ﬁ) avec I(2 + 3i).

2.Me I'elz-2-3il= /2. Onretrouve €(1; 4/2).

Ell1LMecAeiz-2+iP=1z+3-2iP
S -2+ (=y+12=(x+3)2+(y-2)?
S5x-y+4=0.

A est la droite d’équation Sx —y +4 = 0.

2Me A lz-2-il=1z+3-2il

A est la médiatrice de [AB], ou A(2 + i), B(- 3 + 2i).

Corrigé dans le manuel.

EER® a) I (x +3)2+ (y + 4)2 =25;
I'=%(1;5) avec I(-3 - 4i).
b)T':4x-6y-15=0;

I' : médiatrice de [AB] avec A(2 + i), B(4 - 2i).

R On suppose M € T'soit zz = 1.

Note : Sous cette hypothése, nécessairement z = — %i.

= 272-2i(z-7) +4
Alors 22" = e+ 1

On suppose M’ e T'd’olt Iz + 2i? = 11 - 2iz2.

=1,doncM’ e T.

Note : Par hypothése, z # - %i.

On en déduit (z + 2i)(z - 2i) = (1 - 2iz)(1 + 2iz), d’ou:
zz=1doncMe T.

Remarque:Me ' oM e I.

[50]® Corrigé dans le manuel.

HSW® a) 1 € A ou Aest la médiatrice de [AB],
A3 +1), B(=2i) (méthode géométrique).

b) m e T ouI" est le cercle d’équation

(x + 1)2 + (y + 3)% = 8 (méthode analytique).

¢)m e T ou I est le demi-cercle de diamétre [AB]

privé de A(-2i) et B(3 + i) défini par (mA, mB) = g
(méthode géométrique).
EE® .a)Me o (x+iy)2 -4 =4 (x—iy)?

ox2-yr=4.
b) Vérification immédiate : A€ #,Be #,Ce #.

. . —iz
2. a) La rotation r a pour écriture complexe z’ = e 4z
d’ou:

¢ = (1), b = 334310 +i(32- IO,
c’=%[—3ﬁ+@+i(3ﬁ+ﬁ))].

T
i-

.
T
b)z’=¢ ‘zoz=¢47

Sx+iy= §(1+i) (X" +iy").

2 ’ ’
x=%(x -y
D’ou les relations : y
2 7 ’
y=7(x +y°)

Me¥#H oMe #=x2-y2=4

<:>%(x’—y’)z—%(x’+y’)2:4<:>x'y’:—2.

R 1.2) (z-7) (z+i) =22 - 6iz + 7.
b) Dans C-{3i}: f(z) =z © 2>~ 6iz +7=0
S (z-7)(z+i)=0
oz=Tiouz=-I.
fadmet deux points invariants B(- i) et C(7i).
2. a) X est le cercle de centre A(3i) et de rayon 4.
MeXo AM=4<lz-3il=4.
Ainsi z - 3i = 4e soit z = 3i + 4¢® (8 € R).
Note : La condition M = B et M # C signifie que

9:arg(z—3l):(ﬂ,m)esttelquee;tg +kn (ke 2).

,_3iz=7_3iBi+4e'-7
b) 7 = 37" o
z-2t de
=3i—4e 1 =3j + 4ei(n-9),
Ainsi 7" - 3il =4 donc M’ € X.
©) 7 +7=3i+4e™0) _3j 4 410
— 4(ei(n—6) +e ie)
—4(—ei® 4 e ) =0
doncz =-7.

Chap. 13 © Application des nombres complexes a la géométrie ® 201



Construction de M’ :

<i

mw O

My

Pour tout point M(z) de X - {B, C}, placons M,(z)
symétrique de M par rapport a I’axe réel ; alors I’éga-
lité 7’ = — Z se traduit par OM’ = — Wl ce qui prouve
que M’ est le symétrique de M, par rapport a O.

Remarque : Notons S, la réflexion d’axe réel et Sy la symétrie
de centre O.

Alors M —© M, —0

Ainsi M’ = (§¢0S ) (M).

Or §y0S(0x) = S(0y) donc M’ est le symétrique de M
par rapport a (Oy).
3. Notons T le cercle de centre A(3i) et de rayon r
(r>0)et T I'image de I par f.
Me Tl z=3i+re® (0 e R).
M’ et T” signifie qu’il existe M € T tel que M’ = f(M)
donc M’ € T” équivaut a

, 3iBi+re®y-7

TR
Lorsque 6 décrit R, ©— 6 décrit R donc I est le cercle

3i—1—6e_ i
¥

IRLRCEY

de centre A et de rayon ? .

2 ® Notons a, b, c les affixes de A, B, C.
lLa)yb'=1+i=betc’=-1+i=c. Ainsi B et Csont
invariants par f.
b) Pour tout z # i, (z' —i) (z —i) = 1. (Immédiat)
¢) Par interprétation géométrique : AM’x AM =1 et
(u, AM') + (1, AM) = 0 [2r].

1 _\2

D’ est tel que : AD" = iD= 5 (demi-diagonale du

carré unité) et (i, AD’) = — (u, AD) =— g .
2. Notons T le cercle de centre A et de rayon r et T”

son image.
MeT,ez=i+re®(0e R).
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.. i
z(1+re‘ )+2=i+1e‘ie.
i r
re
Lorsque 0 décrit R alors — 6 décrit R donc I est le cercle

M’ e I équivaut a 7’ =

de centre A et de rayon 1
r —y+2:l.y—2
i(y-1)

3.a)Siz=iy (y=#1)alors 7’ = est

imaginaire pur.

Remarque:u:t— :—_-% est une bijectionde R - {1} sur R-{1}.

t | —oo 1 + oo
u’ + +

+ oo 1
u 1 / — oo /

Si z décrit iR — {i} alors z” décrit lui aussi iR - {i}. Ainsi
I'image de I’axe imaginaire pur privé de A est lui-
méme.

b) Tout point de & — {A} a une affixe du type z =x + i

1+ix 1 .
== 41

0);al =
(x#0);alors z p

Six décrit R* alors )lc décrit R*. Ainsil'image de % —{A}
est D —{A}.

D
C A B
) e J'F/:y i
. D 3
Vv * I
0 U B

| 55 HEIRBIS régions @ et @ sont définies comme
I'intersection d’un demi-plan, dont la frontiere est la
médiatrice de [OA], et du disque de centre A et de
rayon AO.
®'{z$z—1+2i ,{121—1+2i
lz-1+2i <.5 lz-1+2il= .5
0 : Lesrégions @ et @ sont définies comme l'intersec-
tion d’un disque et de I'extérieur d’un autre.

@Z{Z—lgﬁ @Z{Z—lzﬁ .
z-2+i=.5 lz-2+i<.5



IS 1. Calcul immédiat.

2.a) w colinéaire A W’ < xy’ — x’y = 0 & ZZ’ réel
©Z77' =77 .

b) w orthogonal a w’ < xx’ + yy’ = 0

& 77 imaginaire pur < ZZ' =-7.7..

3. Application : z € C*.

a)Me%@Zx% =zx% =72-72=0

&SzZ=zo0uz=-2.
Donc € est la réunion de I’axe réel et de I’axe des ima-
ginaires pur privée de O.

b)Me & @zx% :—zx% o72+72=0

S (z+iz)(z-iz)=02z=—-izouz =iz.
Onposez:x+iy,Z:—izéquivautéy:xetZ:iz
équivautay =
Donc ¥ est la réunion des droites d’équation y = x et
y =—x privée de O.

IS 1.2) ©(i;3) =0, (1 +2i ;- 2 +2i) =4,

T 21

1= 11—
CI)(2+i;—3+2i):—8,<DLe 6. ¢ 3J =0.
b) ®(z;z") =®(z;7") donc @(z;7) € R.
2.2) O(z;2) =2(xx" + yy’).
b)Me Ao d(z;1+i)=2.2.

A est la droite d’équation y =— x + /2.
3.2) D(z;7)) =2r" cos (6-90").  b) D(z;z)=2r%
)MeT ©d(z;z)=2<r=1.Testlecercle 6(O;1).

d) T" et A ont un seul point commun I(“[z “[2) ils

sont tangents en I.

EH31.2)0 — B; le point d’affixe 2-i a pour
image C.

b)z=1ouz=-1.

Autrement dit les points d’affixes 1 et —1 sont invariants.
1+ iz _i(z—1)

— == D t Stati -
. otl, par interprétation géo

2.7 =
AM
v 1
et (u, OM’) = g + (MB, MA) (modulo 2r) [2].

3. Si M est sur (Ox) alors MA = MB (car (Ox) est la
médiatrice de [AB]), donc, d’apres [1], OM" =1.
Ainsi M’ € €(0;1).
4. SiM estsur 6(0; 1), cercle de diametre [AB], privé
de A et B, (MB,MA) = = g (modulo 2r) d’ot,
d’apres [2] :

(1, OM’) = 0 ou 7t (modulo 2r).
Ainsi M’ € (Ox).

métrique du module et d’un argument, OM’ =

EEES L.ayM=-AouM =Aoz=1ouz3=1
2n 2n

3. 3

oz=1louz=¢?’ =jouz=¢ 3 =]

b) Lorsque M= A et M"# A, C’est-a-dire z# 1,z #j et

z#j,alors: 3

=0ourm

A, Met M alignés arg( —

& arg[z? +z+1]:00un(:>zz+z+1réel.

Onposez=x+iy,xe R,ye R.

A, M et M’ alignés < x2—y2 + x + 1 +i(2xy + y) réel
<y2x+1)=0.

Dans ce cas, ’'ensemble des points M est la réunion des

droites (Ox):y=0etA:x=—= prlvee des points A(1),
I() et J'(j).

¢) A, J et J sont des solutions possibles pour M
d’apres a), donc I’ensemble I" cherché est la réunion
des droites (Ox) et A.

2. A, M, M’ alignés < AM et AM’ colinéaires
SE-DZ-1)=zZ-1) (-1
©@-DE-D)E+z2+1)=E-1)(-1) (@ +z+1)
e (Z-DEZ-1D[2-72+2-7]=0
©zZ-Dz-DiE-2)(z+z+1)=0

®Z=10uz=ZouRe(z)=—%,
On retrouve I'.

KBS 1.a) ¥’ =x2— )2 —2x + 2y ety = 2xy — 2x —2y.
Note : six =1alors y’ =—2 et donc z’ n’est pas réel. Ainsi z’ réel
implique x = 1.

b)Zréeleoy =0syx-1)=xoy= )%

Donc € est la représentation graphique de la fonction 4.
2.a) OA=lal=2.2 donc A e T.

h(xp) =y, donc A e .

b) T, a pour coefficient directeur 4#’(2) = — 1 donc
pour vecteur directeur w(l -1).

Or OA(2;2) donc OA - w = 0. Ainsi T, est aussi tan-
gente au cercle I'en A. ¥ et I" sont tangents en A.

3. a) Conjecture : B et C semblent étre les points
d’intersection de I et #.

2n
b)r:7’ = e 3 z d’ou les affixes
21
b=e3a=-1-./3 +i(/3-1),
21

c=e¢3b=-1+.3+i(=3-1).
¢) OB=0C=2,/2 doncB et Csont sur I
h(xg) = yg et h(xc) = yc donc B et C sont sur ¥.
Zn
r(C) pour affixe e 3 c=2+2i=
r(A)=B,rB)=C, r(C) = A et r conserve les distances
donc AB =BC=CA. ABCest un triangle équilatéral.

[ 61 MW (x;¥)#(0;-2) alors :

2, 2
X:Re(Z):x +y2 —2x+3%/+2,
X +(y+2)
Y:Im(Z):_zxLy-H;,
X+(y+2)
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2. a) € est la droite d’équation —x + 2y + 4 = 0 privée
de B. & est le cercle de centre Q(l —§) et de rayon

2
R= g privé de B.
3. Lorsque M= A etM#B,
Zréel & (BM, AM)=0oun
& AM et BM colinéaires
< Me (AB)-{A;B}.
Lorsque M = A, Z =0 réel ; ainsi € = (AB) — {B}.

® Lorsque M# A et M # B,
Z imaginaire pur < (MB, MA) = + g
oMeT-{A:B)

ou I' est le cercle de diametre [AB].
Lorsque M = A, Z =0 imaginaire pur; ainsi ¥ =T - {B}.
4. Lorsque z #—2i, [f(z) - 1][z +2i] =-2—id’ou:

If(z) -1l x|z +2il = /5.

On note I(1); par interprétation géométrique,
IM'xBM = ./5.
Ainsi, M e €(B, ./5) =>M e 6(1,1).

Configurations — Transformations

% 1. A et B sont symétriques par rapport a I'axe
réel donc a = b.

h—k=xp+iyy— Xy +Va) =Xa =Xy — (VA = Y1)
=a—m.
2.2) (OB) L (MA) d’ot (OB, MA

)
arg(a mj =J_rg.

8] o [£5] 252

donc (OA, KH) = ; ainsi (OA) L (HK).

L
7
KEER® 1.0) 2 =ia, zpy = ic.

D’autre part, zg —a = i(zp — a) donc zg = a - c - ia.

bz = a(l +i). 2= 5 (1 +i). 5 = 5 (@)1 i),

2. On vérifie aisément que zy — z; = i(z; —a); d’ol1 on
déduit IK = AJ et (IK) L (AJ).

EA®1.v=.2+i2,c=.2-iJ2.
2.d—a=-3(c-a)doud=-2+3iJ2.

Je=—icdone=—2-iJ2.
d-b .
4.3)Z—m——l.

b) I est le milieu de [BF] et [DE] donc BDFE est un
parallelogramme de 4. a), on déduit que BD = BE et
(BE, BD) = _E donc le parallélogramme BDFE est
un carré.
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[65]® Corrigé dans le manuel.

KEA®1.a)ParR, . :B—C

. (A3)
i

doncc—a=e?(b-a).

b) Par R(D

T
.n):EHFdoncf—dze%(e—d).
'3
2.a) Par Tgg:B+—>Gdoncg=b +e—d.

b) Par T FHHdonch f+c—d.

3.a)h-a=c-a+f-d —e3(b a+e-— d)—e3(g a).
b) Par R(A-“) : G — H; ainsi AGH est un triangle
'3

équilatéral direct.

[ . 1.
| 67 H l.a)zAza,zMzzm,zcz—c,zlzsz.
+Zc
2

Z
b) B est tel que zy; = - donc zg = ¢ + 2im.
I
2.2) Z= 22 "L it
;!
1 2(ac m )— lm(c + 4a)
7 ==
2" <+ 4m’
b) AB=AC & lzg -z, =lzc— 24/
& (c—a)* +4m? = (—c - a)?> & m? = ac.
¢) Ainsi Re(Z) =0, Z est imaginaire pur, donc :
(OB,T1A) = - g et (OB) L (IA).

° _
(68 e Corrigé dans le manuel.

T
60 17 ig Za+2Zg+2c £1+e Jc
@ Ll.Zp=¢C7"C,1= = .
A s 41 3 3
it _iT
SZthe C.

wa

2.ZD=tC,ZE: €
T

fu
ParR, . :D—Fdouzp-zc=e? (zp-2zc)donc:
(c:3)
T
= =
zp=c(l—e? +re?).
it
Ainsi g+zp+zg te(l+e 3)
insi, z; = = ,
3 3
X iF
Zctip+zp c2-ed+t(l+e?)]
K = 3 = 3 .



i
3

.TT
c[1-2¢3+1(1+e3)]
3 b

3. zx-271=

ik it
c[-A+e?)+t(l+e 3))]
iy—X1= 3 .

.n 21‘[ T_L
c[- (e +e3)+t(1+e3)]
(ZJ_ZI)_ 3 >
P 2n
r—(e +e3)——lﬁ 1- 263 donc:

T
;T
e’ (zy—zp) =2k — 2

n) :J— K donc IJK est équilatéral direct.

T
D’ou e

Par R(I %:

ECES 1. 3) A(-a), B(-ia), C(a), D(ia).
BM = tﬁf, te [0;1],dou:
Zyp = 2 + H(zc — zg) donc zyy = at —ia(1 - ¢).

R, M—Ndou:
(+:3)
N — 2 = i(zp— 24) donc zy = —at + ia(1 + ).

b) DC a pour affixe a(1 —i) et DN a pour affixe —ta(1 — i),

d’ot DN =—DC et les points C, D et N sont alignés.

v+ 2N
2

b) Ainsi, z; = tzp, t € [0; 1] ce qui équivaut a OI =10OD,

t€ [0;1]. Le lieu du point I est le segment [OD)].

=iat.

2. a) 1=

[ 71 HEN Zp=2+1donc P =T, (M).

0Q=1

(1, 0Q)=26

Q est a I'intersection du cercle 6(0O, 1) et de la demi-
droite ]Of) dont un vecteur directeur w est tel que
(u, w) =26. (OM) est bissectrice de (OA, OQ) donc
Q est I'image de A par la réflexion S gy,

2. Lorsque 6 décrit [0; 2nt[, M décrit le cercle €(O, 1)
donc P décrit le cercle image par T;; soit <6(A 1).
3a)s=(1+2)+22 —zP+sz0uOS OP + 0OQ;
ainsi S est tel que OPSQ est un parallélogramme.

b) Conjecture : O, M, S alignés.

zg=22=e’®don {

¢) Pour tout 6 € [0; 27|,
2 0 2i8
1+z+z" _1+e +e

Z= Z o6

=e®+1+e®=1+2cosh.
Ainsi Z est réel.
¢ Si S =0 alors O, M, S sont évidemment alignés.
27 A4Am
i= i—=
S=0o1+z7+72=0=z=¢3 ouz— e 3.
* Si S # O alors dans [0 ; 2n[, G;t ? t9¢ T donc
Z =1+ 2 cos 0 est un réel non nul.

Ainsi arg Z = (OM, OS) = 0 ou 7t donc O, M et S sont
alignés.
FlS 2.2) R, :B—>Mdouz-z =i(i-z);
(:3)
R, M- Adoul-z,=i(z-2z,).
(23]
b) D’oui les expressions :

z+1 1+
= e— T — 1
Zl 1—l 2 (Z+ )a

_ iz _—i(z+i)_1-i .
=T T T @D
3.2) OM, = OM, & Izl = Izl & Iz + 11 = Iz +l.

A est la médiatrice de [A'B’] (A:y =x).
b) OM, =M\M, & Iz, =1z, - z,/?
& 3le+ 1P = bigl
e lz+ 112 =21z
¢)Onposez=x+iy,xe R,ye R.
Me T lz+ 12 =2z
& l(x +1) +iyP =2Ix + iy
o x+1)2+y2=2(x%2+y?
ex2+y2-2x-1=0
S (x-12+y2=2.
Ainsi, " est le cercle de centre A(1) et de rayon /2.

d) OM, M, est équilatéral < OM, =0M,
SMe Aml"@{y;xz @y:lei—ﬁ‘
= 2
X +y -2x=1

11 existe deux points solutions M’ et M”.

B’
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1

&R 1.6 est le cercle de centre | —] et de rayon

2
1 1 1] _1
E.Pourtouthe‘@,IM—z donc m—z =5-
2.R,  :Mw~Ldonc!/=im.
)
(0:3)
R o M—=Pdoup-1=-i(m-1)
(:5)
doncp=—-im+1+i.
3. Q milieu de [PL] a pour affixe o = pT+l=%+%i.

1 1
0)—§ =5 donc Q € 6.

Q est le milieu du demi-cercle supérieur [OA].
Remarque : Pour M O et M = A, MLP = MLO + OMA + AMP = 1t

et puisque Q est le milieu de [PL], les points M, L, P, Q sont
alignés. Ainsi M et Q sont les points d’intersection de 6 et (PL).

Ainsi

4. a) KN = In -kl =i - 2iml = - 2il m—% :Z‘m—i .
Or M € € donc m—% :% d’ou KN =1 est constant.
. 1.1, . 1 1.

b)ZQN—(l—z)m—§+§letZQK_(1+l)m—i—zl
d’ou Zgg = iZoy.
Ainsi QNK est un triangle rectangle isocele en Q.

B . N, . 1] 2
5.ON = _l)(m_ZJ_‘l_l‘m_i_T'

Donc N € T cercle de centre Q et de rayon —“2@ .

Suites de points et complexes

| 74 KR ,
AO
AU RS
Ay
e
oA Ao
,‘ 5 A
Al s

2.a) Pour tout nde N, A, , ; est le milieu de [A,A]

donc: . )
_Zn+lzn_1+l
Zpe1 = 2 _Tzn'

= %2 r,; (r,,) est une suite géométrique de

premier terme r, = 2 et de raison q = -

b).rn+1

5 -
*0,,. 1= g +0,,;(0,) est une suite arithmétique de
premier terme 6 = 0 et de raison r = g .

2! n
c)rn=2(7) ;annz.
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d) Iim

n—> +oo
tend vers l’origine O.

e) Puisque pour tout n, r,,

distincts.

0, Ay, A, alignés < (OAy, OA) = knt (k € Z)
<60, =kn(ke Z)
on=4k(ke 7).

3.a) Pour toutnde N,onpose d, = A A, | ;.

Pourn=1,

r, = 0; lorsque n tend vers +<o, le point A,

#0, les points A, et O sont

j J2
dn:|Zn+1_Zn|: ‘% |Zn_zn—1|: Tdn—l‘
n-1 n-1
b)L,= Y AA = Y, d;.Or(d))estunesuite géo-
k=0 k=0

métrique de premier terme dy= AyA, = /2 etde raison

P (5 s
=7,donan=ﬁ 1_([%) :2_[2[1_(7) J
Or0<§ <l,donc lim L,= 2“[2 =2(J2+1).

n—> +oo 2_ﬁ
n
Sl.a)rn:@ re. b0, =6+ 21T

3
. 2n
. 2 1(60 + —)
€) 20212, = 8 & ryePox 370¢ 3

3.
= @ro) e3 =8,

2 3
D’oil (§r°) =8 ;orfy e {O;g[
30g=2kmn (ke Z)
donc ro=3
2im 4 4m
Ainsi zy=3,z,=2¢ 3 =38 3
2.a)

b) Pour tout n de N, on pose d,, = IIM M

n+1||



Pour toutn =1,

— J— ‘en .e)l
d,=z,, 11—z, =Ir, €% —71,e"
. 2n , 2n
B 2 z(6n+?) 2 z(en_l+?)
= §rne —§rn_1e
2im
_ 4.3 i) 0, 1) 2 _2
=|se lr, & —r, _,en 1|—§ |Zn_zn—1|—§dn—1'

Ainsi (d,) est une suite géométrique de premier
terme dy, = MM, = /19 et de raison g = % .
2 n
Dol d, = @(3)
n
¢ L,= Y d,(sommeden+1termes consécutifs de

k=0
la suite géométrique (d}));

g n+1
U

2

1-%2

3
Or0<g<1ldonc lim L,=3.19.

Prendre toutes les initiatives

On choisit un repere orthonormal direct (O, u, v).
Notons : A(a), B(b), C(- b), M(m), N(n).
R, :B—=Adotua-m=ilb-m)

(m.3)

donc m = %(1+i) (a—1ib).
R(N ):AHCd’ofl—b—n:i(a—n)

T
2

doncn:%(1+i) (- b —ia).

T2
OMN est rectangle isocele en O.

D’ottn=—im. Ainsi R(o . n) :M~ N doncle triangle

On choisit un repere orthonormal direct (O, u, v).
Notons A(a), B(b), C(c), D(d), M(m), N(n), P(p),
Q(9)-
R, . :A—Bdoub=ia;de mémed =ic.

(03)

_a+b_a(l+i) n_b+c:ia+c
2 2 7 2 2 7

_c+d_c(1+i) @ a+d_a+ic

T2 2ttt o2 2

Alorsn—m= C_Taetp—q: %doncmzﬁ’[l];

de plus, g —m =

i(cT—a) = i(n — m) donc MQ = MN

et (MN, MQ) = g 2].
On déduit de [1] et [2] que MNPQ est un carré.

2r

LA ® Posons r =1zl et ¥ = IZ'], alors ¥ = .
1+r

Notonsque: ¥ < 1o

2r2$1<:>1+r2—2r20
1+r

e (1-r2=0.
Alors, pour tout 7 (r € [0 ; + =[), ¥ =< 1 donc pour tout
point M, son image M’ appartient au disque @(O ; 1).

Note : Le résultat peut aussi étre établi a partir des variations

de la fonction r —

r2 sur [0 ; + oo,

1+7r
EEM®On choisit un repere orthonormal direct
(O u,v).
Notons A(a), B(b), C(c), D(d), A’(a’), B'(b"), C'(¢),
D'(d), P(p), Q(q), R(r), S(s).
Alorsa’ =ia, b’ =ib,c’ =ic,d =id.

b+a’ _ia+b  c+b’ _c+ib

Dloup==3 ) 2
_d+c _ic+d __a+d _a+id
T2 2 T 2 T2

Les vecteurs PR et QS ont pour affixes :

r—p= %[d—b+i(c—a)] ets—q= %[a—c+i(d—b)].
Ainsi s — g = i(r — p) d’ou par interprétation géomé-
trique : PR = QS et (PR, QS) = g .

mﬂ.ﬂOn choisit un repere orthonormal direct
(O u,v).
Notons A(a), B(b), C(c), A’(a"), B'(b"), C'(¢"), M(m),
N(n), P(p).

.U .U .
’ _ l§ ’_ l§ ’ _ 13
Alorsa’=e a,b’=¢e~>b,c’=¢"c.

, h;
m="2 ;b:%{el3a+b]

n—b—’+c—lei§b+c —C,+a—lei§c+a
~ T2 2 R ) '
Pour démontrer que MNP est un triangle équilatéral

D’ou

b1

prouvons que R
(M5
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RE
n-m=s 3(b-a)+c-b

IRE
etp-m= i{e 3(c—a)+a—b]

ST
i
Note : il s’agit de comparer p —m et e 3 (n —m). |l est judicieux
2n
ici d’utiliser le nombre j= e 3 et ses propriétés :

j3=1,1+j+j2=0et—j2=eig.
&5 (r-m)= LA b0 +c-b)
- %[i(b—a)—jz(c—b)]
[ % + ( + 2)b ~ ja]

[-/%c-b+ (1 +2)a]

[-j*(c—a) +a-D]

N = NI Nl»—k l\)l»—x

{ i§(c—a)+a—b} =p-m.

Ainsi R( K

n) : N~ P donc le triangle MNP est équi-

latéral.

IS Notons I I'ensemble cherché. M’ a pour affixe
7 =iz.
eSiM=BouM’=
ment alignés.

Cette condition signifie z =i ou z = 1. Ainsi A(1) et
B(i) sont deux points de T. [1]

eSiM=BetM #B alors:

«B, M, M’ alignés » (W, BT\/I}) =0ourm

ouT & arg (%:—.1—)):00un

B alors B, M et M’ sont évidem-

T
2"

Dans ce cas ’ensemble des points M est le cercle de
diametre [AB] privé de A et de B. [2]

208

ou T & arg (Zz_—i) * = (:»(MB MA) =+

Finalement, d’apres [1] et [2], T est le cercle de diamétre
[AB].

IEEHS Note: M= M ouM =M’ ou M = M” & 2z - 1) = 0
ouziz-1)E+1)=00uzz-1)=0ze {-1;0;1}.

Ainsi M, M’ et M” sont deux a deux distincts si et
seulementsize C-{-1;0;1}.

Sous cette condition :

e MM'M” triangle rectangle en M

NIa

3
o (MM, MM”) =+ X < arg Z i
2 -z

<:>arg(z+1)—+—<:>(uAM) + L

Ainsi M € A—{A} ol1 A est la droite d’équation x =-1
et A le point d’affixe — 1.

e MM'M” triangle rectangle en M’

302
o MMMM)=+2 carg|2"2% |=+ L
2 2 2
z-z
sarg(-2)= gcnwarg(z) +g@arg(z)=ig
& (1, OM) = = g

Ainsi M € (Oy) —{O}.
e MM'M” rectangle en M”

-7
& arg S| =%

-z

o (M'M,M"M’) = +

Na
Nia

(:)arg( f—l) +— & (MA, MO)_+§

Ainsi M € 4-{O, A} ou € est le cercle de diametre
[OA].

Finalement I’ensemble cherché e est la réunion de A,
(Oy) et 6 privée des points O et A.

A y
1

@ vV

dih :
N

° P
e On suppose que ABC est équilatéral avec ses
sommets a coordonnées entieres.

* Si ABC est direct, par R : B — C; donc les
(~3)
.U

affixes sont telles que c —a = e? (b -a).
Onposec—a=3+iyetb—a=o+ip, o, P, d, yentiers.

Ainsi, § + iy = (1 + l%) (o0 + iB) équivaut a :

{26=a—ﬁﬁ 1]
2y=03+p [2]



Les entiers o et B ne sont pas simultanément nuls

(sinon A = B). On suppose par exemple que o # 0;
d’apres [2], /3 = ZYT_B ;ainsi /3 serait un rationnel

ce qui est faux. (Si o = 0, on utilise [1] avec B #0.)

(page 373)
5
Ella)l +o+ e+ + 0= 11__0()0 =0 car

o =1.
b) Cette somme s’écrit aussi 1 + oo+ B donco + =—
o = (0 + oM (0? + ©®) = ®® + o* + 0° + @’

=0+ +’+ot=0+B
doncof =-1.
oa+fB=-1
af=-1
donc ils sont les solutions de 1’équation du second
degré (X — o)(X-B) =0, c’est-a-dire X2+ X -1=0[1].

¢) Les complexes o et § sont tels que {

2im 2im

do=0+0*=ed +e 5 —200s(25n)

Note : B = 2 cos (%’T).

1+
e) L’équation [1] admet pour solutions 1 5 5 .
Comme 0 < 25n 7 cos (Zn) > 0 donc o est la racine
positive et cos (2?712) = —“[ST_l- .
. 4 _ § - 51
Note : cos (E) =5 e

2.a) La rotation R, , a pour écriture complexe
(0:5)
7 =0z

Ainsi Ag = A, A| = Ay, Ay = Az Ay = Ay
A, As, As— A, d’ou le résultat.

8im _2in

b) o= ed =e 5 =@donc A, et A, sont symétriques
par rapport a 'axe réel. (A;A,) coupe cet axe en H

d’abscisse x;; = Re(w) = COS( - ) d’ott OH = Cos(zsn)ﬂ
3
5

¢) Lerayonde I'est r = QB =

m:m_mzéa_la:aa;

2

ON=QN- QO_—gﬁ—lﬁ Bu.

Puisque o0 =2 cos (2—11), on obtient I'égalité OM =20H,

5
donc H est le milieu de [OM].

¢ Si ABC est indirect, on obtient la méme contradic-
73

triangle équilatéral dont les sommets sont a coordon-
nées entieres.

tion a partir de R( n). Ainsi, il n’existe pas de

2in)2

5

212
d)AOAlzz 1-e :(1—cos§) +sin22?Jt

2y 5-./5
=2- 2005(5) == -

La longueur du c6té du pentagone est :

L= /# L fio- 2.5.

3.La construction ci-apres résulte immédiatement
des résultats du 2. On construit € puis le cercle I' et le
point M. La médiatrice de [OM] coupe 6 en A et A,.
On obtient enfin A, et A3 avec le compas.

4. a) Par construction, les triangles AKO, ABO, BOI
sont équilatéraux donc

@:KO\A+@+§&:3X§ =T

b) I(1;0),3(0: 1), K(~1: 0), B(l ﬁ) (KC):y=x+1.
¢) C(o; (x+1)d’of1BC((x—% o+1- “/3)

2
orBCZ:Idonc(oc—%) +(oc+1 “[3) =1[1].

[1] équivaut 2 202 + (1 - +/3)o+1- /3 =0.

Comme o > 0, on obtient o = “B_1+4 6./3 -

d) BA-BC = BA x BC x cos (ABC) = cos (ABC);
BA-BC=XX'+YY' = % - oL

e) Dans un pentagone régujler\,m: 108°;
par la méthode de Diirer : ABC = 108,37°.
La construction de Diirer est inexacte.

el A

'm
'H
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| 85 HEWETeLENE
1-)A+j+P)=1-2=0,0r1-j=0
donc1+j+j2=0.

2.a) A’ =r(B) donc

T
d=c+e?l (b -c) =82 - (6] - 8?)
=—6+8(G*+j)=-6-8=—-14.
Ainsi a’ est réel.
b) De méme :

.TU
b=ate’(c—a)=8-(82—8)
—_8j+8(1+2)=-8-8i =16

.TC
C=b+ed(a—b)=6-PB-6)=—82+6(1+))
— 82672 =— 1412

C’est nouveau au bac (R

1.7, 5= 1-4i, Zs o= 408-1,02i.
Ainsi AB = AC et AB-AC=XX'+YY =
AB LAC.

Une seule réponse exacte b).

2. Notons A et B les points d’affixes respectives — 2
et 4i. Par hypothese M # A.

¢ Soit A ’ensemble des points M(z) tels que Iz'I = 1.

0 donc

Me Ao [27Bl-1olz—z,)=lz—z5/ & AM=BM.

Z-2

Ainsi A est la médiatrice de [AB].

Une seule réponse exacte b).

e Soit " ’ensemble des points M(z) tels que z” est un

réel. Par hypothese M # A.

—Pourze C-{-2;4i}cest-a-dire M= AetM#=B:

7’ réel < arg (ﬂ):OOun@(m,W) =0oum.
A

Sous cette condition, I’ensemble des points M est la
droite (AB) privée de A et B.

— Lorsque z = 4i alors 7" = 0 est réel. Ainsi le point B
appartient aussi a I'.

Finalement I" = (AB) — {A}.

Une seule réponse exacte c).

X 1. Vrai.

Par R(O 21:) :A—B,B— C,C+— A ;d’apres la pro-
3

priété de conservation de la distance AB = BC = CA.

2. Faux.

210

¢) (AA’) estI’'axe réel donc O € (AA’). D’autre part,

'__§ /__z 9\4}__§*>
b’ = 3betc = 4cdouOB = 3OB
etOC' =- £ OC.

De ces relations de colinéarité on déduit que :
Oe (BB)etOe (CC).
Ainsi (AA”), (BB"), (CC’) sont concourantes en O.

3.a) Sy =O0A + OB + OC = lal + bl + lcl = 22.

b) Pour tout point M(z),

(a-2)+(b-2)2+(c-2)j=a+bP+c-z(1+j+ /%

L 1
0

=a+b+¢f d’ofl

l(a—z)+ (b=2)2+ (c—2)jl =18 + 6% + 83 =

¢) Pour tout point M, Sy, =la—zl +1b -zl + Ic zl or

il =1donc b -zl =I(b-z)Pletlc—zl=I(c-z)jl ot

Sy =la—zl+1(b = 2)2 + I(c - 2)j.

Drapres 'inégalité sur les modules

Sy = l(@—2z) + (b—2)j% + (c — z)jl soit Sy = 22.
Ainsi Sy; = S donc Sy est minimale lorsque M = O.

Notons € I’ensemble des points M(z) tels que

N
arg (z —i) = i
A € A mais arg (z — i) n’est pas défini lorsque z = i,
ainsi A ¢ €. [En fait, € est la demi-droite ouverte
d’origine A dirigée par W}].
3. Faux.

ﬁ)

point M # O, OM’ = OM donc T n’est pas une rotation.
4. Vrai.

La symétrie S, n’est autre que la rotation R( A,m dol
une écriture complexe 7' —i = €™ (z — i) soit

==z +2i.

1 3

oM’ =17l = OM. Ainsi pour tout

5.Vrai.

ParR, . :M~—Ndoun-a=ilm-a).
(»3)

Ainsia:%(1+i)(n—im)=1+i.

1. Pour tous points A(a), B(b), M(z) deux a
deux distincts :
arg ( b) arg (z—b)—arg(z-a)

= (u, BM) - (u, AM) = (AM, 1) + (1, BM)

d’ou d’apres la relation de Chasles,

arg (—) _ (AM, BM) = (MA, MB).



2. a) Notons A I’ensemble des points M(z) tels que Z | AinsiT estle cercle de diametre [AB] privé de A et B.
est un réel strictement négatif.

A #B et par hypothese M # A ; en outre M # B signifie
Z#0. Alors : A

Me A& arg @%Z) =1 (MA, MB) = . Ainsi A

est le segment ouvert |A, BJ.

b) Notons I' I’ensemble des points M(z) tels que Z est
un imaginaire pur non nul.

Sous les conditions précédentes :

<i

<l

z-b o N TV T
MEF@arg(Z_—&):iE@(MA’MB):iE' B o}
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