chapitre

12 | Les nombres complexes

Activités (page3is)

[ACTIVITE 1]

B 1a)y,=ix5ys=ix(-2).
2.b) zy=1+ix2,z5=-32+ix4.

Travaux dirigés (page 33y
] 1 |

Hi1ipr-1)=0.

2.Q(z)=7z2-4z+7;

1=2+ A/31',z2=2—A/f_5i;
(~1,2+.3i,2-./3i).
3oa=-1,b=2+./3i

c=2-.3i;

b-al=AJ12,lc—al= J12 etlb—cl= J12.

1. Les nombres a; sont réels donc a; = a; et, en appli-
quant le théoréeme 1, (Pz,) = P(z_o) .

2.Si 7, est racine, z,, est également racine avec
Zp# Z_o et on peut factoriser par (z —zy) et (z— Z_o ).

HE i./3 est solution, donc —i./3 est racine et on peut
factoriser par (z — i~3)(z + in3) =22 +3;
Q(z) =z2 -6z +21.
a=1i3,
b=-i3;
c=3+2./3i,
d=3-2./3i.
Cercle de centre I d’affixe z; = 3 et de rayon

J12 =2./3.

1. Formule de Moivre ;2 car cos k6 =1 et sin k6 =0.

3A+u+...+u)(1-u)=1-u"+1;
en utilisant les formules d’Euler p. 326,

B2+4i; —-6+10i; 1+i; -8+6i; —2:7-24i;
—i; =55 (ad’"-bb")+i(ab +a'b).

1 _eltn+ e

1 eie

Qi+ 10_y

C,+iS, =

i8] 3

4 = - —_ -
COS™x 8COS4)C+2()OSZ.)C+8,

cos2x = }1 cos (6x) + % cos (2x)
. 1 1 1
4y coy = — — 2 =
sin“x cos“x =~ 35 cos (2x)+ 35 ©08 (6x) 1g cos (4x)
L1
16°
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Corrigés des exercices

(page 333)

1. L'ensemble des nombres complexes

1= .3 +3i
2. a) AOCD est un parallélogramme car OC = AD et
(0C) /1 (AD).

3.lzpl =251zl =2 Izl = 2.
Ainsi A, B et C sont sur le cercle de centre O et de
rayon 2.

4 zp=zp+zg=2i=zcdoncD=C.

B 2) <=2 doncz; =2 +2ietz,=3+2+4i=5+4i
b) x=—i,doncz; =2+ (-i)i=3etz,=3-i+4i=3+3i.
¢)x=1+2i donc:

71=2+(1+2)i=ietz,;=3+1+2i+4i=4+06i

(3 1 Corrigé dans le manuel.
M -8-i;7,=2i;z;=14;7,=7-24i
ﬂz1:6+4i;12:11—2i;z3:1.

| 6_FAS 5+ ; ) %+i—“7[§;z3=i+ii.

z1=—2i;22:7+i;z3:—§+gi.

18  14.

317, _234+182i 18
W - 3Gk

EEM 1. Re(z; + 2, + 23) = 3 ;
Z1\_ 3

Re(zz) 0

2. Im(zl 222+;z3) -4,5;Im(z,zy) = 7i.

11=J1:3
=1

%)

Re(iz)) = - 2 ;

3.1z4l = J13: Izl = J10; lz12,] = J/130;

L(1+)8=[1+i)2=i)*=24

5
2. Il est sur la demi-droite [Oi ).

IR (o) =22 z=(x+iy)2—(x +iy)

= (x2 -y +2ixy) — (x + iy)
=(x2-y2—x) +i(2xy - y).
(12 PR 2.7- 130
T 1+ 5
3.z:_1+louz _.3:31'.
2 i
. _1-2i 3-4i
4.z#21,z+1=2iz-2iz= T35 - 5
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M 2= _1eti¥=-1i donc:
*P()=—i+(-2+3)(-1)+(13-)@) + (-6-10i)
=-3-—idoncin’est pas racine de P;
*P(3)=27+(-2+3)9+ (13-)(3) + (-6-10i)
=42 + 14i donc 3 n’est pas racine de P.
(1+i)2=2iet(1+i)P=-2+2i
e P(1+i)=(-2+2i)+(-2+3)2)+(1A3-)(1 +19)

+ (- 6-10i)
=0donc 1 + i est racine de P.
BN (-i;2-20); 2.(1+i;2-i); 3.(-1;4).
(15 1 Corrigé dans le manuel.
2. Conjugué d’un complexe
EEMaz-3+4. byz=—L -1+
-i—-1 2
9z=31 =142

1. 7, + z, représente 2Re(z,) puisque z, = 7.

Pour la méme raison, z; — z, = 2iIm(z;).

2. Par le calcul, z; + z, = g etz —2,= 95.1 .
Corrigé dans le manuel.

BEN1. 7= (x+iy)-2(x—iy) +2 = (—x +2) + 3y.
2.2=0y=2;z=x+2i

BEM1.72-Z=iz+7-3-2i-(-iz+z2-3+2i).
=(Z-9)+i(z+7)-4
—iy+2ix—4i
=2i(x-y-2). _

2.CelaéquivautaZ=2ZieZ-2=0
doncO:x—y—Ziey:x—Z.

-1
El,);-—— 2 ,donc z 5
b)zlzﬂ; ouz, :‘1;2 =—1-2i,50it 2 =—1+2i.
0z#1,7= i—+; =ietz=—i.

3. Forme trigonométrique
d’un nombre complexe non nul

alrng::—:,alrng—_3 argz-=0,argzp =T,

4 s

T T T T
argZE=z,argzp=—Z,arng=—§,arng:Z.



| 23 F3 =4(cos%c +isin g),

3n .. 3m\,
2222(COST+ISIH T)’

_ _7;5 . . _7_1; .
3= 4«/2(005( 4) + zsm( 4)),
24= Z(COS(—T—C) + isin(— T—E));

2 2
5= 1(cos(zn) + isin(zn))
555 3 3 )
Ty .. (T
26 = 2«[2(008(1) + lsm(Z)).
Corrigé dans le manuel.

A, -1=1(cos0+isin0);
g = %+ i% = 1(cos(§) + isin(gD;

1 B 21\ | (2,
ZC——§+17_1(005(3)+zs1n(3)),

Zp =—1=1(cos T+ isin m);

1 .J3_ 2\ .. 21\,
p=—5-im = 1(005(— ?) + lsm(— ?)),

Zp= %— i? = 1(005(— g) + isin(— g))

B -4-3i; |7 :5;0056:‘—‘ ;sin @ = —

5
0 =-0,64 rad.

b)z=1+2i; |z|=.5; cosezLS;

0 =1,11 rad.

sin © =

Gl viw

) z=-2+1;|z :ﬁ;cosﬂ:—i;sinezL'

5 J5
0 =2,68 rad.

4. Modules et arguments

BN - 7 = 7 (cos (00 + ) + i sin (o0 + ));
Z=r(cos (- ) +isin (- o));
1

z
73 =r3(cos (3a) + i sin (3n));
zP = rP(cos (pa) + i sin (pav));

= % (cos (- ) +isin (-a));

1 _1 ..

— == (cos (- pa) + i sin (- pa)).
7
ma)|z|:4;argz:—g.

b) |z|:3;argz=%E + 1.

©) |z|=4;argz=—2—n.
5

T

g

Corrigé dans le manuel.

a) cos (%) + isin (%) ;

b) cos(%’“) +isin (%”);
o oS8 )
o) r0(52).
NETEREE)
Bl sl 3)

Corrigé dans le manuel.

d)lzl=1;argz =

l.arg (iz) =argi+argz (z#0)

—E+ar Z
=5 gz

Ainsi arg (iz) = ?%C

que M est un point de la demi-droite JOA) a A(-1;0).

éq.aargz =metcecirevient a dire
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z ) _ B .
2. arg (1—_H) =arg z —arg (1 + i) (z#0)
:argz—r—C
i
o Z\_T o, _T RN
Ainsi arg (m)— 7 ¢q-aargz =5 etcecirevienta

dire que M est un point de la demi-droite |OB) ol
B(0;1).

—.

3.arg (z) =—arg (z) (z#0).

Ainsi arg (z) = arg (z) éq. a arg (z) = 0 et ceci revient
a dire que M est un point de la demi-droite |OC) o
C(1;0).

=

5. Forme exponentielle
d’un nombre complexe non nul

Corrigé dans le manuel.

wia

i
z1=4ﬁe ;
. T

n I
[ 32,\/66112'

i

-J>I?—I

Zz—/\/ze
;5

= (2-Dee *=(2-1)e *;
4 1'4_7I
—16e ° :

i
4= (26
T

_iZz

25226

| 36 [SY

~1a

wia

i
—3f26 EE

-bl;l

f2e

i P4
byz=|2¢ °| =16e ° ;

1a

. -3i
d)z=12e""¢ Y~ 12e ;

~13
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LT
_iT
f)z= - =27e = =128¢ °.
_i" e
1 .J3
1-i (-1 l)(__lé)
(37 I -
2y 1+l£ 1
2 2
(1 M3 1.3
-(‘2‘7)“(‘?7)
43% AL
b)ﬁ J2e _ e 2
2y i
e
z
2. Donc |1 ﬁetarg(l) 117t(27t) d’ou
22 %)
cos(ﬁt):_l_“@etsin(ﬁt):—ﬁ_l.
12 2.2 12 2[2

l.c:g [ ﬁ(£+z) ﬁe ,

_3_ .3
d—‘—‘—l4.

2.b= %+i§,donczm:1etzﬁczldoncOACB
est un parallélogramme.
|[OA|=|a|=1et |OB|=|b| =1 donc OABC est un

losange.

7y =€l =i+ 0) |z | =1etarg (z;) =T+ 0;

Zp=cos(m—a)+isin(n-o);lz,l=1etarg(z,)=n—0;

_if i(a—g)
zz=—i(coso+isino)=e %e=¢ Jzal=1et

—o- &
arg (z3) = o 5

6. Equation du second degré
a coefficient réels

Corrigé dans le manuel.

Sl A=-4 {1+ 2-i;1+2+i}.

2.A=—14s5in? 9, {cos O + i sin O; cos O —i sin 6}.

IEFEA 7, et 7, sont solutions de z2 -2z + 5 = 0.
F={1-2i;1+2i);(1+2i;1-2i)}.



Apprendre a chercher (page 336)

Recherche d’ensemble
Les outils :
o Nombres complexes conjugués.
o Module d’un complexe.
o Equation d’un cercle.
Les objectifs :
o Savoir choisir parmi des équivalences la mieux adaptée au
probleme.
o Savoir trouver analytiquement un lieu géométrique.

1. a) En utilisant les propriétés de la conjugaison :

7 _(u-uz\_u-uz _u-ug
le 1_Z = = 1_2
1-z
7 4 s U—UZ _U—-UZ N
b) Z, =7, équivaut a 1 £ 1 2 ouencore a:
-z -z

U—UZ—UZ+UZZ =U—UZ—UZ + UZZ,
soit 2 (u—i) (1-zz) =0ou (u—u) (1-|z*)=0.
2. a) Siu—u =0 (c’est-a-dire lorsque u est réel), alors
tout nombre complexe, différent de 1, convient.
b) Siu-u=0,alors z € €, équivaut a |z| =1, c’est-a-
dire que M appartient au cercle de centre O et de
rayon 1, privé du point A d’affixe 1.
3.Enposantz =x +iy:
_x+iy)+i_ (x+iy+i) (x—iy+i)

V4 - 3
X+iy—i x2+(y—1)

_ x2+y2—1+2ix
==
X +(y-1)
4.a) 7 € €, équivaut a Re(Z,) = 0 soit x> + y>—1 =0.
b) €, est le cercle trigonométrique.

Calculs dans C
RN 1. 72 =222 27 +4=2(2 -y + 2ixy) —2(x +iy) + 4
= (2x2=2y?—2x +4) +i (4xy —2y) = X +iY.
Dol X =2x2-2y? - 2x +d et Y = 4xy - 2y.
2. Z estréel équivaut a Y =0, soit 2y(2x—1) =0.
Si on appelle € I’ensemble solution,

Ze%équivautﬁz=% +iy(ye R)ouz=x(xe R).

XM 1.72=27-2+6i=2x-2iy—2+6i
=(2x-2) +i(-2y +6).
2x-2=x {x=2
(=1
-2y+6=y y=2

2.Z=z<:>{ S z=2+2.

21 Suites et complexes
Les outils :

o Conjugués, module et argument d’'un nombre complexe non
nul.
o Opérations sur modules et arguments.

Les objectifs :
o Savoir calculer une somme.
 Savoir vérifier que cette somme est un entier.

1. Puisque (1/71 ) =u", S,, est bien la somme de deux

complexes conjugués et S, =2 Re(u").

2.) lul = /2 etargu= (Ol ()T/{):Z—:.
o= 3 co( %) isin )

u" = (ﬁ)”(cos(’l—“) + isin(nTRD;

S, =([2)”+2cos(”—“) .

4
- nm_ r_7w
3.Sn—0<:>cos(4) 0o nf=F +knkez
sn=2+4k, ke 7.
4.a) Onnote s, = cos(nTn);sO: 1,8 = éz,etc.

T nm
S, 4§ = COS (nz + 21'5) = COS(T) =5,
b)S;=2,8=2,5=0,5;=-4,5,=-8,5S;=-38,
S¢ =0, S; =16. Puis, comme :

S,5= 2" cos[ 1+ 8)F | = 2" (0]
=168,

et puisque S, est un entier pourn € {0,1, ..., 7}, S, est

entier pour tout nombre entier.

47 LB 10|Z|2—7(Z+Z)+4'

2 (z-2)+1
2. Z imagnaire pur équivaut & Z + Z =0 donc a
101z2-7(z +Z) +4=0etz # 1.
Celarevienta 10(x? +y?) —14x +4=0et (x;y) = (1;0).
Or10(x2 +y?) —14x+4=0
sécrit (x —0,7)2 + y2 = 0,09.
Ainsi Z imaginaire pur équivaut a m appartient au
cercle de centre (0,7 ; 0) et de rayon 0,3 privé du point
d’affixe 1.

BEE®1-1.-i 11,0
2. La suite est périodique de période 4.
3.a)1+4,0,i,1+4.
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b)S,—iS,=(1+i+... +i")—(+i%+...+i"+i"+1)

=1—jn+1
n+1 R
¢) Alors S, = 11’—_l=% (1_l.n+1)'

En remplacant successivement, on obtient : 1,1+, i, 0.

IR ¢, = cos 260 +isin 26, z, = 28 + 96i.

o, z—uz_(z-uz)(1-u)
TR 1. 1-u  (1-u)(1-u)
_Z-uz-uz+z

= —=_——~ caruu=1.
(1-u) (1-u)
Ce nombre est égal a son conjugué, donc il est réel.
= Z—-uz R Z-uz 7-u
2. Réciproque : estréel équivaut a = —
progq 1-u 4 1-u 1-u

ou(z-2) (1-uu)=0.
Comme z est non réel z —z # 0 donc uu = 1 et la réci-
proque est vraie.

Equations dans C

S (- 1-2i)(z-3+5) =22+ (-4+3i) z+ (13 +i);
p=—4+3i,qg=13+1.

IEE2R® On pose Z = 22.
LA=1;Z,=-1etZ,=-2,dou {i; —i; 2i; - 2i} .
2.A=1600;Z, =36 et Z, =—4,d’ou {6; - 6; 2i; - 2i}.

L(1+0)0=[(1+0)?P =(2i)>=-8i

2.a) (1 +i)? est solution car (1 + )0 = [(1 +i)3]* =-8i.
b) (- z)? = z? pour tout z € C donc — (1 +i)3 est aussi
solution et — (1 + i) =-2i(1 +i) =2 - 2i.

3. (1 +i)? est solution.

2% 1.2+ 2.

14 13. . . 2z +iz=5-4i
2. — — —i (Péquation équivaut a .
375 (4 . {—iz+22=5+4i

EEE® 1.7, =1-ietz,=1+i
2. Celaéquivauta—iz +3i+3=1-i
ou—iz+3i+3=1+1i
Or-iz+3i+3=1-iéquivautaz =4-2i
et—iz+3i+3=1+iéquivautaz=2-2i.
Il y a donc deux solutions 4 — 2i et 2 — 2i.
i(T-0) if6o-1
Eazl.A:—élcosze,{e(2 )e( 2)}.
i(Z_9
2.OA:|e(2 )|:1.
(g_T
Oleel( 2)|=1.

AB = |ei(g ) _ ei(e -3) | = [2i cos 6] = 2|cos O].

Ainsi OAB est équilatéral équivaut a |cos 0] = %

184

soitafe {§+2kn,ke Z;—§+2k'n,k'e z;%"
+2nm,ne Z;—Z?n+2n’n, n’ e Z}_

2. 2 3+i; /3-i}.

@10A=—3-{_1_i“f3'_1+iﬁ}

2 2

e 73-1=(z-1) (z%2+z +1). Ainsi 22 — 1 = 0 équivaut

e‘lzzlouzz_l_Tl[3 ouz=_1+Tl“[3.

2.a) D’apresle 1.j2=1etj2+j+1=0donc
-1-iJ3

.2__ i
jo=-1-j 5

006 xees 2 2 —1—i3
2006 _ 3668 12 _ ;2 _ 2«['

| 2007
b)S:1+j+j2+...+j2006:—~—1].

carj#1

1 .3 X 669

=]
L-j

=0carj3=1.

EER® 1.P(x) =24+ (a+ 423 + 2a + 4a + b)Z?
+ (2a% + 4b)z + 2ab,
donca=-4 etb=>5.

2.(2-4z+5) (22 +47-8)=0;A,=—4et A, =48,
donc: {2+i;2-i;2+2./3;2-2./3}

KW ® a) P(z) = (z - 1)(z + D)(z + i) (z - ).
b) {1;-1;-i;i}.

¢) En posant Z = 2;%11,(17&1),
Ze{l;-1;i;-ijetze {—2;0;%;_1;31}.

K3 1. (ib) = b* - 38b2 + 261 + i(10b3 — 90b).

b*—38h% +261=0 bh=-3
2.f(ib)y=0¢q.a |et éq.aou
106>~ 90b =0 bh=3

Ainsi - 3i et 3i sont des imaginaires purs solutions.
3.o=-10 B=29.

4.f(3)=0équivauta z2+9=0o0u z2-10z +29=0ce
qui équivautaz =—-3iouz=5-2iouz=5+2i

IGARS 1. Variations de fsurR:

X |[—oo o B + o0

f_oo/M\m/




:_5_—’\/ﬁ)’M:f((x):7,3,
p=—310 )~ 26

D’apres l étude des variations, I’équation f(x) = 0
admet une seule solution réelle, située dans |- «; 0l[.
Puisque f(—4) =0, il s’agit de —4.

2.a)re R;

4 3 2
P()=0& {r%+5r2+5r +4r=0
rr+5r+5r+4=0
Le systéme équivauta: r3 +5r2 + 5r + 4 =0,d’our=—4.
, P(r=5)(2r-1)=0
b)re R;P(ir) =0 5
Q2r-1)4-5rH)=0
L’unique solution du systeme est r = 3
La solution imaginaire pure est donc % i

0 P(z):(z+4)(z—%i)(zz+z+1);

1.
= {—4, il,],]}.

| 63 IR P(a)=P(a) estimmédiat.

*SiP(0)) =0, alors P(a)=0=0 et P(a))=0
2.1+ietl—i.

3.Q(z) =72 -2z +2; P(z) = Q(z2) x (z2 - 4z - 13);
FS={1+i;1-i;2+3i;2-3i}.

A 1. « P est a coefficients réels donc :
P(@)=P(a)=0 =0.

e Z¢éro n’est pas racine de P.

P(é) = oc% P(0) : si P(a) = 0, alors P(é) =0.

2. P(1 +i) =0, donc autres racines :

— R N 1 1+

1+1 :1—1;1—”— 5 ; ainsi que Ti:T’

Ef’—{1+l,1—l, ) }
3.P(z)=(z-a)(z—a)(z-B)(z- B) avec:
L+i

>
En regroupant les facteurs conjugués :

P(z) = (22-22 +2)(22—z +1).

a=1+ietP=

2

Modules et arguments

HEH 1 <r<2etbe [0+2kn;n+2kn] ke Z.

Eﬂ@@——— [2n]; @9—— [n]; ®@r=2

@r<2; ©r=2etbe [2k1t;T—E

> +2km), ke 7,

@1<r<2¢t9:2—‘E [xt].

KEB® 1.2+ 72 +12-7P=(z+2)(Z+7)+(z-2)
(z-7)
=277 +27'7
=2(1z + I’1%).
2. Notons M, M’, P, M”, Q les points d’affixes respec-
tives z, 7', z + 2, — 7/, z — 7’ alors OMPM’ et OMQM”
sont des parallélogrammes.
L’égalité du 1. se traduit par
OP? + OQ? =2(OM2 + OM"?) or OQ = MM’
donc cela revient 2 OP? + MM” = 2(OM? + OM").
Ainsi dans un parallélogramme, la somme des carrés
des coOtés est égale a la somme des carrés des diagonales.

Pz +Z)

=

M'(-Z)
KEER® 1. ¢ 12,2,) = lac - bd + i(ad + bc)|
= (ac — bd)* + (ad + bc)>.
® 17,2, =z X Iz, = (a® + b?) (¢* + d?).

Ainsi (ac — bd)? + (ad + bc)? = (a2 + b?) (2 + d?).
2.Aveca=5;b=3;c=11etd=11e 1. s’écrit
382 + 522 =34 x 122.

m.l.a)0059:2coszg—1
PR ¢
sm9—251n§c0s§.
B S 20 ., . 0 0
b)l+u=1+cos0+isinB=2cos §+z2sm§ cosz

—20059 cos 9+sin 0
- 2[ 2 2}
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2. a) OMPI est un parallélogramme car zp = zj; + 2.
b) Notons H le milieu de [OP] et [HI], alors zp = 2zy4
(car xp = 2xyg et yp = 2yyy). De plus le triangle OMI
estisoctleen O et OM =0OI=1et (ﬁ, OM) = 6.

Ainsi OH = cos 9 et (O ; OH) = - . Il en résulte que

_ ... 0 0 ... 0] ., o
Zy = COS z[cos 5 +isin ﬂ d’ou le résultat.

[ 70 AR E(,_T):zz—2z+5:O;A:—16,{1—2i;1+2i}.
2

E(T_t) 2221+ .3)z+5+2./3=0;A=—4,

6

(1+3-i;1+./3 +i).

2.b) ABCD trapeze isocele.

ABD rectangle en B.

¢) ABD et ACD sont rectangles en B et C.

A, B, C, D sont sur le cercle de centre le milieu de

[AD] d’affixe 1 et de rayon 2.

3.a) A=—16sin?8;

{1+2cos0—2ilsinBl;1+2cos6 +2ilsin 6l}.

b) I1 + 2 cos 8 —2il sin O |- 112 = 12 cos 6 — 2i Isin 6012
=4cos? 0 +4sin?0=4.

Donc Il +2cos8-2ilsin®|-1] =2

etde méme |1 +2 cos 6 + 2il sin 6 |- 11 = 2.

Ce qui prouve que les points en question sont des

points de E g).

T
WAW® 1.0z, =2(1+i),z,= 2ﬁ(cos1—:+i sinz).

. T, .. =T
*7,=2i,25= Z(COS§+Z 51n§).

3n

oz3=—1+zz3—ﬁ(cos37n+lsm4)
*z,=—1,z4=1(cos m + i sin ).

1 . A2 Sg . . oW
°25=—§(1+l),Z5=——(COS—1—+ZSln4).

2
Z’a)ArHl: ‘Zn+2_zn+1‘

n+l~ “n

N2
=54,

2

b) (A,) est donc une suite géométrique de raison 5
et de premier terme A = 2./2.

ﬁ n-1
¢) On en déduit que A, = 2“[2(7) , puis :
51000 =18,

\—1+1f3\

A, <102 (J2)"

[ 72 AW lz,| = ( ) (-1+iJ3)| =
3 n
-2(3)

3 n

etlz,l = OM, donc OMn:2(‘—J .

lim G) =(0donc lim

n—+ oo n— + oo

186

Iz, =0.

Ainsi lim OM,, =0etM, serapproche de 0lorsque

n—+ oo
n tend vers + oo,

3\ 3\
2.z,=- (Z) + i(z) A3 donc Re(z,) <0
et Im(zn) == ’\B Re(zn)
donc M, appartient a la demi-droite A.

n
. 1. Zn+1 = (%l) Zn’ Zn = Zo(él) .
°zp=(1+ iﬁ) = 2(005(%‘) +1i sin(g));

2 (3} 1M,

v
Y
\.\1

M, s | M

3.0M, = |z,|=

1.\" . 1 1
(El) (1+zﬁ):?x2: —
n+1= zi)zn’

2
1.
arg(z, . 1) = arg(iz) +arg z,

4, a) Comme z

soit(ﬁ,mwl):g + (1, OM,).

Donc on obtient (OM,, OM,, , {) = = et le triangle
OM, M,,  ; est rectangle en O.
A l'aide du théoreme de Pythagore :

L

b) L, est la somme des termes d’une suite géométrique

MnMn +1

de premier terme /35, de raison 1

)

2

L,=.5



€ |- 1;1[, donc lim Ln:2ﬁ.

n— +oo

DN =

EZH8S 1. Vrai pourn=1.
Supposons vrai pour n, n = 1, alors
2y 1= (a, +1ib,) (a+ib)

=(a,a-b,b)+i(a,b +ab,).
enposanta,,=a,a—-bbetb, ,=ab+ab,,
Z"*l=qa, | +ib,, doncla propriété est héréditaire.
Par le principe de récurrence, pour tout entier n,n = 1,
la propriété est vraie.
2.Sip =a® + b?en posant z = a + ib alors p = IzI%.
Drapres le 1. p* = (1z2)" = 22 = a2 + b et p" s’écrit
aussi comme la somme de deux carrés d’entiers.

[ 75 MR P(2) = 0 donc on peut mettre z — 2 en
facteur dans P(3).

ca=2./2:b=4Pz)=(2-2) (22+ 227 +4).
e P(z) =0équivautaz—2=00uz2+2.,2z+4=0ce

quiéquivautéz:20uz:—ﬁ+iﬁ z=—2-i2.

3T 3T
2402 =2e 4 z,=2e 4.

Z.ZIZ—
3. B
\s\l
V\
ol @ A
CX
4.Z3=2_2A/§’+l'§’.

*(u,0B) = 3Tn et OAB isocgle en 0 donc (1, OI) = %

N2-2.
S.z23= 42— 2 = +z£2
N2 2 _n_ N2

8 22

donc cos —_—=

Formes trigonométrique et exponentielle

1. Cercle de centre O et de rayon 3.
2. Demi-droite JOA) ou A(1; 1).

3. Droite (OB) ou B(l ;= ﬁ)
2 2
of o .6
i3l i3 i5 ]
| 77 MRS [e +e J:1+e’edonc

zZ=2cos ge 2.

D

b)6e |-n;nfet 5 g, g[ implique cos 0 >0;

2

[\

0 0
r= 2cos§ etargz = 5

Nl'cb

2 y 9
146 ( cosz) -i3 0
2.7 = K = 7 =e (2 cos 2);

J 0
|Z| =2cos5 et argZ———

9,~J
2
0
9
° 2t J e +e 2
| 78 | = =
1.1+t2 ;9 92 2(e +e 'e)’
e’z_ 2
e ig —19 ig _ig
2 e +e
e +e
soit 2t e _ 2isin® _ .sin®
1472 %4 2cos®  cosh’
L= 4 1
1+7 2%+ cos6’
2t _4isin® _ . .
——=—F  =isin 0.
1-¢
0
2i tans
=i tan®
1—tan2§
0 0
2i sin3 0 1 +tan2§ 1
2.Commet= =i tany, -
0 20 cosO
2 cos3 1-tan >
) 0
2i tany
% =isin 0
1+ tan 5
et les résultats proposés en découlent.
_it _i i
ECES1.;,- L2¢ 6,zz=ﬁe dz=el,
9o AO-i2_(Jo+./2)+i(J6-2),
) 2(1-10) 4 ’
N T v
d’oli cos — B etsin — T
3. L’équation équivaut a cos (x - %) = %
Deux solutions dans [-7t; 7] : — 1—: et %
1-a
EMS1.1+a+a?+ad+ot= g =0

A + B =AB -1 donc A et B sont solutions de
X2+X-1=0.
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2.0=a, A=a+a=2cos 2—“

5
3.X2+ X -1=0a pour solutions :
“1-45  -1+45
2 2
Aestl’undecesréels.A>Ocar2?75e[O;g[,d’oﬁ:
2n  —1+./5 2n_ —1+./5
2005?— 3 etcos—s—— R
° i3 i 2
EEile1.5-¢°S=(1-¢°)=2d0ouS= -
i
1-e?
X
10
2.5 = 2 __2e
il T o 2isin£
e 10| _ 10, 10 10
. T .. T
—z(cosm —1i smlo)
B T
- sin{
=1+ : ,
T
tany
Qo C=1etS= ——.
T
tan{q

.U
—i=

IES Lau= ﬁelz;ﬁ: e 4.
b)S, = ([zel‘—‘J +[[2e_lzj

. T . T
S, = Afz{em“ +e m“} (d’apres Moivre)

n

2
S, = 2" cos ng (d’apres formules d’Euler).

¢) S,, = 0 équivaut a cos nZ—: =0 donc a n est du type
4k +2ouke Z.
d) Si n est pair, il existe p € N tel que n = 2p alors

AN LAPE. T .
cos (HZ) = cos(p ZJ ainsi cos (n4) vaut—1;0o0u 1.

. 2 2
Il s’ensuit que S, vaut — ﬁn " ;0ou ﬁn " etS, est

bien un entier relatif.
2m

2.a) 0 (1402 = kgo(zl’:‘) i
2m
o (1—i)2m= ]E‘O(Z]l{n) (= i)k,

b)‘i2p+1+(—i)2p+l=0
o 20+ (—i)2P =2(-1)P.

€) o u2 4 124 =y cos (24%) =y =213 dapresle 1.b).
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24
° u24 + 524 — z (2](4) [ik + (_ i)k]

k=0

Recherche d’ensemble de points

EER® 1.1 + iy = (x +iy)2=2(1 + i) (x + iy)
P \{x’=x2—y2—2x+2y
€quivaut a
y =2xy-2x-2y
2. M’ sur ’axe des abscisses équivaut a y =0 ie a

2xy—-2x-2y=0doncay= x%l . # estdonc la courbe
représentative de la fonction 4 :
R\{1} >R
P
x-1

KEZE® 1. 7| x|z| =2 etargz’ =n—arg z.

2.a)Me Dozl <2,(z20)e 2] =1.

M’ décrit donc le plan complexe privé de I'intérieur
du disque de centre O et de rayon 1.

0<lzl <2 Izl =1
b)Me |OA] & T o . 3m
argz=Z argz=-I

M’ décrit la demi-droite [Bz) avec (1, OB) = 3%: et
OB=1.
ER® Avecz=x +y, x ety réels,

+1—x 1+ 1 +iy|1- 1
N z o)t 2, 2)°
X +y X +y

Ainsi z + 1 est réel équivaut a y(1 - 1 2) =0
< x4y

doncay=0oux?+y2=1.
L’ensemble est donc la réunion de ’axe des abscisses
et du cercle unité.

2 2
moLX:x +y +3x—2;Y: y

(1 +x)2+y2 (1+x)2+y2.
2. L’axe des réels privé du point A(-1).

3. Le cercle de centre Q(—% ; 0) de rayon % ,privéde A.



IEXA® 1. a) Z réel équivaut 2 Im(Z) = 0
doncal2y-x+4=0.

L’ensemble est donc la droite d’équation y = lx -2.

2
b) Z imaginaire pur équivaut a Re(Z) = 0 donc a
2
(x-1)2+ (y + %) = 2 . L’ensemble est donc le cercle

de centre (1 ;— %) et de rayon —5@ .

IEEER® 1. Deux invariants O et le milieu B de [OA].

2.a) Z_Z=(x+i)/)2=(xz_y2+2ixy)(—x_i+l‘y)
i—-z i-x-1y x2+(1—y)2 .

D’ou le résultat.

b) M’ sur I’axe des imaginaires purs équivaut a :
M= A, x(x* + y*> - 2y) = 0.

L’ensemble cherché est la réunion de I’axe des imagi-

naires purs et du cercle de centre A(i), de rayon 1,

A exclu.

[ 59 LB AR
) x+1+iy

_ —3y+i(2x2+2y2+x—1)

(x+1)2+y2

D’olt Re(Z) = ‘3—52
x+1)"+y

2 2
Im(z)zwﬂ

bl

(x+1)2+y2

Z_—3y—i(2x2+2y2+x—l)

(x+1)2+y2
4x’ + 4y —4x +1
o|7|=Az7= |22 “2 T
2 2
X +y +2x+1

2.|Z|=123x2-3y2-6x =0 (x-1)2+y2=1.
L’ensemble €, est donc le cercle de centre I, d’affixe 1,
de rayon 1.

3. Z imaginaire pur & Re(Z)=0< y =0.
L’ensemble 6, est donc la droite d’équation y = 0,
privée du point A(-1;0).

EOR®1;-refsz- L 1o

220 2
i re r
2. Z, donné non nul,
2_ 1
21 T
5= Z_() 4 ‘ 0‘

20=-argZ,[2n]

V= ——
P= /V‘ZO‘

9=—%arg (Zy)+km, ke Z

7, existe toujours mais il n’est pas unique.

3.a)z=¢e® Z =29
Si (1, Om) =6, alors (11, OM) = —26.
b)z=Z < eb=¢ 29
< 30=2kn, ke Z
2km

@92—3‘,]{62,
L1 B 1 3
s01t{1,—§+z—2—,—§—1—§—}.

4. a) On note (i, u*) = a.
me d*s 0=0[2n] ©-20=-20 [4n].
M appartient a la demi droite d, “avec (Z, ;i *) =—20.

b)M e d*(:)—26=0c[2n]<:>9=—% [n].

Donc m appartient a la droite d, passant par O telle

que (i, uy*) == 3.

3 30 3

KEl®.z-"° ,Soit p =

2+4r 2+4r

2. a)yme C6:>r:1:>p:§ = M appartient au cer-
1

3
que, 0 est quelconque et ’ensemble est €’

by me [OT):>alrgz=—Z—‘E [275]:>argZ=—3TTE [omt].

et 0 =3a.

3 3

cle €’ de centre O et de rayon =. Comme o est quelcon-

Donc I'ensemble est la demi-droite [OT") avec T'(- 1 -i).

3 2
3.a) flx) = _x__3 (@) = ﬂ—?ﬁ >0; f est stricte-
2+x 2+x°)
ment croissante sur R, ; f(0)=0et lim f(x)=1,donc:
X = +oo

f(R,) =[0:1].
b) Donc lorsque m est un point quelconque, M est un
point dont le module est inférieur strictement a 1 et le
point M est un point du disque ouvert de centre O et
de rayon 1.

IEENS 1. vz, f(z) = ¢¥ - €™ donc :
¢ f(0) =% =1
e fliy=eleV=¢
fl-iy=ele =2
ef(l+i)=clem=—e
ef(l-i)=elem=— %.
2.Vye R, Vxe R, e’ #0ete™ 0 donc e’e™ (.
Ainsi Vz € C, f(z) #0.
* If(z)l = le¥e™| = &) le™|

=lel car le™| =1

=eYcare’ > 0.
Ainsi Vz e C, If(z)l = .

* Arg (f(z)) = arg (e¥e™)
=arg (e”) + arg (e™)
=0+mxcare’ e ]0;+ .
Ainsi Vz € C, arg (f(z)) = mx.
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3.a)V(z,7) e CxC,f(z +7)=e *Yemx+x)

= VeV eMeimy’
= eVe™ x Vel
f(z - Z’) = eV ~Veitlx-X) = eye—Veitxe-inx
eyeinx ) f(Z)
ey’einx’ f(Z')
b) Vn e Z, f(nz) = e™eimx D’aprés Moivre.
- @y ey
= (@) < flzy
. . -1=< X = 1
4.a)*M(z)e Léq.a y==1 éq.aM(z) € [AD]

ou M(z) € [BC].
Conclusion : L = [AD] u [BC].
e Dire que M(f(z)) ot z € L éq. a dire que

fz)l=e f)=e"

et Ou A et

-n<Arg(f(z)) smn -n<Arg (fz))<nm
Conclusion : L’ensemble des points N(f(z)) ou z est
l’affixe d’un point de L est la réunion du cercle de

rayon e et de centre O et du cercle de rayon e ! de
centre O.

by M(2) € K ¢ \{—1sxs1, A M(2)

z)e Kéq. a éq. a M(z) appar-
d -1=sy=<1 PP

tient (au sens large) du carré ABCD

Conclusion : K = intérieur du carré ABCD.

* Dire que M(f(z)) ot z € K éq. a dire que
{e_l <|fz)f se
-n<Arg (fz)) sm
Ce qui équivaut a dire que M(z) est dans la couronne

délimitée par les cercles de centre O et de rayon e~ !
ete.

Prendre toutes les initiatives
IEER® 7/ 1 77 = 1ein® 4 pre=in® = 112 cos n@ d’apres
Euler, et par récurrence :
nn+1)

Z =2"r 2

" cos no.

cos 0 cos 20 ...
;0 0
. 2 2 2
[ O4 I

0
i5 0
=e [ —2i sin 2}

PTG N
=-2ie sm2.
Ainsi :
. . 0 0 T 3w . 0
_ el — v v A v
o[l -eW ZSm2 etzeJ2,4[doncs1n2>0
doncll—ei"I:Zsing.
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6
e Arg (1 -¢€®) = arg (- 2i) + arg [ ) + arg (Sin g)

T

arg (1-e®)=- g +0(arg (sm g) 0 car sm >0)

arg (1-¢e®) =

>t
0 _m

2 2
IEEH . ; = 0 est solution.

* Pour z 20, posons z =re®, r> 0,0 € R.

Alors 22 = (%) équivauta e85 =1 doncar=+1et

0= Iﬁc ke Z.

Ain51 les solutions sont les complexes de 1’ensemble
zkn zkn

[0;e? keZ;-e?* ke Z).

IEIAA Posons z = e, r> 0,0 € R.
22=re3®donc 3 réeletl <z3<8
équivaut 230 =2km, ke Zetl<r <8

2km
3
L’ensemble des z solutions est donc I’ensemble :

doncab=— ;keZetl<r<2.

2in 4m
rn1<r<2;ke’ 1<k<2;ke
L’ensemble des points est donc :

<k <2

07 PR UL S _donclzl = -
tan sin@

sin” @
car ¢ € ]O;n[,(p;tg.

Donc 7’ = ;el((ﬁ 2) .
sin@

IR Supposons qu'il existe z complexe tel que

|1+z|<%etl1+zzls1.

Avec z =x + iy, x et y réels, on obtient :
e |1 + 721 <1 équivaut a (x2 + y2) + 2(x2-y?) <0

ce qui implique x2 < y?



et

°|1+z|<% e’:quivautéwc2+y2+2x+f’—1 <0.

Ainsi ces deux conditions impliquent 2x + 2x + 3 <0

4
d’oti la contradiction.
EEER® ; estun complexe de module 1, z # 1,
donc z =e® avec8=0. o
. cos =
2 0 _ X +1 . _ .
En résolvant e = T on obtient x = qui est
un réel. sin 3

0
cos =
Ainsi en posant x =

. X+1 P
on a bien z = — , x réel.
. xX—1i
sin =

2
(100 HEX = R;
3r(r-4)=0
P(ir)=0<:>{ )
(r+18)(4-r)=0
Sr=4.

* P(z) = (z - 4i) Q(z), avec Q(z) = 72 - 3z - 18;
S =1{4i;-3;6).

2
RI® A 1. E; = R (1), () = Z =2,
(x-1)
X |—oo 0 1 2 + oo
Y (x) + 0 - - 0 +
0 + oo + o0
U N R N
Y(E;) = -0, 0] U [4; + 0.
P
“E,=R- (0, y'(r) = T2L;
X
X — oo 0 + oo
v'(x) + +
v . / + oo . / + oo
V(Ey) =R.
B.1.f(z)=3

=72-37+3=0

. . L _iT
©ze {3 +2“B;3_2“B}={ﬁe ° e 6}.

0.2
(1 +ele)
i0
e

2.a)Z= =e®4+2+e®=2cos0+2

=2(1 + cos 0).

EXB® 7, - cio 7, =P,

2 e B2
(21+2)" (" +eP
212, - ei((X+B)

e e, )

+¢

ei(ot+ B)

=4 cos? ((XT_B) e RY.

i
EEAS civ + et = ¢

(3 b
eit 1 eib=2e" 2/ cos (%) )

cos(a — b)
2

+b . (a—b)
Ssi cos 5 >0

Donc le@ + eib| =2

IS

[\

arg (e + ') =

IS
+
S

+ T Si cos (a;b)<0

2 2

Donc quand 6 € R, Z est réel et Z € [0; 4].

2 2 .
3 a)Z=Xq4iy=E Y +20xy)

(x=-1)+iy
_x3+y2x—x2+y2+.y(x2+y2—2x)
- 2 2 ! 2 2"
(x-1)"+y (x-1)"+y
b) m e (OA)-{A}=d, donc:

2
— Z —
Z= s avecze R-{1}.

D’apres la partie A, Z est réel avec
Z e |-o0; 0] U [4; + oo,
¢)me Adoncz=1+iyavecy=0.

z Loy a2y 0
y

droite d’équation x = 2. De plus, d’apres la partie A,

Y(R*) =R donc ’ensemble est la droite toute entiere.

d) M décrit (O;u) donc Y =0 ou y(x2 + y2—2x) =0 d’ox

m appartient a la droite d’équation y =0 (z € R - {1})

ou m appartient au cercle de centre A et de rayon 1.

y_ 1 , M appartient donc a la

E[Z3°® A.1.F(1) = A + B;F(i) = (A-B)i
2.D’apresle 1, A+B=0et(A-B)i=0
donc A=B=0.

B. 1. (f, ) (f,(2)) = a(az + bz) + b(az + bz)
= (a® + b?)z + 2abz.
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2, ,2
2. f, , involutive équivaut a a et b vérifient {“ +b7=1
’ 2ab=0

3. D’apré§ le systeme pré_cédent ilya4f,, involutives :
Joriz—=Zifos1iz—= -2 figrzozetf gz -z

B TR S
C.l.Ouicar(gog)(z)ze4 e'z]=e'e ‘z=z.

2.x'=£2(x+y)ety'=£2(x—y).
2 2
—E@(x+y)=x
3.a) M’ =M équivaut a
2 y)-
y=(J2-1)x
donc a 1
=———x
Y 1+ﬁ

C'est nouveat at Dac B(ELERED)

A1 2=2+.2-(2-/2)-2id2+2)2-2)
2=22-2i2, réponse b.

.U T
2.22=2.2(1-i)=2.2.2¢ Gy 4 , réponse b.
3. Posons z = re®®, r > 0.
.TC
Alors 22 =4e 8 équivauta P =4et20=— = + 2km,

ke Z. 4
Ainsir=26t9=—g vk ke Z.

Mais x, <Oety,>0donc = %E convient, réponse a.

1. Faux, contre-exemple z = 1.
2. Fauxsir <0.

3. Faux, contre-exemple 0 =1 . e =—1 et eim=_1,

4. Vrai, Z = 2iz équivaut % —2idonca Z‘ =2
Z

et arg (Z)—E
z) 2"

5. Faux sin # 0, posons z = (1 + i)" alors 7 = (1 - )"

doncZ, = Z—E Z_ 2iII;(Z) =iIm(z)

donc Z,, est un imaginaire pur sin # 0.
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1
1+ﬁ

y = (2= 1) x qui est dirigée parﬁ(ﬁl_ 1).

or = /2 —1 donc A est la droite d’équation

4. Pour tout point M du plan,
MM u=x'~x+ (J2-1) (/' ~)

=Ly xs (B0 Loy )
Doncﬁpﬁ.
5.2) x = %2«1 +a/2)x+y) iy = %Z(X+(f2—1)y)-
b)Le Acar (J2-1) x;= (fz—l)%z((nfz)xw)
=%2<x+<f2—1)y) =i

6. M’ est I'image de M dans la symétrie d’axe A.

1. ¢ Posons Z = z£ alors 7Z =z

et d’apres le prérequis arg z = arg 7’ + arg Z
donc arg LZE,) =argz-argz.

* Prenons z =1 et 2’ = z? dans le 1. alors
arg (l) =argl-argz?=—argz?cararg1 =0
5 .
z
En appliquant le prérequis avec z = z” on en tire
arg (—15) =-2argz.
b4

2.) M décrit d privé de 0 équivaut 2 arg (z) = g ;
ainsi cela revient a arg (z) = - Z?E donc M’ décrit la
demi-droite privée de 0 dirigée par r'tel que

- o0 21

(u’ [) - 3 .
b) M’ décrit d privé de 0 équivaut arg (') = g ; ainsi
cela revient a arg (z) = - g donc M décrit la demi-

droite privée de 0 dirigée par s tel que (iz,s) = — g .



