chapitre

8 Intégration et primitives

Activités (page192)

[ACTIVITE 1]

H Exemples
LIH)=1x1+2x3+4x4=23.

1

-3 -2 ol 1 4 X

2.Fig. 1:1(g) =2x(-1)+2x3+2x2=8.
Fig.2:1(g) =2x1+2x2+3x(=2)=0.

[ACTIVITE 2|
1.Casn=>5.
a) I(gs) =

ot ) b))
o ) ) ) 49) -

De méme, I(hs) = Ss.
b) Les fonctions en escalier g5 et h5 sont positives,
donc I(g5) exprime l'aire en w.a. du domaine vio-

let, I(hs) celui de la réunion des domaines violet et
vert et enfin I(A5) — I(g5) celui du domaine vert.

2. Cas général

1 2.1 (1y, 1 (2 1(n-1
3)5n:ﬁ><0 LR g bl I B e R

Sp= S[2+224 .+ (1-1)7]
n

Deméme:S, = = [12+22+ ... + n?].

1
3
n

_1rn-1)n(2n-1)7_(n-1)(2n-1)
b)s, = — =
' n3[ 6 ] 6n°

etS, = _1_[n(n +1)(2n+ 1)] _(n+DH@n+1)

n 6 6n>
Pour tout entier n (n =2) :

4. 3
Snel 2n +n

N

T, 4 3 2 :
n 2n +n -3n"-n+1

Or le trindme X — — 3X2 — X + 1 est négatif sur

I’intervalle réel ]“/1_36_ 1 D+ oo[, ainsi
s
0<2n*+n3-3n2—n+1<2n*+nddonc 2! 51

n
et la suite a termes positifs (s,,) est croissante.

Sn+1_ ont 70’ + 6n°
S

De méme : =— 3 5 .
n 2n +7n +9n " +5n+1

Or2n*+ 73 +9n% +5n+1

=@2n*+ T3 +6n2) + 3n2 +5n + 1)
et3n?+5n+1>0
donc2n* + Tn3 + 62 < 2n* + T3 + 9?2 + 5n + 1 ;

sn+1

S

n
décroissante.

ainsi

<1 et la suite & termes positifs (S,) est

9S,-5,= > dou lim (S,-5,)=0.

S_(n+1)(2n+1)_1 1 1
e A PR
6n 6n

dou lm 5,=1.
n—+oo

Ors,=S,-(S, -s,) donc

lm S,= lim S,~ lm (S,-5)=3.
n—+oo n—+oo n—+oo

Note : un calcul direct a partir de ’expression de s, permet
aussi d’obtenir ce résultat.
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Travaux dirigés (pag 207

L’objectif de ce TD est le calcul des aires de
domaines plans définis a partir de courbes repré-
sentatives de fonctions définies sur un intervalle
de R. Le lien entre intégrale et aire est ici I’élément
essentiel.

H 1. f est paire donc ‘6radmet (Oy) comme axe de
symétrie.

2.f(x)=0 & (2-1)(x2-2)=0 d’ob
P={-2;-1;1;42).

3. En raison de la symétrie, il suffit de calculer

laire du «demi-domaine» obtenu pour

xe[0; 2]

Ainsi st =2[ [ finde - [ finde] (enua).
Or 1ua=2cm? done o =4[ [} finde - [ findn)

(encm?); d’ou o = ‘_@__516.“@ cm?.

H1.a)e lim fix)=—o;

lim fix)= lim (x+xe ¥)=+c.
X =400

X+ oo
ef'(x)=e*(1-x)+1; f'(x)=e*(x-2).
X — oo + oo
f”(x) - +

7’ T q-e20 —

Ainsi pour tout réel x, f’(x) >0 et fest strictement
croissante sur R.

X |—oo 0 + o0

f 0/ + oo
—

b) f(x)— x = xe™* dou lim (f(x)—x)=0.

Ainsi A est asymptote a €, au voisinage de +eco.
Le signe de f(x) —x est celui de x donc €, est au-

dessous de A sur ]-e;0[, au-dessus de A sur
105+ o[ et Acoupe €,en O(0;0).
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) YA

4

[0) 1 % X

2. a) Lorsque A est un réel positif,
A(N) =4 x J-g (f(x) —x)dx = 4‘[gxe_xdx (en cm?).
Par intégration par parties,
_ —x7A A X
AN = [ dxe~ T + 4j0e dx,

soit s{(A) =4(-he P —er+1).
b) lim s(A)=4cm?

A—> +oo

L’objectif de ce TD est le calcul des volumes de
solides :

—a partir de la section par un plan perpendiculaire
a un axe,

— par 'utilisation d’une homothétie de ’espace,
—par la révolution d’un domaine plan autour d’'un
axe.

M 1. La section est un disque centré sur I'axe (Oz)
dont le rayon r est tel que 72 + z2 = R2. D’ou
S(z) = m(R% - z2). Le volume de la boule est alors

V= 2nj§ (R2-z2)dz .

3R 3
2. Ainsi ¥ = 2n[R2z - Z—} =47R
3o
1. Par ’homothétie de centre O et de rapport
= OH _z

O~ 1’ ABC a pour image A'B’C’; les aires

2
sont alors dans le rapport k% d’ott S(z) =S x ;7 .

2. Ainsi V= ['S szz—s[ﬂhd v=Llgp
. S1 —IO Xh—2 —h—2§0 onc —3 .

H 1. La section est un disque centré sur I'axe (Ox) et
de rayon r = f(x) .

2.S(x) = mf2(x) soit S(x)=rmx.

3. = JgS(x)dx = Tc_[gxdx donc V' =8m (en u.v.).



L’objectif de ce TD est la mise en évidence de :

¢ [115a divergence de la suite définie par

1,1
Sn:1+§+§+...

¢ La convergence de la suite définie par

v, =S, —Inn versunréely.

Deux outils essentiels mis en ceuvre a cette occasion :
—la comparaison d’une suite et d’une intégrale ;
—T’exploitation de deux suites adjacentes pour éta-
blir la convergence.

1, .. .
+ = (série harmonique).
n

1. Conjonctures : (S,) semble strictement crois-
sante de limite + co.

2.a) Pour tout n de N*, S, ., - S, = ’% Ainsi

S,.41—S,,>0donc (S,) est strictement croissante.

b) Par comparaison d’aires, S,, = [ 1 f(x) dx soit
S,=In(n+1). Or lim In(n + 1) = + oo donc
n—+oo
lim S, =+o0o.
n—+oo

3. a) Pour tout entier,n = 2,
Upy1 = Uy = (S, =S, 1) = (In(n + 1) —In n)

-1 —1n(”+1) -1 —1n(1+1).
n n n n

b) D’apres I'inégalité indiquée, ln(l + }1) < 111

s oo 1 1 .
d’ou - —ln(l +ﬁ) = 0soitu,, —u,=0.
Donc (u,,) est croissante. [1]

4. a) Pour tout nde N*, v, | —

o1 +ln(n+1—1)
R | n+1

R 1
“n+1 +ln(1_n+1)'

D’apres I'inégalité indiquée,

1 1
1n(l_n+1)$_n+1
dot L 1Y e -
ol — +1In 1—m <0soitv,,;-v,<0.

Donc (v,,) est décroissante. [2]
b)v,—u,=- donc lim (v,-u,)=0.[3]

n—+oo
D’apres [1], [ ] et [3], (u,) et (v,) sont adjacentes
donc convergent vers un méme réel v.

Encadrement : 0,57 < y< 0,58.

L’objectif de ce TD est la recherche de primitives
lorsque la technique habituelle par lecture inverse
du tableau de dérivation ne s’applique pas.

Deux méthodes sont abordées :

—I'utilisation de I'intégration par parties ;

—le calcul approché des valeurs prises par une pri-
mitive par la méthode des rectangles.

Les éleves découvrent alors 1’existence de fonc-
tions définies par une intégrale et dont les valeurs
sont obtenues par tabulation.

H 1. Par intégration par parties :

%JzeZ’sintdt,

F(x) = [ e cost}

d’ott F(x) = 1ezxcosx - % + %G(x) ;
G(X)—[ e smt} lfxez’cos.tdt
0 270 ’

dou G(x) = % e sinx — %F(x) .

2. On en déduit : F(x) =e?* [2 CcosX + 1sinx} - % ,

5 5
et G(x) =e* [— %cosx + %sinx} + % )
3. Les fonctions : x — e2* [% COSX + %sinx} - %
et XHCZX[—%COSX+§SinxJ +%

sont des primitives de fet g sur R, du type indiqué.

Application : Il s’agit de rechercher une primitive
du type x — e 2[Acos(3x) + Bsin(3x)] .

F(x)=e % [— gcos(3x) + 133 sm(3x)}

13
et Gx)=e & [ 3 = cos(3x) - 2 sm(3x)}
13 13

B 1.2a) La parité de f est immédiate donc 6 est

symétrique par rapport a I’axe (Oy).
t2
f'(f)=—te 2 donc f est strictement décroissante
sur [0;+ e[ ; deplus, f(0)=1 et tlim flyy=0*.
— 4 oo

b) Pour tout réel x =0, F(x) exprime l’aire en

<X

. 0<t .
u.a. du domaine % : ; F(=x) exprime

y < flo

I’opposé de 'aire en u.a. du domaine

Chap. 8  Intégration et primitives ® 115



; or 9 et 9P’ ont méme aire,
0 <

y < flo)

donc F(-x)=-F(x) et F estimpaire.
¢) Pour toutréel x de [0;+ oo,
2

X
F'(x)=f(x)=e¢ 2. Ainsi F'>0 et F est stricte-
ment croissante sur [0 ;+ o[ .
La limite de Fen + o correspond a I’aire « sous la
courbe » € sur [0+ o[,

, {—xSISO

donc lim F(x)= @

X =+

2. a) Pour tout entier n =1,
2
a

a
U, —v, = %[f(O) -fla)] = 5[1 -e ZJ :
b) Pour tout n, u, —v,>0. On cherche alors un

2
a

entier n tel que f—;[l - 6_7} <102
a2

soit n > 102a[1 - eiiJ :

On peut prendre pour n(a) Pentier :

r a

n(a):E[loza 1-e 2ﬂ+1 .

c¢) Tableau des encadrements obtenus a la

calculatrice :
a n(a) F@e ...
0,25 1 [0,24 ; 0,25]
0,5 6 [0,475 ; 0,485]
1 40 [0,85 ; 0,86]
1,5 102 [1,08; 1,09]
2 173 [1,19; 1,20]
3 297 [1,245 ; 1,255]

Corrigés des exercices

(page 214)

1. et 2. Notions d’intégrale. Extensions
Bl I(H=10; bIH=-16+./6; OI(H)=-3.
1 si-1<x<1
2

1 . 3
_= 1 2 ==
ENQ -1 2 & 7 =5

1 si2<x<3

116

L’objectif de ce TD est de relier les notions de
cinématique au calcul intégral :

—expression intégrale de la distance parcourue par
un mobile sur un axe ;

— vitesse moyenne et valeur moyenne de la fonc-
tion vitesse.

M 1. Pour tout r de [0;+ o[, y’(f)=v(f). Donc v
est une primitive de y sur [0; + oo .

2.A(13) =y(6) ~y () = [Py (Ode= [Pr(dr.

Application numérique :
Par intégration par parties :

t
A(0;10) :jéo(z +1)el0dy,

10 t
- {100 + 1)e1°} —10j(1)°eﬁdt
0
d’ott A(0;10)=10e+90, soit A(0;10)=117m.

() =y(t) A5 1)
-t

Hi1v,- P—

2. La valeur moyenne de la fonction v sur [¢; ; t,]
est:

Aty t
Lj’zv(t)dtz ( 2)=VM.
ty—t; 91, -1
Application numérique :
_ 1o _A(0;10) _
VM_lOJ‘O V(t)d[—T—e+9,
soit Vy;=11,7m-s L
J2 si0<x< A3
- t I(f) =3 - /6.
ef(x) {—/\/3 si ,\/3<x<2/\/2 et I(f) '\/

ENQ - @1n-].

M Dessin @

LM(x;y)e 6y & x2+y2=4d et y=0.

% ,est le demi-cercle de centre O et de rayon 1 situé
dans le demi-plan d’équation y =0.

2.1(f) =2m.



Dessin @
LM(x;y)e 6 o (x-1y+(y-1)>=2 et
y 1=0.
est le demi-cercle de centre A(1;1) et de rayon
JL 2 situé dans le demi-plan d’équation y =1.

2.1(f)=m+2.2.

(5 1Corrigé dans le manuel.

3. Encadrement. Valeur moyenne

IlZA 2) Pour tout x de [1:2] :
x<x? = xe¥<=x¥e* = I<]J.
b) Pour tout rde [0; 1] : %2 =1 S1=7.
+1
¢) Pour toutx de [0; 1] :

sinx = 0 2 .
= xsinx <xsinx = I=<1J.
< x

a) Pour tout ¢ de B ; 1} :

In>1n(3) = jl Intdr = — 1nzj1 dr

In2
= Illntdt>— 7
2
b) Pour tout x de [1;2]:
1 1
<:-= dx

1+x3 2 ‘ﬁ1+x ZJ.Z

1 1

= 1mdx<§

¢) Pour tout ¢t de [g ; n} :
“1ssin(@+1)<1 = -1 < [Tsin(?+1)dr < 5
2 g 2°

(inégalité de la moyenne).
Corrigé dans le manuel.

M 1 cs résultats s’obtiennent en utilisant 1'inéga-

lité de la moyenne.

a) Pour touttde [0;1]:

1 1 1 11
< sl= ;=

2 147 2 J014p

b) Pour tout x de [0; 2] :

I\

dt

e d<e*

2 B 1
<1 = 2e 4sﬁe—xzdx <2.

¢) Pourtoutxde[2;4]: m3<In(x2-1)<Inl5 =

2In3 < j: In(x*-1)dx <2In3+2InS.

IE[*M 1. Pour tout r de [0;1], 1 + 1 < 1 + " d’olr
Jo@+ ety de< [{ (1+) desoit I, <1,

Donc (I,)) est décroissante.

2. D’autre part I, = 0. (I,)) est décroissante, minorée
par 0 donc (I,,) est convergente.

u= %E ) J1-x?dx. Or, € est le demi-cercle
de centre O et de rayon 1 situé dans le demi-plan
d’équation y = 0, donc .‘-11 J1-x%dx = g et U= Z—:
EE ») ﬁf(x)dx =3u=6;

b) ﬁf(x)dx = 2u=-2In2;
c) Ef(x)dx = %J.an(x)dx = % X g n= % .
4

a) Pour toutxde [0;1]:

1 1 1 1 1
= < Ss]l= =< dx =<1
2 1447 2 J.01+x2
1
:isusl

b) Pour tout x de [1;¢e]:
O<lhxs<1 = Osﬁlnxdx <e-1=>0=sp=<1.
¢)Pourtoutxde[l;2]:e< e < e =

e(J2-1)< Lﬁexzdx <el(J2-1) = esp<el

Commentaire : Si f est une fonction continue sur [a ; b], (@ < b),
bornée par les réels m et M, d’apres I'inégalité de la moyenne,

mp-a) < j:’f(x)dx < Mp-a),

N 1
’ =< = < =
d’ou m b_ajaf(x)dx M, donc m<= U M.

(Ceci justifie le nom d’« inégalité de la moyenne ».)

1 1 1
RN 1. Pour tout x de [n ; n+1], ;7 i<x<n-
) 1 1
Dr’apres I'inégalité de la moyenne : ;77 <1, <.

2. D’apres le théoreme d’encadrement, (I,) converge
vers 0.

WEM Ly, - u,= [0 ) di- o) de= [0 1) db.
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Or f=0sur [0;+ o[ donc u,,,; —u, = 0. Ainsi (u,,) est
croissante.

2.Pour tout n = 1, u, = J'éf(t) dr + J"qu(t) dr d’our

w, > [1 fr) de. [1]

Or fest croissante sur [0 ; + o[ donc pour tout = 1,
f() = f(1) soit f1) = 5

Par intégration sur [1 ; n], J‘Tf(t) dr = J'lldt soit
n

[r) de = ’%1 [2]. D’apres [1] et [2], u, > %1

. n-1 . .
Or lim —— =+codonc lim u,=+co. Ainsi(u,)
N> too 2 n—+oo

est divergente.

Remarque : Le graphique illustre la minoration de u, qui
exprime I'aire sous la courbe sur [0 ; n] par I'aire du rectangle
coloré.

4, et 5. Primitives

a) F'(x) =1 + tan?x - 1 = tan%x = f(x) .
b) F’(x) = cosx —xsinx = f(x) .

o 1 _2(*-1 _
a)F(x)—2(1—x2)(x+x)— =1
b) F/(x) = x—1+x _ 2x-1 _ ‘

) Fx) [x(x—=1)]17 x*(x-1)? J)
a)F(x) lnx 1+x><— Inx = f(x) .

b) F'(x) = ‘Xm =f(x).
Corrigé dans le manuel.
el ) Oui, car G(x) -F(x) =4.
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b) Oui, car G(x)-F(x)=1.

[ 21 | a) Oui, car G(x) -F(x) = _73

b) Oui, car G(x) - F(x) = %

Il Non, car G- F n’est pas constante sur I :
(A LAV RANET AN
ofg-+(5)--1: o 5)5(5)1

X 4 x
a)F(x):g—x +3

~2x%+3x.

95}

2

by F(o =5 -2+ L. c)F(x)=x+)1C.

24 PR _2
a)F(x)=-7 b) F(x) = <
14

c)F(x)—z—xz—)—C—x

B ) F(x)=2.2x+1. b)F(x)=24/x>-1.
O F(x)=-2J/-x>-5x+6 —x.

ma)F()_z—“&——— J2.b)F(x) =2./x -
¢)F(x)=-4J1-x-x.

| 27 P F(x) = %(x+2)4. b) F(x) = %g(x—l)g

¢) F(x) = %(2x—1)4. d) F(x) = é(3x—1)6.

1 8 1
ma)F(x):g(l+x2) . b)F(x):—(x+4)2.
1
C)F(x):—m.
| 20 JAY0) pp——
x2-x+3
1 2
b) F(x) =— ——. Flx)=—- —=——.
) Fx) 2(x2—2x-3) 9 Fx) 33 +8)°

a) F(x) = %sin(b’x) - %cos(2x) )
b) F(x) = 3sinx + cos(2x) + x .

¢) F(x) = %cos (g - Zx) .

a) F(x) = %Sinzx.

b) F(x) = %sin3x - %sinzx + 8sinx.

¢) F(x) =2tanx - x .



EE ) F(x)=In(x-4).
¢) F(x) =In(x-x2).

b) F(x)=In(4-x).

EXNa) F(x)=—c**!.

X

by F(x) = Fe¥ 2.

O F(x)=-e¢ 2 d) F(x) = —es¥
>3 2 42
a)F(x):%—x -2x +X-= I=R.
2 . x* .3
b)F(x)——; 54‘2, 1 ]0 +°°[

E S ]1 w[
OFW) =55t
a)F(x)———cos( ) I=R.

1.3 2. _
b)F(x)—3smx+3, I=R.

X X
¢) F(x) = 4sin§+6cos§—5ﬁ ; I=R.

Corrigé dans le manuel.

1 3x+1 e—Z
° . I=R.
3 b

; I=R.

a) F(x) =

b) F(x) = - 3 e_"2 +

Bin

2
¢)F(x) = 1n(x—1)+ln(x+1)_1n3:1n(x 3—1);
I=]1;+co[.

6. Calculs d’intégrales

EEMa)--4. b)I=-6
)I_%—IZ d)T=1-2In2
EElai-4. b)I=4. c)1=g. dI=1.

Eﬁla)lzg. b)I=2. c)1:¥.

ma)lzzfs_z.bn:; 1

Corrigé dans le manuel.

|43 IS ln2—%ln5. by 1= g(e3—1).

67—6
3 -

Ol-= d)I:%(l—efl).

mlzj(l)xdx+ :15

)1—Cdx=%+ln3;

c)I:Z. d)I=0.

1
11 2 _ 3
J=J.2)—Cdx+ﬁxdx——ln2—§.

2
_ e -1
Eﬂa)l:j‘:(lnzw—lnz)dz_ﬁzdt_ -

b)J = ji In(1+2)dt=0

T T
)K= _[f cos2tdt + ﬁ_?_r cos2tdt = IZE cos2tdt
6 6

—+Tc
= —.[ cos2tdt=0.

ml'f(x)_x21_9=%><xi3_%xx}-3’
b
2 1= g L)

— ;an . %1n7=é1n@.

B 1. f(x) = 4x - 17+ 22 22
(a:4,b:—17,c:52).

1
2.1= jg(4x ~17)dx + SZBmdx
=26+ 52In3 - 52In5 .

+3°

Corrigé dans le manuel.

X
49 PRI

1+ex 1+e*
2.I:j(1)dx—j3)1

IE*l Z00m sur le théoreme 9
1. Cette condition assure I’existence de chaque terme
dans la formule.

dx 1+In2-

In(1+e).
+e*

.a)l = 1) df est bien définie puisque la fonction
2.a)1 (1) dr est bien définie puisque la foncti

fest continue sur [0 ; 1].
2

En posant u(f) =In ¢, u'(¢) = %, V(E) = t,v(f) = % les

hypothéses ne sont pas vérifiées pour u et u’ sur [0; 1]
(par exemple u et «’ ne sont pas définies en 0). D’olt
I'impossibilité d’appliquer le théoreme 9.
b) Par contre pour tout a > 0, les conditions sont véri-
fiées sur 'intervalle fermé d’extrémités o et 1.
Par intégration par parties,

- 2 2

1¢.,,, o 1 o
I(OL)—[ lnt}a—zjazdt_-Tlna_ZJrz_ )
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Note : lim Q) = - 1 On définit alors la valeur de | par
a—0" 4
= fim Io)=—1
a—0* 4
e +1
| 51 PN -

x2

(Poser u(x) =Inx, u'(x)= )1c , V(x)=x, v(x) = 5 )

b)I=e2+1.

(Poser u(f) =Int, () = % V@) =1, w(i)=t.)
B --2.

(Poser u(x)=x-1, u'(x) =1, v/(x) = cosx, v(x) =sinx.)
b)yJ=2e—1.

(Poser u(x)=x+2, u'(x)=1, v'(x) =¢e*, v(x) =e*.)

a)l= T§E . (Poser u(x) =3x,u/(x) =3,V'(x) =sin(3x),

V(x) = — % cos(3x).)
byJ=3-5¢1.

(Poser u(x)=2x+1, u'(x) =2,V (x) =™, v(x) =—e™.)

(page 218)

A Rechercher une primitive
Les outils :
o Intégration par parties.
o Dérivations successives.
o Relations fonctionnelles.

Les objectifs :

« Calculer une primitive.

o Prévoir une double intégration par parties.

« Etablir des relations entre dérivées successives.

1. a) f est continue sur R d’ou le résultat d’apres le
théoreme 7.

b) Poser u(t) =sin(2t), u'(t)=2cos(2f), v(f)=e',
V'(f) = e, d’olle résultat par intégration par parties.
2. a) Par une seconde intégration par parties :

J:; e‘cos(2r)dr=e"cos(2x) -1+ ZI)(;e’sin(Zt)dt
=e*cos(2x)-1+2F(x).

b) F(x) = e*sin(2x) - 2[e*cos(2x) - 1 + 2F(x)],

d’ou :

F(x) = - % e*cos(2x) + %exsin(Zx) + % .
3.a) f’(x) =e¥[2cos(2x) + sin(2x)] ;

f7(x) = e*[4cos(2x) — 3sin(2x)] .

b) (1) == 31+ 2/ (). (a=—5. b=3).

¢) Une primitive sur R de f est définie par :

120

Corrigé dans le manuel.

EAr»x - _r( tcostdt=xsinx + cosx + 1.
T

(Poser u(t)=t, u'(t)=1, v'(t) = cost, v() =sint.)

() - [ Pinedi=S ine -2+
1 3
L= v =5)

[o8)
\OH—*

(Poser u(t) =1Int, u'(f) =

BT () - [ Srar=- 12 -2t

(Poser u(f) = Int, w/(t) = % V(1) = 12 Wy =-1)

t X X
ElF(x):jgzze 2dr=—4xe 2-8e 2+8.

(Poser u(t) =2t, u'(r) =2, v'(t) = e_%, v(t) = - Ze_% )

x— ——f(x)+ f(x)—e [ 2cos(2x)+1sm(2x)}

Note : On retrouve (& une constante pres) I’expression du 2. b).

I Primitives de x— Q(x)e~*
o |dentification de deux écritures polynomiales.
o Dérivation.
o Forme intégrale d’une primitive.
o Intégration par parties.
Les objectifs :
o Prouver I'existence d’une primitive d’un type donné.
o Calculer sur des polyndmes.
o Prévoir une triple intégration par parties.

1. Pour tout réel x :

F(x)=f(x)@e*P'(x)-Px)=e*(x3+x2+x+1)
SP(x)-P@)=x3+x2+x+1.

2. Immédiat : d(P) <3.

Note : |l est aisé de prouver qu’en fait, d(P)=3.

3. Pour tout réel x,
—ax3+Ba-b)x2+2b-c)x+c—d=x3+x>+x+1;
par identification des coefficients: a=-1, b =-4,
c=-9,d=-10 et P(x)=-x3>-4x2-9x-10.

4. On vérifie aisément que x — P(x)e™* a pour déri-
vée x> f(x). AinsiF: x+— (-x3-4x2-9x—10)e~*
est une primitive sur R de f.

6. Par trois intégrations par parties successives :



F) = [ (F+ 2+ 1+ e 'dt
=[-e P+ +1+ 1)]ﬁ+.[ge‘t(3t2+2t+ 1)ds
=—e (3 +x2+x+1)+1+Gx) [1];

G(x) = '[Ze*’(3t2+2t+1)dt

=[-e '@l +2t+ )]y + f{;e"(6t+ 2)dt
=—e¥(3x?+2x+1)+1+H(x) [2];
H(x) = [{e™(61+2)dt = [ e7(61+2)]5+6, e™"ds

=—e*(6x+2)+2+6(-e*+1) [3]
Dot F(x) =e *(—x3-4x2-9x-10) + 10.
F est la primitive de f, sur R, qui s’annule en 0 d’out
x> e *(- x3 - 4x2-9x—-10) est une primitive du
type cherché.

IGEM Une suite d'intégrales
Les outils :
o Intégration par parties.
o Calcul algébrique.
o Encadrements d’intégrales.
Les objectifs :
o Savoir calculer le terme général d’une suite d'intégrales.
o Savoir établir puis exploiter une relation de récurrence.
o Savoir prouver la convergence d’une suite.
1L],= 2 ; L =1.
2. a) Pour tout entier n (n = 2) :
T

I,= ﬁ sinzsin” ~¢dt
T T
) 7 . n-2
= [- costsin” 1t]0 +(n- 1)J(z) cos?tsin” ~“rdt
T

=(n- 1)J'g (1 —sin?t)sin” 72tdl,
soit I, =(n-1)I,,_,-1,).

b) D'ou I, = ”—11n .
3. Pour toutentier k=1:
2k -1 2k-3
Ly = Sk Ly 2 bLyp_o= % _ 212k 45 s
3 1
I4= Z‘-Iz 5 12: EIO .
(page 220)
Calculs de primitives
K a) F(x) = 1—1(—)(x2+2x—1)5.

; donc I,,>0.
2l

4. a) Pour tout entier n, sin”x >0 sur }0
a membre et

b) Par multiplication membre a
simplification :
L _2k-1 2k-3_
2k 2k T 2k -
2k-1_2k-3 3 1 =
2k 2k-2 472727
Note : On peut exprimer |, & l'aide de la notation factorielle :
(2k)!
22K (k1)2

x3 1><I
373 %

SOit IZk =

T
ok = X5
¢) De méme :
2k+1 2k-1
2k k-2 42
2k+1 2k-1 53
Note : On peut exprimer |, , 4 & I'aide de la notation factorielle :
Lo 2w’
2k 2k+1)°

x1,

I _ 4 2
2k+1— 5 3

SOit 12k+1: Xl.

Prolongement :
1. a) Pour tout x de [0 z] 0 <sinx <1, d’oule ran-

gement des puissances successives :
0<sin?+lx <sin?x <sin?"-lx<1.

b) Par intégration de ces inégalités sur [O ; g} ,

0<L,.1sL,s<L, |=1.

I I
Dol =let 2 < 21,
2n+1 I2}1+1 I2n+1
I
2n-1 2n+1dapresl b),
I2n+1 2n
I
donc 1< 2 <21+l
Ly 2n
D’apres le théoréeme d’encadrement,
I
lim —2% =1.
”%+"°12n+1
2.D’apres 4. :
I -1)7?
on =[1><3>< x (2n 1)} ><(2n+1)><7—t.
I, 2Xx4X-.-X2n 2
I
D’oflunz{ Z"ng et Lim un=2.
Lyi n—+oo T
b)F(x)—}1 ;2
(2x2-2x+1)

) F(x) =— 2= 2x+2. d)F(x)=-
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| 63 F)) F(x) = %ln(3x+ 1). b)F(x) = %ln(x3—1).

¢) F(x) = %ln(l 3. d) F(x) = In(- sinx) .

—3x+2

N ) F(x) - %&“1.

1 2 2x+1
c)F(x):zex d)F(x)=ex+1 .

b) F(x) =

K3 ® a) F(x) = xsinx . b) F(x) = smx
o) F(x) = lnx d)F(x)=xJx+1.
m.a)szllnzx. b) F(x) =In(Inx) .
2
¢)F(x)=In(e*+e ).
[67 1® Corrigé dans le manuel.
68 hBl W (x) = cos*x + 3sin’x cos’x
cos’x
_ coszx+3(1— coszx) __ 3 2
cos*x cos*x cos’x

2.D’ou v(x) = [u (x) + Lz} . Les primitives de v
COS“x

sur [0 ; ‘J sont définies par x — = 1 [u(x) +2tanx] + k,

ke R.

Or V(0)=0, donc k=0 et V(x)= l[ﬂ + 2tanx} .
3lcos3x

Kl ()-1 + x—il-; F)=x + In(x — 1).

3 3
70 = N = - —_ —
| 70 FiEY) 2+ 5= i F¥) = 2x+3In(-2x-1).
f()c):2x+1—x%2 ;F(x) = x% +x-2In(x-2).

K& ) F(x)=In(x-3) +In(x +3) =In(x2-9).

b) F(x) =In(3 -x) + In(x + 3) = In(9 - x2).
¢ F(x)=In3-x) +In(-3-x) =In(x2-9).
2 1
f(x)—1+x+2 i
Fx)=x+In(-x-2)- }_2.

f(x):2x+1—( 7
X

7
; F(x Xt x4+ ——.
+3)? @)= X

+3

(75 ]®
122

Corrigé dans le manuel.

A () - Sx—1 L1
AR T A e
3 1

- Jec-bech

yal® f()- L L L, 1 .
f0=3% Go1 2 Ay
1 1 1 1

F(x)=-; —2 .

) 4X(x—1)2 4X(x+1)2

78 [RTE - !
Je) (x+1)3+(x+1)4
1 1 1 1

F(x)=- = _Z .

) 2X(x+1)2 3X(x+1)3

A £(x) = cosx (1 —sinZx) = cosx — cosxsin2x ;

F(x) = sinx — % sindx .

IEEIol £(x) = sinx(1 + sin2x) = sinx(2 — cos2x)
= 2sinx — sinxcos2x ;

F(x) = - 2cosx + % cos3

G £(x) = sinx[sinZxcos2x]
= sinx (1 — cos2x) cosx

= sinx[cos%x — cos*x] ;

X .

F(x)=- % cos’x + %cossx .

PR ® £(x) = cosx[sintxcos]
= cosxsinx (1 —sin2x)2 = cosx[sin*x — 2sin® + sin8x] ;

F(x)= < sm5x - % sin’x + és1n9x

Pour les exercices 83 a 85, la linéarisation a Paide
des nombres complexes a été abordée au
chapitre 12, TD 3, page 332, mais elle peut aussi
étre traitée a partir des formules :

1-cos(2x)

> , €os2y =

Sinzx = 1;‘;%@ [1] .

RN f(x) = sin®x = g— %cos(Zx) + écos(4x) ;

! sin(4x).

1.
—=sin(2x) + = 5

3
F(x) = ¥ 7

KEZB Exemple de linéarisation 2
formules [1].

I’aide des

1+ COS(ZX)JZ

f(x) = cos*x = [coszx]2 = [ >

= %[1 +2c0s(2x) + cos*(2x)]



= %[1 +2cos(2x) + WJ

31 1
=3 + 2cos(2x) + 8cos(4)c)

F(x) = —x + 1s1n(2x) + 37251n(4x)

] —ix2 Lix —ix74
° i :[e”‘—e’x} [e +e }
KA ® £(x) = sin?xcos*x > >
1

- _ 6_4 (GZix —2 4+ e—Zix)(e4ix + 462ix +6+ 4e—Zix + e—4ix)

- _ é [e()ix + e—6ix + 2(e4ix + e—4ix) _ (62ix + e—2ix) _ 4]

1 1 1 1
=— ﬁcos(6x) 16cos(4x) + 32cos(2x) + — R
F(x) = 1 —sin(6x) — 1 sin(4x) + — 1 sin(2x) + — 1

192 64 64 16"

[86 1® Corrigé dans le manuel.

XA 1. /' (x) = e>*(2cosx —sinx) ;
f7(x) = e¥(3cosx — 4sinx).

2.f(x)=- Sf”(x)+5f(x) ( % bzg)‘
3.F(x)=- §f'(x)+ §f(x),

d’ot F(x) = %ez" (2cosx + sinx).

CER® F(x) = (ax® + bx® + cx + d)e? ;
F’(x) = e*[2ax? + (2b + 3a)x* + (2c + 2b)x + 2d + c].
Pour tout réel x,

F(x)=f(x) & a=

Calculs d’intégrales

5. ;.5 1
mI_Z,J_%. EﬂI_Z,J_o.

1 3
J = iln3—§ln2 .

L]
I
—
1:
i

= NI \S) wu; \S]

EE--_;)=32-.2).

(93 JE.

ala

— €

—
|
(¢}

o, 2 ., 5n 1 /3
EER®-2:0-5-7-%
mO.azl,b:—l,c:_1,1:21n2_1n3_%;
Oazl,b:—2,c:3,J:3ln2—g.

CYA® 1=1n2; J=In2.
o 2x 2001 41 .
* Dy 3 r1t3%yez dou
1= %5 _2m2 .
3
2
x“+3x+1_1 .3 5 1 sn7_ 95
Tax+3 2 t11%5xg3odou =53

IEEN a) fimpaire: 1=0. b) fimpaire: 1=0.

lIe®] a) fimpaire: 1=0. b) fimpaire: 1=0.

1
(101 A [ln(1+x)} 132

2'11+12—Ié)1c:j§ dx —J.Oxdx:%, d’olr:

1-1In2
L=>0+)-1 = 5 -

® Corrigé dans le manuel.

L ® f(x) = (1-x)e*; f/(x) =—xe*;
) =(=x-1e*; dot flx) +f"(x) =2f"(x) .
f(x) =2f"(x) - f”(x) donc une primitive de fsur R est
définie par F(x) =2f(x) - f'(x)=(2-x)e*. D’ou:
I=F(1)-F(0)=e-2.

IOZA® £(x) = xsinx ; f’(x) = sinx + xcosx ;
f7(x) =2cosx —xsinx ; d’out f(x) + f”(x) = 2cosx.

f(x) =2cosx — f”(x) doncune primitive de fsur R est
définie par F(x)=2sinx — f’(x) = sinx — xcosx.
D’ou:

I:F(%)—F(O):l.

Calculs a I’aide des aires

) 1(f)=-3x3+2x4=-1.

YA
>
11 .
o ] X
—
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B 15_31
b)I(f)_6+2+7—2.
YA
1/
[e) 1‘ X
K& Dessin1: [(f)= 1 +In2+ =2 +1n2.
)

Dessin 2 : I(f):Z—g.

Dessin 3: I(f):—2+%+ln4=—%+21n2.

Corrigé dans le manuel.

1.T est le quart de cercle de centre O et de
rayon r situé dans le premier quadrant.

2. J.gdrz—xzdx:n—r2 ; Kralrz—xzdx:%rz.

4

>

1-f1(x)= )% ;fz(x): )16—1-

2. On utilise une interprétation par les aires.
* 9, est I'image de % par T » donc:
—i

I, = aire(%,) = aire(D) = ﬁ)l—cdx =1.

* 9, est 'image de 9’ par Til_» donc:

I, = — aire(%,) = — aire(2").
Or, aire(?")=(e—1)—aire(@)=e-2 donc I, =2-e.

y
1
//QD/’//// @
9 —_—
6] @, e X
1 2 " <,

124

Remarque : Un calcul direct & partir des expressions de fy(x)
et f,(x) permet d’obtenir le résultat.

10 LRMRA

AN
o 1 23458671 %
8 8 8 8 8 8 8
18k 14 (k
2.2) iy _)s&gs_zf(_),
8,4~ '8 8,~'\8
8 7
soit é 642s&ﬂs%2 642,
k=164+k k=064+k
| U
donc 8 =A4A<8
k§‘164+k ,Z‘ 64 + k2

b) Amplitude : % [£(0) - f(1)] = % ,
3.0753 <1< 0816.

IREEM® 1. f est décroissante et positive sur [0 3].
Par la méthode des rectangles :

3 3 1 N 21
A= QU0 - 1=(1- =), do A< .
2. 11 suffit que 2l =<10-2 donc n =210. On peut

10n
prendre ny=210.

3. A la calculatrice, a I’aide du programme du TD 4,
page212: 18135<1=<1,8234.

Remarque : La condition est seulement suffisante; la précision
peut étre obtenue avant le rang 210.

112 LT {x i0<x<

<1
1sil<x<?2

2. La fonction aire est définie par :

2

% si0<xxl1
Fm=y 2 |

x—z sil<x<?2

3. Pour tout xde [0;1[w]1;2], F est dérivable et
F’(x) =f(x) . Pour tout A tel que O0<h <1,

l+h-+-1
Ty = FA+M -FQ) _ 2 2,
h h ’
donc lim T(h)=1.
h—0"

Pour touthtelque —1<h <0,



(1+h)? 1
T(h):F(l+h}z—F(1)= 2h 2=1+g7

donc lim T(h)=1.

h—0"
Ainsi F est dérivable en 1 avec F'(1)=1=f(1). Fest
donc une primitive de fsur [0;2].

zlf(x):{x+l si—1<x<0

-x+1si0<x<1

2. * En évaluant les aires des trapezes indiqués, on
définit F(x).

(x +2)(=x) _x*
2 2

(—x+2)x —x?

Si 0$X$1,F(X)= 5 =T+x.

® Pour toutxde [-1;0[w]0;1], Festdérivable et
F'(x) = f(x) .
* Pour tout 4 >0 dans ]0;1],

Si -1=x<0, F(x)=- +Xx.

_h?
Fy-Fo)_ 2 "
T(h) = h = h = 1 - § b
donc lim T(h)=1.
h—0"
® Pour tout 4 <0 dans[-1;0],
2
F(h) - F(0) h? th oy
donc lim T(h)=1.
h—0

F est donc dérivable en 0 avec F’(0) =1 =£(0) . Ainsi
F est la primitive de fsur [-1;1] telle que F(0)=0.

Intégration par parties

F(x) = ﬁ In()dr = 2f1‘ Intdr =2(xInx —x + 1);
(voir Pexercice résolu 9, page 205).

Note : Une intégration par parties sans transformation de In(t2)
est aussi possible.

(115 IO J;(Zt+1)sintdt
=[-(2t+ 1)cost])0€ + 2.[; costdt
=—2x+1)cosx+1+2sinx.
I ® F(x) = [ In(z+2006)ds

= [(t+2006)In(t + 2006)]g_ﬁ‘)dt
= (x +2006)In (x +2006) — 2006102006 — x .

Note : Ne pas oublier que le choix d’une primitive (@ une
constante pres) peut faciliter les calculs.

B ® F(x) = |7 (1+1)%e?ds
[ (t+1)2ezﬂ —f (t+1)e2ds

=5 (x +1)%* - G(x).

Or G(x) = [Htﬂ)eﬂx 3f e
) -1 2
=1(x+1)e2)‘—}162)‘+‘1l

2 -2
(X, x 1) e
donc F(x)=¢ (2+2+4) T

® Corrigé dans le manuel.

EEER® F(x) = ﬁ(lnt)zdt =[1(Int)?]} - 2];‘ Insds
=x(Inx)?-2G(x) .
Or G(x)= J’I Intdt=xInx-x+1 (voir [exercice
résolu 9, page 205), donc
F(x) = x(Inx)? - 2xInx + 2x - 2.
120 L8 WPY) F(x) = [tcos(lnt)]“{ + ﬁ sin(In¢)dz
=xcos(Inx) -1 + G(x) .
b) G(x) = [tsin(lnt)])lc — J‘I cos(Inr)dt
= xsin(Inx) — F(x).
2.F(x) = % [xcos(Inx) + xsin(Inx) — 1] ;

G(x) = % [~ xcos(Inx) + xsin(Inx) + 1] .

EER® 1.e1=[-¢!"

=-cosl+e-1J.

cost]o Jl 1-lsintds

.1 _ .
°J= [—61_’smt]0+f(1)e1 ‘costdt =—sinl +1.

2.1= %(sinl—cosl+e) et J= %(—Sinl—cos1+e).

bl

EEA® 1. /(x) = —
A/x2 -1

I=[In(x + A/x2_1)]2ﬁ= 1n(2+—£).
— l —

2.I+J—J'2[2( x2_1+ x2 ) JZ[F

= [xm]zﬁ—Jzﬁmdx

=2.3-.2-17.

N | J2 01, (2+.43
Do J= 3232 -T1=3- 2 Jn (“ﬁ)
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Note : Dans I'intégration par parties, écrire :
2
X

X
=XX .
Nx? -1 NS
IPEY® 1. K=[e*cos(2x)]g + ZJgexsin(Zx)dx
-1+ 2K.
Or K = [exsin(2x)]g—2J’gexcos(2x)dx: - 2K,

donc:

e"-1

_ AT _
K=e 3

1-4K, dott K =

2.1+])= '[gexdx:e“—l;
I-J= J’gexcos(Zx)dx =

D’ou: I:%(e”—1+K):§(e”—l),

L1 = 2(ene
J—2(e 1 K)—S(e 1).

_oxl+cosx), 1m 1
3.I—Jge — dx—zf;e dx+2K

_Llen_ 1yl 1_3en_
_2(e 1)+2 —S(e 1).

5
De méme :
T x 1 - cos(2x) dox =

I=1 2

%fgexdx—%K= %(e”— 1).

1
A/x2+2'
b) 1= [In(x + Jx2+2)15 = In(1 + 43) - In(42).

242
2.a)J+2I=jf)x + dx=J'ZA/x2+2dx:K.
/2 +2 0

b)K = .[A/x +2 dx=[xA/x? +2]0 J.

iIPZA® 1. a) f/(x) =

x
X242
=./3-7.
c)ng—IL?--ln(nﬁ)nn(fz) :

K=J+2I=§+1n(1+ﬁ)—1n(f2).

EEE® 1. 1Pour tout x > 1,
1 1 1 1 1

S = I T T
a) Pour toutx > 1,
G(x)——lnx+11n(x+1)+ In(x-1)
1 2
=—lnx+§ In(x*-1).
2. Pour tout x > 1, F(x) = - 21
x =1

126

3.1= Iz 5 X In x dx.
(X -1)
On pose u(x) =Inx et v'(x) = , alors
2 2
(x"-1)
u'(x) = 1 etv(x)=- ; d’oll par intégration par
X x =1
parties :
Inx
I= [_ } jz
1n3 1n2 3
212 e
_ In3 1n2 1 1
=-3 t3 ~In 3+§ ln8+ln2—§ In3
doncI——léZ In 2—183 In 3.

Encadrement. Théoréme de la moyenne
EE&A)<x < :—: implique 0 < x" < (gj‘ et
0=s2x =< g implique 0 <sin(2x) <1, donc

T n
0 =< x"sin(2x) < (Z) .

n+1
Par intégration sur [0 —J 0=<I, =< (T—c) .

4 4
D’apres le théoreme d’encadrement, lim I,=0.
n—+oo

EEXd 1. x — tanx est la primitive sur [0;2} de

x> 1tan?x, qui s’annule en 0, d’ou Iécriture
intégrale.

2. a) Pour tout ¢ de [O ; ﬂ,

Ostant<s1 = I<1+tan<2.
b) Pour tout x de [0 ; ;ﬂ, d’apres I'inégalité de la
moyenne sur [0;x]:

X< j;(l +tan’s)dt <2x, soit x < tanx < 2x.

® Corrigé dans le manuel.

IPEL® 1.0 0/ (x)=1-¢";
x |0 1
u’(x) |0 +

=
u g /

u(x)=0, donc e *=1-x.




x |0 1
v'(x) | O +
1
Vo, " 5-e

v(x) =0, donc e *<1- X+,

2
Ainsipourtoutxde[0;1], 1-x e ¥<1- x+— [1].

2.xe [0;1] = x?*€[0;1]
4
:>1—x2$e‘x2$1—x2+%
2 2 2 4
1-x < e’ <1—)c_'_ X .
1+x 1+x 1+x 2(1+x)
2
e ¥ x4
ou l-x< <l-x+—12].
Dot 1-x T 1 x+2(1+x) [2]

3. a) Vérification immédiate.
b) Pour tout x de [0; 1], d’apres [2] et 3. a) :

2
N R | (5 S L)
1 x$1+x$1 x+2(x X +x— 1+1+x .
U . 1 5.1 -
Par intégration sur [0; 1] : 5 <I= 2—4+2ln2, d’ou
05=< I<0,56; 1=0,53 (a3x10-2pres).
X
EE®I® 1.a) g'(x) = c
1+e*
x |0 1
p 1
g'x) 5 +
In(1 +e)
9 o ——
1
TA:y:§x+ln2.
b) P(l ; % + an) ; aire(OIPA) = In2 + %u.a. ;
aire (OIBA) = M =In[~/2(1 +e)]ua.

2. aire(OIPA) < jo g(x)dx < aire(OIBA), soit :

1nz+}t < ['g0dx = I[J2(T+e)].
3.J=[xIn(1 + ex)](l)—_[(l) In(1 +e*)dx

=In(1+ e)—j:)g(x)dx
D’ou ’encadrement :

In(l+e)-In[/2(1+e)] <J<In(1+e)-In2 -+

.1 1+e 1+e) 1
soit EIH(T) <J=< IH(T)_Z'

EEil® 1. 2) Ilzln(%);l(ﬁll :jédx =1;
l+e
IO =1- IH(T)

n
b)In+In+1:J:)e”xdx=e -1

n

€
1+e* 2
e"-1 e"-1

Par intégration sur [0; 1], Trom <I,=< TR

e"-1 . 1 e 1
3. lim ———= Ilim —x[—_—} = +oo,
n_>+oo(1+ )n n_)+ool+e n
donc:
lim I, =+eo.
n—+oo
_1l-e"
2n

. 1-e™” = Ly

(1+e)n \e” -

d’apres le théoreme

1
d’encadrement, lim -2 =0.
n—+oog

EEAS 1. a) I = J'é (2 - x)e* dx d’ou par intégration

par parties I, = 2 - 3.

2. Pour tout réel x de [0 ; 2] et tout n de N*,
0<(@2-x)"<2"dol0<(2-x)"e* < 2re",
Par intégration sur [0 ; 2],

n
%—!Foe"dx

(-1 [1].

1 n ax
0$’-1—!J20(2—x) e dx <

soit0<1, < 2—'

3. Pour tout n de N*, I J‘Z (2-x)"lerdx

n+l = ( + 1 )y
d’ot1 par intégration par parties

_ ; _ n+l x (I’l+1)
In“{(ml)!(z X) e} (n+1)vf(2 xyretdr
n+1
. 2
SOltIn+1=In—m.

4. On raisonne par récurrence.

% +1; =3+ e?-3=e?donc la formule
est vraie au rang 1.
Supposons la formule vraie pour un entier n, n = 1,

Pourn=1,1+

2 n
N 2 2 2 5
c’est-a-dire, 1 + ﬂ+i+“'+m + I, = e, alors
n+1
La=1,- D) soit en utilisant I’hypothése de
récurrence
2 n n+1
2 2 2 2
) y s
L, =¢e - (1+ﬁ+§+"'+m)_(—n+l)! d’ou
2 2 2n 2n+1
1+1‘ +...+m+(n+—1)! +In+1:62d0ncla

formule est vraie aurang n + 1.
Ainsi la formule est vraie pour tout n de N*.
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+1
Upiq 2" n! 2

u, (n+1)! 2_":n+1'

S.a)

2 1
n+1S=2 ©n+l=4sn=3 Puisque u, est positif,

on en déduit que pour n = 3, u u

il = z n

b) Dans ces conditions pour toutn >3:

1
Uy < 5Uj

2

Us < 5 Uy

N

Par multiplication de ces inégalités entre réels > 0

n-3
puis simplication, u,, < (2) us.

n-3
AinsiO<u, < (%) us.

Note : Cet encadrement peut aussi étre obtenu par réurrence.

6. a) Par le théoréme d’encadrement, lim u, = 0.
n—+oo
Mais [1] s’écrit 0 <1, <u, (¢2-1)dou lim I,=0.
n—+ oo
2 2 2"
b)Or1+E+Z+...+m:ez—Inavecnl_ifr:mIn:O
2 n
. 2 .2 2\ _ o
doncnl_lgm(1+1—!+2—!+...+m)—e.

Calculs d’aires et de volumes

133 J 4_[(1)f(x)dx=2?6cm2.

2.6l = 4j‘1‘f(x)dx=§cm2.

T
1.9 = 4Jgf(x)dx =2.2cm?.

2.4 =— 4'[(_)2f(x)dx =24 +4e-1-4e cm?
(fnégative sur [-2;0]).

(135 JRE= —4j01 In(1 +£)dt

2
_ _4[[(1 +0In(1+0)]°, —joldtJ
2
3 11y 2
__4(_§1n2—§)_2—2ln20m

(f négative sur [—% ; O} )
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_x,In2 _
2.5 = 4" fodx =4([- (e + De ™11 + [P dn)
1 1 s
=4 —§(1n2+1)—§+e =4(e—-1)-2In2 cm-.
aire(%,) = I(l)x3dx = % u.a.;
. 1 . 5 .
aire(%,) = JOJ;C dx —aire(9,) = 7w

aire (%;) = 1 — aire (%) —aire(%,) = % u.a..

BETA® - [ (- 3 Jdx.
n

_1[35_”24””_1(“1)
T 4L3 . 4 3

PourtoutndeN, u, , ;—u, = 411 , donc (u,,) est arith-
I . 1

métique de raison i

EEEI Dans -2+ o[, In(x+2)-1=0

S x=e-2.

-2
A=- fl fix)dx +f:72f(x)dx
=F(e)-2F(e -2) + F(- 1) avec F primitive sur
[-1;e] delafonction :
x—=fx)=In(2+x)-1.
Une primitive de la fonction x — In(2 + x) est définie
par:

X X X

G(x) = jo In(t+2)dt=[(¢+2)In(t+2)]g - jodz

=(x+2)In(x+2)-2In2-x.
Ainsi on peut prendre F(x) = (x +2)In(x +2) - 2x,
d’oli on déduit que = (e +2)In(e +2) -6 u.a.
EEE]®
o =- ﬁl foodx + ﬁ fix)dx = F(4) - 2F(1) + F(-1)
avec F primitive de fsur [-1;4].
Une primitive de la fonction x+— (x2 — 1)e™* est
définie par F(x) = J.il (2 -1)e™'dt.
Par double intégration par parties :
F(x)=[-(>-1)e T+ 2]: re”'dr

=—(x*-1)e* +2G(x);
Gx)=[- te”]fl + _r_cl eldt=—xer-e™,
d’olt F(x)=—(x+1)%~.
Ainsi o = (8e ! -25¢7%) u.a.

® Corrigé dans le manuel.



141 |4 €, est symétrique par Vi

rapport a (Oy), donc m est tel - 4
que aire de %9’ est la moitié de \Gf / 77

celle de 9.
Jm
Js

(m—xz)dx:%f)@ —x?)dx ,

soit gmA/171=§, d’ou:
3 3
1
m3=16 et m=163.

lim el= = 0,
X +oo

iZA® 1. lim [f(x)- (x - 2)] =

d’ou le résultat. Pour tout réel x, f(x)— (x -2)>0
donc 6 est au-dessus de d.

2.8, = [ [f(0) - (r-D)de= [Fel¥dr= (e~ el P ua.

3. Equation de la tangente T : y =—el ™2 (x &) + el A,
d’ou C(1 + A;0).

S, = % el*ua., dou S, +2S, = e (indépendant de 7).

@\ VA

1

iZEL® 1. Sur lintervalle [0 ; + oo, f/(x) = — e
g(x)=e". .
y
(69
a [~~"""""---- ‘ A
o [
| @
In@+1) r------f---> : ————————————————— :
1+ j ;
: 9 :
0 1' In@ + 1) a X

Ainsi f’(0) = g'(0) = 1 et (0) = g(0) = 0.

D’ou A: y = x est tangente commune en O.

La courbe C, est en dessous de sa tangente T: y =x—1
au point d’abscisse 1 donc pour tout >0, Inr < ¢-1.

En posant t = x + 1 avec x € [0 ; + o[, on obtient
In(x+1)<ux donf: Cyest en dessous de A.
Autre méthode : Etudier le signe de ¢(x) =In(1 + x) —x
sur [0 ; + oof a partir des variations de .
2. La symétrie d’axe A est définie par :
M(x;y) =M (x";y)avecx’=yety =x.
Pour toutx =0
M(x;y)e Cioy=In(l+x) oeV=1+xex=¢"-1
oy=e'-1leoM;y)e G,
Ainsi Cyet C, sont symétriques par rapport a A.
3. a) Tracés des représentations graphiques.

b) I(a) exprime l'aire en u.a. du domaine % et en
raison de la symétrie, aire (%) = aire (2").

. In(a +1)
aire (3) = f (a— (et - 1)) dv
0
In(a + 1 In(a +1
=f“( ' )adx—Jn( Ve o1y dr
0 0
In(a + 1)
dotI(a)=aln (a+1) -J (e¥—1) dx.
0
0

doncl(@)=(a+1)In(a+1)-a.
¢) Par intégration par parties,

I(a) = [(x+1)1n(x+1)](“)_ﬁdx:(a+1)1n (@+1)-a.

In(a+1
Orfn(wr )(ex—l)dxz [ex—x]ln(lHl) =a-In(a+1)
0

Note : Poser u(x) = In(x + 1), v'(x) = 1 alors u’(x) = )% et choisir
viX) =x + 1.

¥4 ® 1. Conditions :
_ ’ _ 1 _ 1
f)=0, f(1)=0, .[of(t)dt_§'

a+b+c=0 a+b+c=0
a = = =
5+§+c—3 3a+5b+15¢=5
.. 5 5 5
Ainsi a—g, b——Z, c—g.

145 Id | y=1+x-xe ¥l
X=x

On pose { ;
Y=y-1

22 2
dans le repere (I i ,j ), €;: Y =X -Xe X1,
<€f représente la fonction X— X — XeX*+1 définie
sur R ; celle-ci est impaire donc I est centre de symé-
trie de ;.
2. lim [f(x)-(x+1)]= lim —xe***!
X — +o0 X — +oo
1

. M2 2
= lim —-e— =0 (en posant u = x?).
u—s+oo g4
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Doncd: y=x+1 estasymptote a ‘€en +oo.

X — oo 0 + oo
fix) - (x + 1)
= — xe-X2+1 + 0 -

position

“6; au-dessus de d | ¢, en-dessous de d
point commun

3.a) A(A) = 4'[(7;xe‘x2+1 dr=2(- e+ 1+ ¢) cm?.

b) )\lim A(N) =2e cm?.

— + 00

) IsA(h) — sl =2e2>+1

1
Dot 2e*+1 <102 donc A= ,[1— In3; -

On pourra prendre A, = /1 + In(200) =2,51.
[146]® Corrigé dans le manuel.

(147 1SN f(x) = ke™ avec k défini par f(0) = e d’ou
k =e. Ainsi f(x) =el %,

2.Pourte [1;e]:el Y=t x=1-Int.
Note: 0 <x =< 1.

3. a) La section du solide par un plan perpendiculaire
a (Oy) en M(0 ; t) avec t € [1 ; e] est un disque de
rayon x = 1 —In ¢ (voir 2.) et d’aire S(¢) = (1 - In 7)%.

AinsiV:feS(t)dt:nfe(l—lnt)zdt.
1 1

b) L (1-Ino?dr=[r(1-In0)?]; +2 f 1 In(1-7) dt

:_1+2ﬁ(1_1nz)dt [1].

[poser : u(t) = (1 —In 2, v'(1) = 1, u'(t) = % (1-1n ),
v(t) =t].
f (1-In7)di= [z(l_lnz)]‘j+fe di=e-2[2].

1 1

Ainsi d’apres [1] et [2], fe (1-In¢)?dr=2e-5
1
d’ou V=mn(2e-5) uv.

EZE2® 1. En raison de la symétrie par rapport au
plan passant par O et perpendiculaire a (Oy), il suffit
de raisonner avec un plan de coupe défini pour
O<ys<r.

La section est une couronne circulaire centrée sur
(Oy) daire : w[(d +r')?>—(d-r")?] = 4ndr’ .

Or 7’ esttel que r’2=r2—y?2

donc S(y) =4nd Jr? —y?.

2
2.V =2/ S()dy =8rd [l Jr’ - y* dy = 8nd x "T’ ,
donc V =2nr2dr?.

(Voir Uexercice 108 pour le calcul de I'intégrale.)
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plan de coupe
Ad=d
JK=JL=r

iEEL® 1. f/(x) =e*(x-1).

X 0 1 2
f'(x) - 0 +
-2 0
f \ e /
A
A 1 2
N
-1
_2_<
©

2. =— ﬁf(x)dx.

Par intégration par parties o = e?—3 =439 cm?.
3.a) Les réels a, b, ¢ sont tels que pour tout réel x,
G’(x) = f3(x) , soit:

eZ[2ax? + (2b + 2a)x + b + 2c] = e (x - 2)2,

N . L 1 5 13

d’ou, par identification, a = 5 b=- > c= T
b) La section du solide par un plan perpendiculaire a
I’axe (Ox) est un disque d’aire S(x) = nf%(x) .

(e*-13)

V= JQOS(x)dx =n jg Froyde=" 2 =32,671 cm’.

(150 K TR njg]”z(x)dxznjg(axz +bx +c)dx
- 4B - o) + 2B - o)+ (B |
= @[za(ﬁz + 0P +0?)+3b(P+a)+ 6¢]
= “—6}’[211([3% of +0?) +3b(B+ o) +6¢].

D’autre part :

B, + B, +4B; = n[ac? + ba+ c] + n[aB® + b + c]

+ 4n[a(aT+B)2 + b(OCT-'-B) + c}
=n[2a(c? + of + [32) +3b(a+B) + 6¢]



2
2. Il s’agit d’une application avec f(x) =12 |1+ 2%2 ,
=12 /1+— 6,/13;
2 2
R,=12 1412 26./5; Ry=12 |1+ T2 _ 6,5,
24? 242

D’apres la formule « des trois niveaux » :

¥ =8[nR} + nRJ + 4nR%] =10 944r,
soit V' =34 382 m’.

(P(x) = 144 + %2)

Calcul intégral dans d’autres sciences
T
1.W=R><162><T=Rf 2(7) dr donc
0

T

2= % f i2(¢) dr donc 12 est la valeur moyenne de i
0

sur [0 ; T].

2
| T
212= 2 f sin? (@) dr.

Or sin? (ot) = 1= cos20i) CO;(Z(DI)
. 1 (T 1 (T
donc r sin? (wt) dt = = f dr— = f cos (2wt) dt
0 2Jo 2Jo
T [i- sm(20)t)}T T
"2 4o 27

I; I
. . 2 _ m — m
Ainsi I~ = > donc I, —ﬁ .
.szlfrmx r2—x2dx
M Jo
,

3
mx—lxz(rz—x) L
M 2 o_M 3

_ 4 d _Ar
=— Onch_ﬁ

nr

[\STRON)

D’oti la position de G sur la droite d’équation y = x.

iEEL® A. 1.5(0) =0, g(1) = 1 donc g vérifie [1].

g(x)=e*"1(x +1);g(x)>0sur [0;1] donc g vérifie
[2].

X
2. Pour tout x de [0; 1], g(x) —x :x% -x= )EC (e*—e).

X .
OrpourO=x=<1,ona= =0ete*<esoite*—-e<0
e

donc g(x) —x < 0. Ainsi g vérifie [3].

3. Représentation graphique

y

y=9gX)

é
]

(0] X

B. 1. La fonction différence x — x — f(x) est continue
1
et positive sur [0 ; 1] donc I = J (x—f(x)) dx.
0
1 1 1
2.,=| (x—gx)dx=] xdx—-| g(x)dx
& Jo 0 0

— 1 1 d)C
=5 - [, 80 .
Par intégration par parties

1 1
f g(x) dx = [xex‘l](l)—f e ldx=e!
0 0

N 1 -1
d’ou Ig =5-€
3. a) Pour tout entier n, n = 2, les fonctions f,, sont
telles que :

.fn(o) = O’fn(l) =1 [1]
of (x):zxnx 71(1 +x)—x":2x 71[n+(n—1)x]

(1+x) (1+x)°
donc f7(x) = 0 et f,, est croissante sur [0 ; 1] [2].

2x" —(x +x)
1+x

*ful¥) =¥ = 1 +x
Or pour tout x de [0; 1],
x%+x =202 d’ot 2x" — (x2 + x) < 2x" - 2x2
soit 20 — (X2 +x) <22 (x"~2-1) <0
donc f,(x) —x < 0[3].

b= [ G-f)de= [ xae- [ f00ar

1
:E —Lln.
¢) Pour tout tde [0; 1],
n+1 [
mrl<ynetl+¢>0dou
1+t 1+1¢
n+1

D’ot par intégration j j

soitu, . | < u,,.
Ainsi (u,,) est décroissante.

1

d) Pour touttde [0;1],0< T

<lett"=0
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n

t

Sy
1+¢ o

dou 0=

12"

e) Par intégration : 0 < e

dz<f 2 dt

2
n+1’

Dapreés le théoreme d’encadrement  lim  u, =0

n—>+oo

soit0<u, <

=1

doncd’apres 3.b) lim I, 5

n—+oo

Suites et intégrales

1. a) Pour tout rde [0; 1],

n+1 n n
For®+ 10 =" Lo_tu+D) _p

t+ 1 t+1 t+1
b) Par intégration sur [0 ; 1],

[yt are [ o ar=[ rar

9 N —_
douu, +u,=

n+1’
2. a) Pour tout n de N*, f, = 0donc u, = 0.

b) Pour touttde [0;1],**l<7et1+¢>0

n+1 n

t
donc — <
T+ 1+¢

un+1\u

puis par intégration sur [0 ; 1],

Ainsi (u,,) est décroissante.

3.a)D’aprésl.b),un=’% -u oru,, ;=0

1 n+1
doncu, < —.
" +1 .
D’ou l’encadrement 0 < u,, < ——.
n+1

b) D’apres la théoreme d’encadrement, (u,,) converge
vers 0.

® Corrigé dans le manuel.

IEE® 1. a)
= Il(l —x)e “dx

[—(1-x)e ]o joe dx =

(DI)—\

b) Pour tout x de [0;1], 0<1-x<1 et e*>0,
donc:

1 _ 1 _
(1SS m(l—x)exg mex

Par intégrationsur [0;1], 0 <1, < ’—11—'.[(1] e *dx.

Dou 0=<I, = ’%(1 - efl) et, d’apres le théoreme

d’encadrement, lim I,=0.

n—>+oo
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c) InJrl = ﬁj(l)(l —x)n+1e—xdx
= ﬁ([—(l —X)nﬂefx](l)

—(n+ 1)]})(1 —x)”e_xdxj

1

(n+1)'

2.a) % + (- 1)I; =0 =4, donclarelation est vraie au

rang 1. On suppose la relation vraie pour un entier
n=1, alors:

(_ 1)n+1
(n+1)!

a, ., =a,+ (R
T I T (e ) e

+ (=D, +
_1 _1yn+1 1 _ _
=eth [(n+1)! I'J"

donc elle est vraie aurang n+1.

1
St L

D’ou le résultat pour tout n (n = 1).

b) Or lim I,=0 donc

n—+oo

lim a,=-
n—+oo

EEA® 1.1,=1;J,=1.

T T

2.a)l,=[-e™" cosx]o - nJ.Z ecosxdx=1-nJ,

T 4

T
nx e 2 Cnx -n
J, = [e™ sinx]j + nj'ée "sinxdx=e 2+nl .

I +nJ, =1 -nZ
b) r doul, = ———— et
—nIn+Jn=e_n2

t |0 2
o'(t) +

|

o |3
5




t t

t
b) Pour tout ¢ de [0;2], % e < @(t)en < % en, d’ou

par intégration sur [0 ; 2],

t t t
%.[; endt < jgcp(z) endt < ;Jg endt

3 (2 7 (2
soit : zn(e"—lJ <u, < Zn[e"—lj [1].

¢) On pose h = % , alors:

2 h_
lim n[e" - 1] = lim 2(6 1) -2,
n— + o0 h—>0+ h
Par passage a la limite dans [1], 3<¢ <

2. a) Pour tout tde [0; 2],
_ 2043 _20+2)-1_, 1
o) = t+2  t+2 =2 (+2°
—[? —12(»_ L Ngsmros 2
I—jo(p(t)dt_Jo(Z—t+2)dt_[2t In(t+2)];
=4-In2.

\STIEN|

t

b) La fonction t+~ e” est strictement croissante sur

t 2
[0;2]: pour tout tde [0;2], 1<e” <en; dou,
puisque ¢(f) >0 :

! 2
o(1) < p(ne” < o(r)e" .

2

Par intégrationsur [0;2], I<u,<e"l.

¢) Dapres le théoréme d’encadrement, (u,) converge
vers . Ainsi € =4 —In2.

i1 ® 1. a) Pour tout xde ]1 e[, O<Ilnx<1.

Pour tout entier n=1, (Inx)*>0 et 1 -Inx>0,
d’ott (1-1Inx)(Inx)">0, soit (Inx)"—(Inx)"*1>0.
b1, -1, . = [[[(Inx)"—(Inx)"*']dx >0, donc

(I,) est décroissante.

¢) Pour tout n=1 et tout x de [1;¢], (Inx)"=0,
donc I, =0.

(I,) est décroissante minorée par 0, donc elle con-
verge.

2.a)1, = ﬁlntdtz [zlnt]i’—ﬁdtz 1.

b) Pourtout n=1,
I,,,= ﬁ(lnx)””dx
= x(Inx)"* 1 = (n + 1)ﬁ(1nx)"dx

=e-(n+ I, [1].
¢),=e-2=0,718; I;=-2e +6=0,563 ;
I,=9¢-24=0464.
3.a)Dapres [1], m+ 1), =e-1,,; et I,,,=0,
donc:
(n+1I,<e.

Ainsi 0 =<1, =< et, d’apres le théoréme d’enca-

_°
+1
drement, (I,)) converge vers 0 .
b) D’apres [1], nl, + (I,+1,, ) =e.
Dou nl,=e-({,+1,,);o0r, lim (I,+I,,)=0
n—+oo

donc lim =nl,=e.
n— + oo

160 HE WA intégration par parties, [ =1-2e"1.

1w fk
2058,-2 % %),
" n o\
D’ou I'idée de penser a la méthode des rectangles.

b) f'(x)=e*(1-x).
x |0
£00) +

=
f 0 /

fest continue, strictement croissante sur [0 ; 1].

4 o=

S, représente la somme des aires des rectangles supé-
rieurs associés a la subdivision de [0; 1] en n sous-
intervalles de méme amplitude.

La suite (S,,) converge donc vers

I= j(l)f(x)dx=1 —2e7!.

YA
]
0,1 ‘
o 1 2 @1 a4 X
n n n n-

EGGES 1. Pour tout x de [0; 1] et tout n de N*,

1 1
Tin—n 1
2
En outre _(1_£):” —n(x+n)+x(x+n)
n 2 2
n n(x+n)
2

n
1 x

1 =--= [2]

xX+n n 4,

est positif donc

N 1 x
D’ou I’encadrement - — S
n
n

1
z.a)anf()x% dx=In(n+1)=In (n)=In ('%1)

b) Par intégration sur [0 ; 1] des inégalités du 1.
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smtl—i2 $Jn$ldonc——L $ln(”+1jsl
2n n 2n n n
3. Pour tout n de N¥,
1
U(n+1)_U(n)—m —In(n+1)+1n(n)
N SR (n+1)
n+1 T

Zn —2n(n+1)+n+1

2’ (n+1)
1 —ln(’il)sl_—”so.
n+1 n 2n2(n+1)

Ainsi U(n + 1) - U(n)=< O etla suite U est décroissante.
4. Pour tout n de N*,

V4 1)-Vin) = —

_J__ln(’ii%)
Tn+1 n+1)

Or d’apres I'encadrement du 2. b) appliqué au rang
n+1:

n+2 1 1 n+2
ln(n+1) n+1 doncn+1 _ln(n+1)>0‘

Ainsi V(n + 1) — V(n) = 0 et la suite V est croissante.
5. Pour tout n de N*,

U(n)-V(n)=—In(n) +In (n + 1) =In ('Ll)

-In(n+2)+In(n+1)

n
Or lim 2 +1 =1 etla fonction In est continue en 1
n— + oo
donc lim (U(n)-V(n))= hm In (” * 1) =0.
n—> + oo oo n

Ainsi les suites U et V sont ad] acentes, donc elles con-
vergent vers un méme réel noté v.

lim U(n). D’ou0,57 <vy=<0,58;
n—+ oo
une valeur approchée de ya 102 pres par exces est 0,58.

Par exemple y =

i[FA$ 1. «Pour tout x de 105+ o[,

N 1
)= xz(x+1)'
e lim fix)=0,

X = +o0

lim fix)= lim B_c(l +xlnx)—ln(x+1)}:+oo,

x—0" x—0"

X O =+ oo
f'(x) -
f T )
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o

X X 1
2.0 ﬁlnx_'_ldx:[xlnx_,_ﬂl —ﬁmdx

—In(oe+1)+2In2.

. fff(t)dtzﬁ%dw ﬁlnﬁdt

o
=Ino+olng 7 -In(o+1)+2In2
_ (a+ 1)ln(a+ 1)+21n2
1
k+1

d’apres I'inégalité de la moyenne,

3.a) Pour toutx de [k;k +1],

(VI»—*

<l
<2<

k
by [ 1dx = Ink + 1)~ Ink = Ingg = /(b

=

1 N

D’apres 3. a) - — f(k) d’ou :

’kl
1 1

OSf(k)Sl—c—m , soit 0 <f(k) <

4. a) Vérification immédiate.
b)S, =

bbb
n n+l1 n+l n+2

11
“n 2n+1°
S, =0.

_ 1
k(k+ 1)

(s
2n 2n+1

d’ot lim
n—>+oo
s 1
C) D apres 3. b), 0 Sf(n) = ’m s
1 :
(n+1)(n+2)°
S S
I+ 1)’

0<fn+1)=

0=f@n) =

2n
d’oti la sommation: 0 < Y f(k) <S,.
k=n

Or, lim S, =0 donc, d’apres le théoréme d’enca-
n—+oo

2n
drement, lim [z f(k)) =

=+ \k=n

5.a) D’apres 3. b), f(k)— k+1)1cdx.

Par sommation des relatlons écrites pour k=n a
k=2n,

Z fik) = Z = - Z Jk”ldx et, en utilisant la

2n
relation de Chasles, Y f(k)=u,

k=n

1 .
—f"”—dx , soit :
n X



2n

Y, fiky=u,-In(2n+1) +Inn,

k=n
2n

dou: Y fk)=u,—In2- ln(1+-—)
k=n

2n
o 1 » s
b) Ainsi u, = kgﬂf(k) +1n2 + ln(l + 2_n)’ dou:

lim u,=In2.
n—+oo
EEEAS 1. F/(x) = In(1 + e 2¥) sur [0; + oo .
F’>0 sur [0; + o[ doncF est strictement croissante.

1 1 ‘
— =- < -
l+a ¢ 1 (e
croissance de la fonction inverse sur [1; 1 + a]).

D’apres le théoréme de la moyenne,

2. Pour tout t de [1 ; 1 + 4],

a 1+al
Tea = Jl dt <a soit:
4 < <
32 In(1+a) <a.
3.0npose a=e % (a>0), dou:
o2t

-2 -2
" slh(l+e*)<e“.

Par intégration sur [0;x] :
J~x
0

X X
[—hn(l + e‘z’)J <F(x) < [—16‘21 , donc :
2 0 2

~dt <F(x) < j e 2'dt, soit
1+e

0
1 _1 —2x l_l -2x
2ln2 2ln(1+e ) <F(x) =< 53¢
S 1 1
4. Par passage a la limite en + oo : zan s{=< 5

5.a) Sur [n; n + 1], la fonction t— In(1 + e %) est
décroissante, d’ott 0 <In(1+e %) <In(1 +e ") et,
d’apres I'inégalité de lamoyenne, 0 < u,, < In(1 +¢e2").
b) D’aprés le théoréme d’encadrement, (,,) converge
vers 0.

n n
6.5,= Y u=Y Ji+1ln(1+e’2’)dt
k=0 k=0

= [0 (1 + ede

(d’apres la relation de Chasles), soit S, =F(n +1).
Or lim F(n+1)=¢, donc (S,) converge vers <.

1 —> + o
0 1.Pourn =2,In(n!) = Z Ink. Par compa-
raison des aires : k=2

j’ll Intdr < kgzlnk < J"l”llntdt.

(La premiére intégrale est majorée par la somme des
aires des rectangles «supérieurs» alors que la

seconde est minorée par celle des rectangles
« inférieurs ».)

Dot '[;’lntdtsln(n!)s.[;’”lntdt [1].

Note : Cet encadrement est encore vérifié parn = 1.

yA —

1

0 ] 2 n n+
@

ln(n') In(n!)
In(n") nlnn

Y

2. Pour tout entier n =2, u, =

Pour tout x > 0,

'r]c Intdt = [tlnt])f—ﬁdt=xlnx—x +1.

Donc, d’apres [1] :

nlnn-n+1 <ln(n)< (n+Dn(n+1)-n,

d’ou par division par nlnn >0:

< (n+DIn(n+1) 1
nlnn Inn

_n—l
nlnn

su

2]

n

1

1-=

-1 n
=—— donc lim
nlnn Inn no+wnlnn

(n+ 1)[lnn + ln(l + ’%)J

nlnn
1n(1+1)
n+l n+1 n
= + X
n n Inn
(n+1)In(n+ 1)
nlnn

N

Or n-

—0 De plus :

(n+DInn+1) _
nlnn a

>

d’ott  lim

n—+c
Ainsi les termes extrémes de ’inégalité [2] ont pour
limite 1 et, d’apres le théoréme d’encadrement, (u,,)
converge vers 1.

Prendre toutes les initiatives

Notons f(x) = — x% + 4x = x(4 — x)

et g(x) = kx(4 —x). Ainsi g = kf.

Ces deux fonctions polyndmes ont pour racines 0 et 4.
La condition de partage implique k > 0.

fet g sont continues et positives sur [0 ; 4]

donc a(D) = ﬁ flx) dxet
a(QZ)’):ng(x)dx:kaf(x)dx:kxa(éb).

Il s’agit de trouver k tel que a(%") = % a(d)

soit k x a(P) = % a(®) donc k = % .
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¢ Déterminons une équation de la tangente T.
fx)y=l+e*—xe*=1+e*(1-x).
f=leol+e*(l-x)=1ex=1

Ainsi T est tangente a 6 au point A(1;1 +e¢e1).

T est la droite passant par A et de coefficient direc-
teur 1douT:y=x+e L

* T est au-dessus de €.

Posons ¢(x) =x +e 1 - f(x) =e 1 —xe ™.

La fonction différence ¢ est continue et positive donc

aire(9) = ﬁ) o(x) dx=¢1 —Ll) xe ¥ dx.
Par intégration par parties
ﬂ)xe‘x dx = [—xe‘x](l) +ﬁ) e *dx=1-2e1
Ainsi aire(%) = 3e~ ! — 1 donc aire(%) > 0,1.
B ® Posons f(x) = J/x(1-x),x e [0;1] et notons
C;sa courbe dans un repere orthonormal.
M(x;y)e C;oy?=—x?+xety =0

= (x—1)2+y2: 1 ety = 0.

2 4

C; est le demi-cercle de centre I(% ;Oj et de rayon

r= % situé dans le demi-plan % : y = 0.

L’intégrale exprime I’aire du demi-disque « supérieur »
associé:ﬂ) Jx(1—-x) dx = g
K= ® Sur 0 1], la fonction In est continue et néga-
tive donc (o) = —Jl Inxdx= fa In x dx.

Par intégration par p(;rties : 1

(o)) = [xlnx]‘}_ﬁ1dx=a1na_a+1.

La fonction o : o0 +— o In o — o + 1 définie sur J0 ; 1]
est dérivable sur [0; 1] et s4'(a) = In 0.

X 0 1
A (o) - 0
de) ||| T

Note: lim olno=0donc lim o(o)=1.
o— 0+ o— 0+

Ainsi il n’existe pas de réel o dans J0 ; 1] tel que

A(o) =2.
(page 232)
(172 L8 a) Pour tout k (k = 0), f, est dérivable
k
sur R :
X
b) f}(x) =1 - Lz
(1+ke")
_ 14k
1+ kex)2
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E[EE1® Cherchons a encadrer u,,.

Pour tout n de N* et tout tde [0; 1],
O0sl-t<1dou0=<(-¢"<1etpuisquee >0
onobtient0 < (1-1)"e !<e

Par intégration sur [0 ; 1],

1 1
0< 1—t”,e"dtsJ
J,a- o

1 (1 i 1,
Os<— | (I-preldis — [ e'de
n! jo n! Jo

e tdrd’ou

Ainsi 0 < u, < }%(1 — e 1). D’apres le théoreme

d’encadrement, (u,,) converge vers 0.

170 R S 1 i
oS, n+1+n+2+...+2n.Snexpnmela

somme des aires des rectangles colorés (en u.a.).
Par comparaison d’aires,

I S S +L<f2”1
n+l n+2 7 2n J. x
1 1 1
= -
n+n+1+ +2n—1
1 1

soitSn$ln(2n)—ln(n)sSn+ﬁ_z_n
1

doncSnsln2$Sn+2—n.

D’ou I’encadrement, In 2 — ZLn <§,<In2

Dr’apres le théoreme d’encadrement (S,) converge
vers In 2.

EE&E? 3 cst I'aire entre la droite (OM) : y = fx et la
parabole P : y = x? sur I'intervalle [0 ; 7].

3_t 3

2
N ey g [ X T
%‘fo(tx x)dx‘[z 31) 6"

Notons H et K les projetés orthogonaux de M et N sur
l’axe (Ox).
Alord o = aire (OHM) — aire (OKM) — aire (MHKN)

3 3 3 3
Lot € 50 ¢
soitsl =5 -16-16"3"
£
. .B 6 4
A — T — T -
1n51&q t3 3

D’autre part :

)2 2 2x
[fk<x>—x12+1=(1"‘ex] #1222
1+ke (1+ke")
_2(1+k%e™)
s lht
(1+ke")



D’ot, pour tout x de R : 2f;(x) = [fi.(x) —x]* + 1.
Ainsi f}, est solution de I'équation différentielle (E) :
2y =(y-x)?+1.

¢) Pour tout x, fj(x) = 1

5> 0. Donc f} est strictement

croissante sur R.

—_
bl

=0sk=1.

2.0e 6= f(0)=0=
Ainsi 6, passe par O.

—_
bl

1-ke 1
1+ ke _1@](_5'

deCofil)=11+

Ainsi <€e, | passe par A.

3. a) Pour tout x de R,
X

S =x v 2Ky

1+ ke*

~1-ke*+2
t—
1+ ke

(1];

2
1+ke"
1+ke' —2ke"
1+ke"
2ke”
- [2].
1+ ke
b) Pour tout réel k, k > 0, et tout réel x,

G e p—
ded, 1+ ke

2ke”
i) —(x+1)=-
dessous de d'. 1 +ke
Ainsi les courbes €, sont entre d et d'.

En outre d’apres [1], lim (fi(x) - (x - 1)) =0, et
X —>+ oo

soit fy(x) =x-1+

de méme, fi(x) =x +

soit f(x) =x+1-

- est positif donc 6, est au-dessus

est négatif donc €, est en
X

d’apres [2], lim (fi(x) - (x + 1)) =0 donc d et &’
X——o

sont asymptotes a ‘6 respectivement en + oo et — oo,
X

= et

l+e

4. a) Pour tout x de R, fij(x) =x +

X
1-¢
X

fiex) =—x+

l1+e
N e (e -1)

e (e +1)

1-¢"

1+e"
=—f1(x).

Ainsi f] est impaire.

=-x

=—X—

b) f1(0) = 0 et fj est strictement croissante donc f; > 0
sur J0; + oof et f; <Osur |- ; 0.
Notons %, le domaine limité par €, et I'axe des abs-

cisses sur 'intervalle d’extrémités O et x.
Cas x > 0: F(x) = aire (2,).

Casx<0:F() = [ o ar=- [ fi ar
X

=—[-aire (9,)] = aire (2,).
Pour tout réel x, comme f; est impaire, %, et %_ sont
symétriques par rapport a O donc ont la méme aire.
D’ou F(- x) = aire (%_,) = aire (9,) = F(x). Ainsi F
est paire.
¢) F est dérivable sur Ret F' =f;.

X |—oo 0 + o0
F':f.' - 0 +

F \ 0 /

d) D’apres [2]

X 2¢' t2 NG
F(x):f 1o 25 dt:[—+t—21n(1+e)}
0 l+e 2 0

2
soitF(x):% +x-2In(1+e*)+2In2.

EEZERQ Partic A
LT: y=g'(x); 6: y=g(x).
Le signe de g’ détermine le sens de variation de g .
2.g°(0)=1.
Partie B
L fy(0) = (2 +20)e % Fy(x) = 2-xD)e ™.
Pour tout réel x, f(x) + fy(x) =2(x + 1)e*, donc f;
est une solution de (E).
2.a) fsolutionde (E) & f' +f=f"y+f
e f=fo+f-f=0
e (f-fo) +(f-f))=0;
fsolution de (E) & u = f— f; solution de (E’).
b) (E):y"=-y.
Solutions dans R: x — u(x)=Ce™*; Ce R.
Les solutions de (E) sont les fonctions f du type
f=u+fy. Donc f(x)=(x*>+2x+C)e*, Ce R.
3.20)=1 et g(x)=(x2+2x+C)e* dou C=1.
Ainsi g(x) = (x+1)%e*.
4. h(x)=(x2+2x+C)e* et h’(0)=0.
Or h'(x)=(-x2-C+2)e* donc C=2.
Ainsi h(x) = (x2 +2x +2)e *.
Partie C
Lef(x)=—x2e~.

e lim fix)=+o; lim flx)=0.
X ——oo X —> + oo

X |—oo 0 + oo
f’(x) - 0 -
2 "

_ 0
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2.T: y=—ex.

-1

3. a) F est une primitive de f sur R équivaut a, pour
tout réel x, F'(x) = f(x) , soit :

e *[~ax?+ (a-b)x +b-c]=e*(x2+2x +2),
dott a=-1, b=-4, c=-6.
Ainsi F(x) = (—x2-4x-6)e ~.

b) s (or) =4jgf(x)dx =4[(-o2—4o—6)e %+ 6] cm?.

Note: Ilim A(0)=24cm?2.

O — + o0

: Partie A

2
l.g’(x):zx—(zl—_—xzz; lim gx)=—-oo.
(x°+1) X+
x |0 1 + oo
g'x) |0 + 0 -

1-1In2

9 o — Ty -

Sur l'intervalle [1 ; + o[, g est continue strictement
décroissante et change de signe donc 1’équation
g(x) =0 admet une solution unique o .

g(éz‘) = 0,106 et g(2) =-0,009 sont de signes contrai-

res, donc 421 <o<?2.

2.2)T,: y:—;—gx+g—;‘—ln5.
b) x, = 1?6—%—§1n5, d’ou v; =1980 et v,=0,181.

g(v)=14x10-* et g(vy)=-34x10-* sont de
signes contraires, donc 1,980 < o0 < 1,981 .
c)g(x)=0sur [0;0]; g(x) <0 sur Jou;+oof.
Partie B

1. Taux d’accroissement de fen 0 : lorsque x #0,

2
T(x) = ) ;f(o) _InG?+1)

x2

0 h=2, lim T(x) = lim g
npose b=, lim 00 = fim ™ =

Donc fest dérivable en O et (0 =1. fest une fonc-
tion impaire, il suffit d’étudier ses variations sur R*.
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2
3" —In(x>+1)
Pour toutx >0, f/(x) =2 +1 . =(£)25);
X X

f estdusigne de g.

X 0 o + oo

f'(x) |0 + 0 —
f f(or)
o _— T~ o0

In [xz(l + 12)}

lim fix)= lim

X400 X400 X
of144)
R - SN
X+ X X

2. ¢ On pose pour tout x de |—1; + o,

X

P@)=In(1+x)-x; ¢(x)=— T+x ;

x |-1 0 + o0
0'x) + 0 -

0
Ainsi pour tout x de |-1;+ [,

¢(x) =<0 donc In(1 +x) < x [1].

*Ty: y=x. Laposition de 6;ct T est détermince
par le signe de la fonction différence :

d:x—f(x)-x= 11(—)(2—;1—)_—)6%

Or pour tout réel x, x2>—1, donc d’apres [1] :
In(x2+1)-x*< 0;

le signe de d(x) est 'opposé de celui de x.

Ainsi, €, est au-dessus de Ty sur ]-eo;0[, en-des-

sous sur ]0;+ e[ et T, coupe €;en O.

Note: (6,« traverse » sa tangente en O ; I'origine O est un point
d’inflexion.

2 )

1 @5

o 9 N
\% 1 *

Partie C

1. Pourr>0, F(r) = _[; fiodt = aire(D) . festimpaire

donc €, est symétrique par rapport a O. Si 9’ est le
domaine symétrique de % par rapport a O :

F(r)= [ "fodi=-[" fdt =aire(®).



D’ou F(-r)=F(r). AinsiF est paire.
X 0 + oo

F'(x)=flx) |0 +
F 0 -

2. D’apres B. 2., pour tout ¢ de [0; 1],

d’ot par intégration, 0 < F(1) < % .

0=f)=t,

3. Pourtoutréel t=1,
O0slsP=r<r+1<2?
= In(?) <In(Z+1) < In(27)
2 2 2
- ln(tt ) gln(tt+ 1) < ln(t2t ) 1.

4.¢Pourx =1, J(x) = Jxlltdt——(l x)?%.

F(x) = [ findz+ [{ fiyde =F(1) + ! floydr.
Or, pour tout ¢ de [1 ; x], d’apres [2],
2_1__nt < f() < ln2 21nt,

t
d’ol, par intégration sur [1 ; x] ,
2J(x) < fl‘ findt <
et, en ajoutant F(1) a chaque membre :
F(1) +2J(x) < F(x) < F(1) + In2xInx + 2J(x) ,
soit F(1) + (Inx)2 < F(x) <F(1) +In 2xInx + (Inx)? [3].

lim F(x)=+oo.
X =+ o0

e Pour x = 1, d’apres (3),

In2 X Inx +2J(x) ,

On en déduit que

2 2

F(1)+(lnx) < F(x) < F(l)+ln2xln_x+(lnx) ‘

X X X X by X

Inx
Or lim —~=0et
X — 400
(lnx)2 2

im = lim ln_lx =0, donc, d’apres le

X =+ oo X —> 4o =
X
. F()
théoreme d’encadrement, lim ——=0.
X+

5.

3

EEAQ Partie A
Lef(x)=(1-x)e~.

e lim flx)=—o0; hm f(x)— Iim exxe*=0.
X ——oo

X —>+ oo
X |—o0 1 + oo
f’(x) + 0 -
1
f — oo / \ 0
YA
i
€r
1 X"

2. Par intégration par parties,
_M _ Toxyql, flol-x 4.
Il—J’Of(x)dx—[—x(e )]0+Joe dx=e-2.

Partie B
La)Sur[0;1], 0<1-x<1, dou 1=<el-*=<e,
puis :

X< yhel-X < ex.

1
D=5
¢) Par intégration de I'inégalité 1. a) sur [0 ; 1],
e

n+1’

=

1
<] <
— I,
2.Pourn =1,

In+1 _ J‘(l)xn+1el—xdx

= [—x”*lel’x](l) +(n+ l)j(l)x"elfxdx

=—1+(n+1)I,.

da)k, =m+Dle-1, ,=m+D)le+1-(n+1)I,
=(n+l)(nle-1,)+1=(n+1)k,+1.

b)ky=e-1,=2. Ainsi k;e N.
On suppose qu’il existe un entier n (n = 1) tel que
k,e N; alors k,,=(n+1)k,+1 donc k,, ;€ N.
D’ou le résultat.
¢) Pour tout n = 2, 0<L <[, =< € <1 donc
LeN. n+1 n+1

Par I'absurde : si nlee N, alors I, =nle—k,e N,
ce qui contredit le résultat précédent.

Donc nle ¢ N.

4.a) Sin = q, alors g divise n! et donc r% e N.

b) Si e était un rationnel g , alors pour n = g, on aurait

nle = entier, ce qui est absurde d’apres 3. c).

n'p
q
Donc e est irrationnel.
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C’est nouveau au bac BN(ELEPED)

i74:A® 1. a) F est la primitive de f sur R vérifiant
F(0)=0;ainsi F' = f.
[fest paire donc 6, est symétrique par rapport a (Oy).
F n’est pas paire.

T

Contre-exemple :
F(-1) =-aire(D’) = — aire(D) = - F(1).
2.a) b) ¢) Par dérivation d’une fonction composée,

G/(x) = (1 + tan? x) x ——— —1.

1+ tan x
G(x) =x + k ; or G(0) = 0 donc k = 0 ; ainsi pour tout x
de I, G(x) = x.

F(1) = F(tan %) = GC—D = Z_: .

Zayb) O H ()= ——x— L2
D’ e @2
(x+1)
1
X 2
1+~ 5
(x+2)
=0.
Ainsi H est constante sur R* de valeur
H(0) = F(1) + F(0) = g .

Alors F@ + F@ =H(1)= %‘ .

1. Faux. f est continue sur |- e ; O] donc elle
admet des primitives sur cet intervalle.

Note : F(x) = In(- x) + k.

2. Faux. Contre-exemple : sur R, & = fg avec f(x) = 2x,
glx) =3.
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H(x) =3x? + k, F(x) = x* + ky, G(x) = 3x + k,

d’ou H=FG.

3. Faux. En effet, [F2x - 1)]" =2 x f(2x - 1).

4. Vrai. Les fonctions ¢ +— ¢ et ¢ — f(f) vérifient les
hypotheses du théoreme d’intégration par parties et

de plus f(a) = f(b) = 0.
Alors J " /(6) de = [f0)]] - f "oy di=- f * f d.

IP£EA® 1. a) f est dérivable sur [1 ; + oo] donc f est
continue sur [1 ; + oo[.
t
, e(t-1
b) f/(r) = U1
f’(t)y =0lorsque ¢t =1, et pour tout ¢ > 1, f'(f) > 0 donc
fest strictement croissante sur [1 ; + oo[.
2.a) s4(1) =0.
b) Pourx,=1eth>0:
A(xy + h) — d(x,) représente aire colorée.
Cette aire peut étre encadrée par les aires des rectan-
gles « inférieur » et « supérieur » :
hx flxg) < A(xg+ h) — A(xg) < hxflxyg+ h)
A(xy+h)—sd(x
dott flxg) < (Xo 2 (xo) < f(xo +h). [1]
¢) Pourxy>1leth<Otelquexy+h=1:
de méme, ’encadrement s’écrit
—hxfxy+h) < A(xg) —A(xy+ h) < -hxf(x)
A(xg) - A(xy+h)
_h = f('xO)

A(xg+h) - A(xg)
0 < ). [2]

d) fest continue en x;, donc }}im fxg + h) = f(xg).
-0

dol f(x, + h) <

soit flxy + h) <

Par le théoréeme d’encadrement, on déduit de [1] et [2]
A(xg+h)—A(xy) A(xg+h)—sA(xy)
h—0+ h - h—0- h
= flxo)-
Ainsi 54 est dérivable en x, et s'(x,) = f(x).

Finalement o est dérivable sur [1 ; + o[ et {" = fdonc
d est une primitive de fsur [1 ; + oo[.




