chapitre

14 Limites de suites

[ X X ]
[ X X ]
[ X X ]
XX . )
©oo Ew n La suite est alternée et semble converger vers ¢,
abscisse du point A (€= 42 —1).
C oyl e
a) YA y=ox-1 A ) y\\ y=X+1//+
usf! ] \ AN
ug \

La suite (u,,) est constante : pour toutn, u, =1.
b) La suite prend (alternativement) les deux o PR ETAR P
valeurs O et —1. Elle ne converge pas.

\ yd o y=x2- La suite semble croissante (non majorée) et de
) limite + oo.
A
\ S/ Dy {
U4 up 3
[¢) X
2
& -1 V="%
Uy
¢) ug =1 puis la suite prend alternativement les
uz
deux valeurs 0 et —1. Elle ne converge pas. 1
—x2_ U3l
\ Y y= L 3 o
1 Ouz 1 U2 uq Ug X
\ 4 U3 / La suite semble décroissante et semble converger
v2 | 1 =t vers 0
[e) A X ’
+
R v

H 1. La suite (u,,) semble alternée et de limite % .

d
) y 4
h) 2. yA
+
2 Y
u
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1 — 7 X+2
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3. a) o est solution de x:—g +2, soit a:%.

N =

u
t +1:———n+2—%

" 3
__l(u _§) _L
3T ) T3

La suite (z,) est géométrique de raison — 1 .

u
_ny
3

3
b) Comme |-z <1, lim ¢,=0 et
n—+oo
lim u,=0=3
Hs 4o 2
M 1.Sia=1,u,, ,-u,=b: (u,)estunesuite arith-

métique de raison b .

2.a)a#1: Aetdont des coefficients directeurs
différents, elles sont donc sécantes.

aest solutionde x=ax+ b, donc a= T2

—-a
b)[n+1 au +b—1%
=au,+ —ab a(u - b )—at
1-a noq1_q) "

La suite (z,) est géométrique de raison a.

Joa=-1. u=—uy+b;
w=—u+b=uy=u,=uq4;
Uy =Us=1Uj .
On peut conjecturer que pour tout 7,
Uy =Ugy €t Uy = Uy
Démontrons-le par récurrence.
¢ La propriété est vraie aurang 0.
¢ Supposons-la vraie au rang 7 .
Uyne1)=—Uy1+b=—u+b=uy;
Wnsy+1 ="y tb=—ug+b=u.
Donc la suite est bien alternée et prend alternati-
vement les valeurs u, et u; .

H 1. Résulte de 0 < Ja < uy,

2. up—2uga +a>0 e uy-2.a + u—a— > 0.
0

Il résulte du 1. que ui < Ja <uyet donc que

a _s d 1 a
u0+u—< Uy et onc que 5 Uug+ — | <uy.
0 4o

e

3-Vn+1=2 " _ §+a ZuA/Zz
%(u +__) JE, un+a+2unﬁ
_ui+a—2unA/Ez_ )
ui+a+2uﬁ Y

Récurrence « immédiate » :
Larelation est vraie pour n = 1. Supposons-la vraie
au rang n.

_ 2} 2 at .
Vai1="q =v," . Larelation est vraie pour

toutn = 1.

n-1 n

=lnv,=2""llnv,.
Comme u; > Ja , il résulte que 0 <v; <1;alors

lim w,=-cet lim v,=0.
n— + oo n— 4+ oo

v,+1
Comme u,, = JZ: lim u, = .Ja.

1 no e

4. Application : u; = 4 =6,14286;

1831 2 3352399
l,t2 = W = 6,083 06 N u3 = 551 131 -~ 6’082 76

H 1.a) « < b équivaut (dans R**) a Ja< /b qui
entraine a < JJab et Jab <bdonc A e [a;b].

De (/b - Ja)’ > 0 découle “;b
a b . a+b
3 < 3 entraine = +b.
b) Dans R**, (a < b) < (a® < ab)
& (a® + ab < 2ab)

@(Mﬁl)
a+b)’
Dans le a),on a:2.Jab <a+ b donc
2ab < JJab (a + b) puis il;) <A.
2a,b, a,+b,
2.a)Pourtoutn,an+1bn+1=mx 5
=a,b,.

Montrons, par récurrence, que pour tout n,
a,< Jab <b,.
Dr’apres la question précédente, la propriété est
vraie au rang 1. Supposons la vraie au rang n. Le
méme raisonnement qu’a la question précédente,
en remplacant a et b respectivement par a, et b,
nous permet de conclure que a,, , ; < J/ab <b, , ;.
La propriété est donc vraie pour tout ». En fait, on
peut mé€me conclure que pour tout n,

a,<a, 1< Jab <b, 1<b,
b) Il résulte de la remarque précédente que la
suite (a,,) est croissante et que la suite (b,) est
décroissante.

3.a) Comme a, <a b,,1—a,.1<b,,.—a,

n+1 n
. a,+b, a,-b,
Puisbh, , | —a,= I ) , et donc
a,—b
n n
bn+1 Ay 41 2 :
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b) Il résulte dua) que 0 < b; —a; < % (by—ay) :la

propriété est donc vraie au rang 0.

Supposons la vraie au rang n. Le caractere positif
de b, . ,—a, ., résulte de 2. a).

De la question 3. a), on déduit

1
bn+2_an+2 < i (bn+1_an+l)
et donc compte tenu de I’hypothese de récurrence,

n+2
b,ir—a,.»=< G) (by — ap). La propriété est

donc vraie pour tout .

. 1 n+1
Comme Ilim (j) = 0, le théoréme 4 nous
n—>+oo

permet de conclure que la suite (b, , ; —a,,, 1) con-
verge vers 0.

Les deux suites (a,,) et (b,,) sont donc adjacentes et
convergent donc vers la méme limite.

¢) Comme pour tout n, a, < .Jab < b,, on a
immédiatement :

0< Jab —a,<b,-a,et0<b,— Jab =b,-a,,
Comme J/ab (b, - a,) =0, le théoreme 4 nous per-
met de conclure que la limite commune des suites

(a,) et (b,) estle réel JJab .

4d.a)a=2etb=3;a = lszetbl—g ;
120 49 )
©= 29 =~2,448 98 et b, = o =245;
11 760 4801
a= m~2,449489 69ethy= 1960 =~2,4494898.

i8] 4 |

1. Tous les rectangles ont pour largeur ,11 .

e Le premier rectangle inférieur (de sommet A) a

pour longueur f(l + 1) =-"_ etdonc pour aire :
n) n+l

1 n 1

D .
n n+l n+1

Corrigés des exercices

Maitriser le cours (page 103)

1. et 2. Limite d’une suite

L1 1 Corrigé dans le manuel.
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Le k-ieme rectangle inférieur a pour longueur :

f(1+l—€)= 1 et pour aire L
n) n+k n+k

Le dernier (de sommet B) a pour longueur f(2) = %

. 1
et donc pour aire —.
p 2n

._____....1 + ..........1 + oo+ ..1..
n+l n+2 2n’
* Pour S, :la premiere longueur est f(1) doncl’aire

Enrésumé: s, =

est 1
n
La derniere est f(Z - 1) =" , donc ’aire du
n) 2n-1
. 1
dernier rectangle est 571
1 1 1
Onabien: S, n 1 '+2n——1'
2 g = 1 11
Al T4l 2n+2 n+d

L Lo
2n+1 2n+27 7
donc la suite (s,,) est croissante.

1,1 11 1
Suct=Su= 5 Y T T T g1 2n < done

la suite (S,,) est décroissante.

1 1 1 .
3.S,-s,= = "5 5, donc nl;nlm(sn—sn):o
et, compte-tenu des résultats de la question précé-

dente, les suites (S, et (s,,) sont adjacentes et con-

vergentes (vers o).
4.2)S,-s, < 1072 = ls, — | < 10~2, donc

L <102 p=50=s > valeur approchée de s{

2102 pres.
1 4
T <100" © p=5000 = s
de A4 a 104 pres.
b) SSO = 0,688 et SSOO = 0,6926 dOIlC .
0,0926 < o < 0,6936 .

> Valeur approchée

Bl > 100 (Jn)?> (1003 o Jn > 102

s n> 104

donc ny=104.



a) (u,,) est géométrique de raison % >1,

donc lim u,=+0o0.
n— +oo
10 10
b) (u,,) est géométrique de raison —— 101 ;—1< 01 <1,
donc lim u,=0 (théoréme 1).
n— 4+ oo
11
on+ 1 1 .
nunz—:2(1— ) et lim u,=2.
1 1 on +1 N — + oo
2
=M Pour tout n, u, = % .
3

2 <1074 37> 20 000.

3
3% =19 683 donc a partir de I'indice n = 10, u,, < 10-*.

IEE Pour tout 1, u,, = 2",
249 < 101 < 259, donc a partir de l'indice n = 50,
u, > 101,

I S
57120 T 720

2.Pour n=1, n!=n,

lim u, =0 (théoréme ).

1
donc O<u, < - et
n n—+oo

M rourn=1,-1<cos2n<1,

1 1 . 1
donc—- — =u,< — etcomme lim — =0,1le
n n n—+o,/n
théoréme 5 nous permet de conclure que lim u, =0.
n—+ oo

EEE Pour tout n,

—1<cosn<1l,donc n<n+l-cosn<n+2.

lim n=+0e, donc lim u, =+ (théoréme)).
n—+oo n—+oo
L 10 BN
n 1 2 3 4 5 6
u, -0,9 0,64/-0,343|0,1296|-0,03125 |0,004
n 7 8 9 10 11
u, |-0,00021| 0,00025 |-10-° 0 1011
21230 & 5 -122 & u,=2";
or lim 2"=+e,donc lim u, =+ (théoreme)).
n—> + oo n— + oo

U1 ] Corrigé dans le manuel.

1
x+1

WEH a) o, - f(n) avec f(x)=x - —

or, lim fix)=+0c donc lim u, =+,

X+ n—+ oo
X 2x
b) un:f(n) avec f(x): 4_1_2+XZ—+1 N
or, lim Y e ieet lim 22x =0, donc:
X +eo x—=+eo x4+ 1
lim filx)=+oc et lim u,=+oo.
X =+ oo n—+ oo
2
EEN 2) 4, - f(n) avecf:xHM'
X +x+1
or lim fix)=5, donc lim wu,=5.
X —+oo n—>+o
~3x%+2x+4
b) u, =f(n) avec fix— —/—————;
n=1) 2(x+1)%
or lim fix)= , donc lim un:—é.
X =400 n—+oo 2
WM 2) 4, = f(n) avecf:leox_g’;
2
x“+1
or lim fix)=0, donc lim u,=0.
X 4o n—>+ o0
2x2-1
b) u, = f(n) avecf:xlﬁm;
or lim fix)=+c, donc lim u,=+oco.

X — + oo n— + o

(15 ] Corrigé dans le manuel.

KM a) o, =f(v,) avec v _nm+l et f:x+—>sinx.
n n o 2n+1
_ ) mx+1
v,=g(n) avec g:x— TS or 1_1>rr:wg(x)—
donc lim v,=5;lim fay=1,donc lim u,=1.
n— + oo 2 T n— + oo
X‘)E
b)u, =f(v,) avec v, = Znn et f:x—>cosx.
n n n3p+1
. 2nx __
v,=g(n) avec §ix—>F—— jor l_1>r£1mg(x)
. T . 2r
donc lim == lim =COS= = ,donc:
Jm vy =3 i fw)=coszm=-3
x> =
3
. 1
Im u,=—=.
s 400 2
BEAa) lim ¢'-7=0. b) lim 1n(1+1)=0.
n— + oo n— + o0 n

e"-1 1 e "1 1
EER ) im =-.b) lim ———=—_=,
no+w2e" 13 2 Tnotwey3 3

EEN:) 1im e 7=0. b)

n—+oo

lim In(2+e ") =In2.

n—+oo
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A/ﬁ(1+Ln)_ 1+%

() e

lim 1 =0et lim l: 0, donc le numérateur a
n%+oo,\/;l n— -+l

i), - , (n20);

pour limite 1 en + o et le dénominateur + o et
lim u,=0.

n—+oo
nﬁa(ni) 1+ L

b) n =0, un:—n=«/;l><—A/;l§
1 2 1+g
n +E n
. 1 .2 .
lim —=0et lim ==0,donc lim u,=+co.
n%+oo,\/;l n—+ewh n—+oo

&M ) Nous sommes en présence de la forme indé-
terminée « oo X0 ».

kAt

u, =n=x
2+ 1 +.2
n
1
/2 + + ﬁ 2 + + ﬁ
Comme lim = =0, le dénominateur a pour limite
n—+owl

Zﬁ et

lim u,=+0c0.
n— + oo

(N2n% =5 - .2n)(N2n* -5 + /2n)
2n% -5+ .2n

. R
A/2n2—5+nﬁ

2n? -5 =f(v,) avec v, =2n2-5 et f:x— Jx .

b)u, =

n

Donc lim 2n%-5=+o.

n—+oo

lim nJ/2=+o , le dénominateur
n—+oo

Comme, de plus,

a pour limite +o et lim u,=0.
n—+oo
B, -— " (fivi-a])
Jn+2)(n+1)
n 1
= X
i +3n+2 An+2+4n+1
1 1 .
A/1+:5+2 Jn+2+Jn+1
no ;2
lim u,=0.
n—+oo

96

b) u, = -1 et

Jn2+5Gn+ Jon?+1)

n2(1+l2) 1+l
Exl. ., - m L =nx

n )
1 1
n(1+ﬁ) 1+n

lim u,=0.
n—+oo

donc lim u,=+co.

n— +eo
1
1+ =
n2

n >
1+l

donc lim v,=1.

n—+oo0

o1 = %=1—%,donc lim 7,=0.

_1 n n — + oo

n+1

. 3n?-4 . 3n?
lim = lim —=+4+o0.
N+ N+1 n—+o0 N

:3n2—4

n2+n

, donc lim v,=3.

n—>+oo

3n*-4-3n>-3_ -7
n+1 n+1

w, =u,—3n=

n n ?

donc lim w,=0.

n—+oo

A 1. Récurrence immédiate.
1 1 1+u, 1

_Vn: e _—:1

Upe1 Uy uy, uy,

2.a) v

n+1

Lasuite (v,) est arithmétique de raison 1.

1 3

1
b)Vn:—+n u— m

3 1

3°
3 .
1+3x°

lim u,=0.
n—+oo

3.u,=f(n) avec f: x>

lim fix) =0 donc

X +oo

Eal.a)v“l:% u, 2+3—%u +1_%

(v,) est géométrique de raison % .

1Y 2 2
b)vn:6x(§) = F

PV S



1 n+1
1-(3)

1.
2.2)S, = 6% - =9(1_37+_1),
3
, 1
Snzsn—3(n+1):9(1—ﬁ)—3n _3,

b) lim S,=9 et

n—+oo

lim S, =—oo.
n—+oo

a) On ne s’intéresse au comportement des suites
(u,) et (v,) que pour les « grandes » valeurs de n
(vers + o). L’inégalité peut ne pas étre vérifiée pour
un nombre fini d’indice.

b) u,-ll<sv,ol-v,<u,<{+v,

¢) Posons, pour tout entiern, € —v, =w, et +v, =1,.
Par hypothese, pour tout n supérieur a un certain

entier m, w, <v, <t,. De plus,comme lim v,=0,
. . n — + oo
lim w,= lim ¢, =¢.
n—+oo n—+ oo
Le théoréme 4 permet de conclure : lim u, =¢.
n—+oo

3. Suites monotones et convergence

25 M) vE y=x
1 y=—1§x+ 3
—Bugup ur o)/ ug .
! ] X
-6
(u,,) semble décroissante et de limite — 6.
b) 14y Y =X
U4 O Uo up _
] 'i X
==X
=72

(u,,) semble ni croissante, ni décroissante. ((u,,,)
décroit et (u,,, , ;) croit...) (u,) semble converger

. . 1
vers 0. ((u,,) est une suite géométrique de raison — 5 J)

) yA

_\m
L

O1Uo U+ us us X

(u,,) semble croissante et de limite + oo . ((u,,) est une
suite arithmétique de raison 2 .)

| 29 B us =4,6 ; donc 0 n’est pas un majorant.

e D’autre part, %) >0, donc u, <5, etlesréels 5 et
n

6 sont des majorants de (u,,).

® 19000 =~ 13—(_)8 =5-10"7=4,9999999;
01,4,999 999 9 > 4,999 99 | donc 4,999 99 n’est pas un
majorant de (u,)).

Corrigé dans le manuel.

1. a) Quel que soit le réel A, il existe un terme
de la suite supérieur a A 1 u, > A.

b) Quel que soit le réel A, JA ; + o[ contient tous les
termes de la suite a partir de I'indice n.

2. La suite étant non minorée, quel que soit le réel B,
il existe un terme de la suite inférieur a B. La suite
étant de plus décroissante, I’intervalle |- ; B[ con-
tient tous les termes de la suite a partir de I'indice » :
la suite a pour limite — co.

1. Pour toutn >0, u

n+1

—unzln(l+ﬁ]>0.

3.4 n+1
Z.a)un—ln(2x§x§x...x7) —In(n + 1),
lim u, =+ oo
X =+ oo

Corrigé dans le manuel.
1

1
1+—=
e
1+l>1<:> 1

l1+=>1e0<u,<1.
n? n? "

La suite (u,,) est bornée (par O et 1).

XM a) 1, =0 et,sinz0, u,=

i

2

n“+1

b) Pour toutn, u, =0 et u, = |1- <1: (u,)

est bornée (par O et 1).
¢) Pour toutn, u, <0.

-2 2
Pourtoutn, 2n+3 > .3 & —— >- = :(u,)
JSn3 BT

2
est bornée ( ar — — et O).
A

a) Pour tout n, 2"=1, donc la suite est
minorée ; mais, et c’est une propriété sur R, pour tout
M >0, il existe n tel que 2" >M: la suite n’est pas
majorée.

b) n./3 =2 >n pour n =3, donc (1, n’est pas majo-
rée, et u, =-2 donc (u,) est minorée.
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¢) Pourtoutn, u,=-1 etpour n =1,u, = n2, donc
(u,,) est minorée mais non majorée.

36 PPk

n+1
la suite (u,,) est minorée mais non majorée.

et n? sont positifs, donc u, =n?>=0;

b) u, =-1,donc (u,) est minorée par—1;u, =n-1
donc (u,,) est non majorée.

¢) * Si n est pair, u, = n?, donc la suite n’est pas
majorée.

* Sin estimpair, u, =—n?, quitend vers — o lorsque

ntend vers + oo, donc la suite n’est pas minorée.

1. Pour tout n,
L
~ 3’”1_31 1.3
=1 73 "n+1) 2"
1-= 3
3
2.P0urt0utn,un+1—un:3%>0.

3. Théoreme 7 : toute suite croissante et majorée est

convergente. Comme lim —— =0, il en résulte

X+ 13

lim u, = 3
x>+ T2 ’

La fonction f: x — x2 — 5x + 6 est croissante sur
[4; + o[ et donc, pour tout n = 4, n? —5n + 6 = f(4) = 2.

Il en résulte, pour tout n =4, u, < % .

4. Suites adjacentes

Corrigé dans le manuel.

1
X B.y -1-- doncu,, —u,=-- >0 :
n

la suite (u,,) est croissante.

-V 1 1 <0:lasuite (v,) est décrois-

1 =
T (e 1)? K2

o 11
vn—un—’?+’—1 et

(u,,) et (v,) sont adjacentes.

lim (v,—u,)=0 :les suites
n—>+oo

IZ5M a) La fonction fdéfinie sur R* par f(x) = 2xx++ 13

est strictement décroissante (f “(x) = _—12) :la
(x+1)

suite (u,,) est décroissante. 5

La fonction g définie sur R* par g(x) = X =2 eststric-

+1
) :la suite (v,,) est

tement croissante (g'(x) = 5

(x+1)
croissante.

98

Pour tout n,

u,—v,= etdonc lim (u,-v,) =0,

1 n—+oo

les deux suites sont bien adjacentes.

b) La suite (v,,) n’étant pas monotone, les deux suites

ne peuvent étre adjacentes.

1 1 1
2 R o A n+2
1 1 1
“n+l n+2 7 2n
I S B
2n+1 2n+2 n+1

L1 .
S 2n+1 2n+2 ’
la suite (u,,) est croissante.
1 1

-V, =uU +— —u,— -
n+1 n n+1 n+1 nT oy

D S S -3n-2 <0-
"2n+1 2n+2 n nn+1)Q2n+2) ’
la suite (v,,) est décroissante.

ey

Ovn—un:% et lim %:O,donclessuites(un)et
n—+oo

(v,,) sont adjacentes.

.u””_u”zzin_;lq:_ZLn <0 : lasuite (u,,)

est décroissante.

T SR SR
ntlT T vl 2n+2 n+1l
1 1

=——-——>0;
2n+1 2n+2
la suite (v,,) est croissante.

11 1 . 1 .
VU= 5= 5 ornliniw > =0:les deux
suites (u,,) et (v,,) sont adjacentes.

EX8.. -u, - S >0 : la suite (u,) est

2
croissante. (n+1)
v v w1 _ =1 .
V1= Vn= Uy 1~ Uy, m—’;_n(n+1)2 :

la suite (v,,) est décroissante.

1 .
*v,—u,=—-,donc lim
n
n—+oo

(v,,—u,) =0 : les suites

(u,,) et (v,) sont adjacentes.

IEEM 1. La propriété est vraie au rang 0.
Supposons la vraie au rang 7 :
u,slsv, o3u,+1<4<3v,+1

S Uy <1 $Vn+l:
la propriété est vraie pour tout .

1-u,
2. Pour toutn, u, . | —u, = 7}

= 0 : la suite (u,)

est croissante.



1-v

Pour toutn, v, . ;-v, = T” < 0:la suite (v,) est

décroissante.

Pour tout n, v, , { — u u,). Par une

n+17=

3
Z(Vn -

3 n
récurrence « immédiate », v, — u, = (Z) (vo—ug) et

3 n
donc0=(v,-u,) < 2(4_1) .

Apprendre a chercher (page 180)

XA Etudes d'une suite u,, | = f(u,)

Les outils :

o Théoreme de Pythagore.

o Etude d’une fonction irrationnelle.

Les objectifs :

 Savoir résoudre une équation irrationnelle.

o Savoir utiliser I'égalité f(€) = € pour une fonction continue 7.
1. a) Par hypothese, le procédé peut se poursuivre
indéfiniement, donc €, >1. De plus, €, , | estins-
critdans 6, , donc €, | <¢,.
b) Une suite décroissante et minorée est convergente
(théoréme 7).
¢) On applique le théoréme de Pythagore.
Dans le triangle A, , {B,,B,, , | rectangleen B, :

€2, = (6,-1)2+1 soit 4, 4= [J1+(€,~1)° .
2.a) f(x) = m .

b) f étant continue, € vérifie I'égalité f(€) =< .
C’est donc une solution de I’équation

x= A1+ (x—1)?%, lasuite étant minorée par 1, ¢ = 1.

¢)DansR*, x=.J1+(x-1)? © x2=1+(x-1)2

< 0=2-2x © x=1,donc lim ¢, =1.
n—+oo

Etudes d’une suite u, , | = f(u,)
Les outils :

o Démonstration par récurrence.
 Suites adjacentes.

Les objectifs :
« Savoir montrer que deux suites sont adjacentes.
1 a)ul—% ;vi=2; u2:17—2 ; vzzg ;
. 168 97
3797 0 3756
b) 3
] 2 . 2 3
UIO UI1 UQHVQ VI1 VIO

n
Comme lim (%) = 0, le théoreme 4 nous permet
n—+e\4

lim (v,-u,)=0etles suites (u,) et
n—+ oo

(v,) sont adjacentes. Elles convergent vers la méme

de conclure :

limite €. De 0 < 1-u, < u, —v, on déduit que la limite
Cestl.

2. a) Par hypotheése, i et v, sont strictement positifs :
la proposition P est vraie. Supposons P, vraie et étu-
dions le signe de u,, , ;etde v, ;.
u,v,>0etu,+v,>0,donc u,, >0etv,, ;>0.
Pour toutn, u,>0 et v,>0.

2u,v, u,+v,

b)u, v = — =u,v,.
) n+1"n+1 u,+v, 2 n'n

Et ceci quel que soit n, donc, de proche en proche,
Up 11Vn+1 = UpVp = UV = ab .

C2u,v, —u,(u,+v,) (v, —u,)

Joeu, 1 —u,= ;
N n+1 n ’
u,+v, u,+v,
u,+v,-2v, u,-v,
*Vni1 ™ Vn= =
2 2
dav, oy, = e B
* n+ n+
2 u,+v,
2
—M =
2(u, +v,)
Donc, pour tout n,
v,—u,=0etu, -u,=0,v, -v,<0;

la suite (u,,) est croissante, (v,,) est décroissante.
5. a) (u,,) étant croissante, u, , | =u, et:

u,+v, 2v, 1

Va1 Tl 1 SV — Uy = =5 = e =5 (v, — ).

b) Aurang 0, vy—u, < —21—0(1)0—140) =Vy—1Up.

P, est vraie. Supposons P,, vraie :
(=) = 3 (g =vy)

Alors v, , 1 — U, 1 =< %(un— v,), d’apres a) ;

1 1
donc Vn+1_un+1$§ XZ_,I(VO_uO)»

1
et Vn+1—”n+1$2—n+1("0—”0)-
P, . estvraie, donc, pour tout 7,

1
—t, = g =)

Yn
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¢) On a montré en 4. a) que v, —u,, était positif pour

. 1
tout entier n,donc 0 <v,—u, < o (vo—uy) -

Or lim + =0, donc lim (v,-
n—>+o QN n—+oo

reme 4) et les suites (u,,) et (v,) sont adjacentes. Elles

u,) = 0 (théo-

convergent donc vers la méme limite €.

Convergence

Corrigé dans le manuel.

. oo 1 1
=N 1. Soit P, la propriété o S Y
1 1 1 1 1 1
Pl.ﬁ—l,F 20 1 1 donc 1— F,
P, est vraie. Supposons P, vraie.
Alors 1 __1 L= 1 1
(n+1)! n! " n+1 2n-1 n+1
or, n+1=2, donc:
1 1 1 1 1 1
— <= T S=—.
< TSz Gen 1527
La propriété ’% = % est vraie pour tout n.
1.1 1 1_5171
2.unsl+—O+—1+~-+2n_1=1+1 T°
2
soit u, <1+2(1——21—)<3
La suite (u,,) est majorée par 3.
1 . .
3.u, +1—un:(~m > 0, la suite (u,,) est croissante.
Etant majorée, elle converge.
R, -u,- 1 5 >0 : lasuite (u,) est
croissante. (n+1)
2.a)u =1 $2—% : P, est vraie. Supposons P, vraie.
1 1
Alors u, <2-- © u,+=- <2.
n n
u +——~1—-—:u + 1 +—-1-=u + n+2
T (4 1)? 1 (n+1)?
or n+22 <1 car (n+2)n<(n+1)>2.
(n+1)- n
Donc u +Lsu +1s2et
n+1 7 n
U, 12— —~1~T P, . estvraie.

100

d) Le produit u,v, converge donc vers €2 .
Or, pour tout n, u, v, =ab donc

€2=qgb.

De plus, les suites (u,,) et (v,) sont a termes stricte-
ment positifs (question 2. b), donc

¢=.Jab .

b) Pour tout # non nul, u, <2- % : la suite (u,,) est

majorée par 2. Etant croissante, elle converge
(théoréme 7).

IS ® - Montrons par récurrence que :
n
O<u,— = @ (g—0).

Par hypothese, pour toutn, 0 <u, , - € < % (u,-1),

= % (g 0) .
La propriété P, est vraie. Supposons-la vraie au rang .

n+1
Alors 0<u,, —€< %(un—f) < @ (g — ©).

La propriété P, _ ; est vraie, donc, pout tout entier n,

0<u —€<( ) (1-10).

doncpour n=0, 0 <u; -

Or lim

n
(Z) =0 (suite géométrique de raison z et
n—+\3 3

—1<§<1),d0nc lim (u,-€)=0et lim

n— + oo n— + oo

u,="*.
cu,e €-10"3;¢+1073 © |u,—€|<1073.
Par hypothese, 0<1-€ et {>0,donc 0<1-€<1.

N
11 suffit donc de prendre N tel que @) <10-3.

A la calculatrice, N=18.

(52 I _ap+1)+b(2p-1)
M= T @y hap+ 1)

donc 2(a+b)p + (a—b)=1 quel que soit p .

Donc a+b=0 (:)a:1 etb:—l.
a-b:l 2 2

1 1y, (1 1y, (1 1
25,=(~3-3)+(3-5)* (6 10)*
( 1 1)
+ e m—
dn-2 4n+2)
lim S, =-

1
n—+oo 2



M 1. a) Récurrence : u, < 4
Supposons u,, < 4, alors 3u, +4<16etu, , <4.
La suite (u,,) est majorée par 4.

2
3u,+4-u,

[Bu,+4+u,
signe de — u,” + 3u,, + 4.

Or-u,?+3u,+4=(+u,) (4-u,)>0sur|-1;4[.
Comme pour toutn, u, € [0;4[, u, , ;—u,>0:lasuite
(u,,) est strictement croissante.

¢) Croissante et majorée, la suite (u,) converge
(théoréme 7) vers un réel ¢.

La fonction f= x — ./3x + 4 est continue sur [0 ; 4].
Donc ¢ = f(€) soit — €2 + 3¢ + 4 = 0 qui admet une

seule solution positive 4.
2. a) Pour tout x de [0; 4], f(x) € [0; 4]

bu,, -u,=,3u,+4 —u, = du

n+1

2
4-f(x)< %(4—x)<:>f(x)>2+%c o 2x) = (2+’§‘)

2 & x < 4, donc pour tout entier naturel #,

Sdx=x
ona:d-u, | < %(4—un).

1 1
n+1(4_u0): 2n—1’

1

n+1°

& — =
b) Par récurrence, 4 —u,, | < >

donc, pour tout entier naturel n,0 <[4 —u,, | <

1,

Comme lim
2n +1

n—>+oo

¢) D’apres ce qui précede, pour tout entier naturel 7,
2 2

0<n?(4-u)< - Posonsw, =

=n u,) = 2}’1 - n=

lim u, =4 (théoréme ).
n—>+oo

n-2"

2

lnwn:ZInn—nln2+21n2:n(21£n’1—1n2)+21n2.

Comme lim Inn =0,

n—+w N
lim Inw,=—-cet lim v,=0.
n—> + oo n— + o
° a b c
ou,=-+—

_nz(a+b+c)+n(3a+2b+c)+2a

nn+1)(n+2)
pour toutn =1.
1
a+ b+c=0 a=5
Donc <34+2b+c¢=0 soit <h=-1
2a =1 _1
‘72
1 1 1
17372 %%
NE
4 3 °8
NESIE A
6 4 10

+ 1 —1+ 1
2n-2 n 2n+2
+—1— 1 + 1
2n n+l 2n+4
1 1 1 1
Dones, = 2+ 5 nvitansa st
) 1
Iim S, =-.
nos+e 4

1 . .
| 55 R Uy 1= Uy = >0:lasuite (u,) est crois-

+1
sante.
1 1 1 1 1
— = JES— e —_ = —_—=
Zea) gy —ly = Smg R o ey S XS5
3.2 .
3. u21=u2=§>§ : Py est vraie.

. n
Supposons P, vraie : Uy = 5 Alors :

uz"” =u2,,+1 _uz” + uz,1 = Uy —UNF uz,, avecN =27,

D’aprés la question 2. et ’hypothese de récurrence :

1 n_n+1

u = -+ ==
2n +1 2 2 2
P, ., estvraie. Donc, pour tout n =1, U =
4. La suite (u,,) est croissante non majorée, donc :

[NSTIN

lim wu,=+co.
n—+oo

| 56 MK vn+1=1n[eju7”] —2=1+%lnun—2= %vn.

Donc la suite (v,,) est une suite géométrique de pre-

. o1
mier terme v, =1 et de raison 5

200, = — iInu, =2+ —.
2 2
lim v,=0.
n—+oo

3.a)

b) lim (Inu,)=2,donc lim u,=e%
n—+oo n—>+oo

IS A.1.a) ¢ lim f(x) =+; lim f(x)=+oo.
x—1 X —> 400

, Inx -1
)= =
(Inx)
X 0 e + oo
f'(x) 0+

f +°°\

2. Pour x > e, f(x) > e.

e/v+t><>

B.1.u,,, = f(u,) et I'image par f de lintervalle
Je;+oof est e ; + .

uy=a> e estvrai;siu, >e,alors f(u,) >e,u, |>e.
Donc pour toutn = 0, u,, > e.
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n

2.u, 1 —U,=———1U
n+l="n Inu, " Inu,

Inu,>1etl-Inu, <0, doncla suite est décroissante.

u u,(1-Inu,)
=———oruy,>e,donc

3. La suite (u,,) est décroissante et minorée, donc con-
vergente vers € > 0. De la continuité de f, on déduit
que f(€)=€ouf(l-1In¢)=0,donc ¢ =e.

Etude de limites par comparaison

Corrigé dans le manuel.

cosn
2+
n
=0 a) Pour 2 #0, u, = —
sinn
54228
n
-1 cosn 1 1 sinn 1
oo — = —— < -, - - =< — =< -, donc
n n n n n n
Lo . cosn sinn
(théoréme 5) lim =0et lim —— =0.1len
n—+e N n—+o
. . 2
résulte lim u,=Z.
5
n—+co

b) 2 +cosn=1,doncu, =net
réeme 5).

lim u, =+ (théo-
n—+oo
2 2
2n < 2n°+2
n’+1 n’+1
suite (v,) est bornée par O et 2.

K&l 1. Pour tout n, 0 < =2; la

2. Pour tout n, 0 X 1 <u,<2x l,
2" 2"
1

ito<u, <
soit 0 < u,, Y.

Or lim . 0, donc (théoréme 5)

lim wu,=0.
n—stoe=1 "

n—+oo

Corrigé dans le manuel.

A ® pour n=1,

1 1 1
> >..>

n?+2

n?+1

n 1
doncO<u, < =

n+1 _n_,_l‘

Puisque lim T
nodee 2

n

KER® 1. Pour n=1,

/\/m_/\/ﬁ :(A/I’l+1—/\/ﬁ)(/\/n+1+,\/;l)

Jn+1+.Jn
1

_A/n+1+ﬁ’

=0, (théoréme 5) lim u,=0.

n—+oo
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or2Jn+1>Jn+1+.Jn>2J/n>0,
1 1
<n+l1-Jn<—.
2Jn+1 2./n
2. lim 1 = lim L:
no+o2. /n+1 no+e J;l

donc (théoreme 5) lim u,=0.
n—+oo

3.A/;1Xwn=u1+u2+...+un:A/n+1—1.
wo=n 2l L o im w1
Jﬁ n ,\/ﬁ n—+oo

KA ° 1. Pour tout n, un+1=uﬁ+1>1>0.

2
2‘un+l

est toujours strictement positif (A <0, a > 0) ; donc,
pour tout n, u u, >0 : lasuite (u,) est stricte-

donc

0,

—un:ufl—un+1. Or le trindme x“-x +1

n+1—
ment croissante.

3.140:0, ulzl, u2=2, u3:5, u4:26.
Or 26 >2%=16 donc la propriété est vraie au rang 4.
Supposons-la vraie aurang n >4, u, =2". Alors:

U, =ui+1=@2m2+1=22141;

1

2n+1

1
2n+1

or, 22"+1:2”+1(2”_1+ ) et,pour n =4,

2ty >1;

donc u,,,>2"*1: pourtout n=4, u, =2".

4. lim 2"=+ oo, donc (théoréme5) lim
N — + oo n—>+ o0

Uy, =+ oo.

| 65 I a) Pour tout réel x > 0,

1 1 1
f)=- . -
: (D)’ XEHD y(x g1y’

> 0.

f est strictement croissante et lim f(x) =0 : pour

X = +o0

1
toutréelx >0, f(x) <Oet 71 < ln()%l) )

b) Pour tout x > 0, ln()il)<——1:1.
X X

n+1 n+2 2n
Z.a)un$ lnT+lnm+...+ln2n_1

sl+L+...+ 1 =u +——l

n n+l 2n—-1 " 2n’

n+l n+2 2n 1
etunsln(Txe...xzn_JSurﬁﬂ.

b) Il en résulte, pour tout entier non nul »,

un$ln2sun+% soit:an—% <u,<In2etle

théoreme d’encadrement nous permet de conclure :

lim u,=1In2.
n—+oo



K 1.a) La propriété est vraie pour n = k.
Supposons qu’elle soit vraie au rang n > k

kn +1 kn k kn

m:me<m cark<n+1.
n n k
x _k x\" x\'_k
= 2l = |zZ -
b) n!x(kj (k) &
X . x\"*
¢) Comme 0 < =<1, lim (—) = 0 et, (théoréme
k n—+eo \K
xn
d’encadrement) lim = =0.
n—+o N.
"l on n n_n
2.a) py =ﬁxmx...xixi produit dont tous

les facteurs sont supérieurs ou égaux a 1.

nn nn—l
b) —=nx
n!

S

. n
=n,donc lim — =+eo
n—s+o N

Suites du typeu,,;=au, +b

KA1y, =20, 1+3
2 2 2
:§L£n+2=§(u”+3)=§1/n;

la suite (v,) est géométrique de raison % et de pre-

mier terme vo=uy+3=1.

2= (2) = (2) 3.

n
3. lim @) =0car-1< % <1 (théoréme 1), donc
n—+ oo
lim wu,=-3.

n—+oo0

4. a)Snz@)0—3+@)1—3+---+@)n—3

2 n+1
1-(3)
2

1_%
3

-3+ +3(1-(3)").
b) lim lim -3(n+1)=-co,

2 n+1
(§) =0 et
n— + oo n— + oo

=-3(n+1)+

donc lim S, =-oo.
n—+o
ml.u():l;ul:();uz:—% ;U3:—‘§‘- ;U4:—§ .
un_l 1
2.a)vn+1:———2—— —oczz(un—l—Z(x), donc « (v,))

est géométrique » équivauta a=1+2q, soit o=—1.

b) v v, avec v, =u, +1.

n+1:§ n

1Y 1y
Donc vy=1 et V":(Z) , ”n:—1+(§) .

)
()

n
la suite (u,,) est décroissante. De plus, lim (1) =0,
n—+o00\2

donc la suite (u,,) converge vers 1 .

Remarque : On aurait pu montrer que (u,) était minorée par
— 1... De plus, le calcul des cing premiers termes permet de

2" _A 1
==1+—.
2" on

conjecturer que u, = -

La démonstration par récurrence ne pose pas de probleme.
1
du,cl-1-104;-1+10 Y[ & o <104

21> 104
or 213=8192, donc u,e ]-1-10"%;-1+10"%] a
partirde n=14.

6O | I R S

n+1= Uy 3
1 «
=2(u-5-5)
=2v,=2(u,-o),
donc « (v,) géométrique » équivaut a o = % + % ,
soit o = 1
3

2. (v,)) estune suite géométrique de raison 2> 1, donc
la suite ne converge pas.

1 5
3.v0:u0—§:§ donc vn:§><2”.
s —§><20+§><21+~-+§><2"—§><1_2n+l
"3 3 3 37 1-2
_§ n+1_
_3(2 1).

1
4.u,=v,+ = , donc

3
B 1 _n+1 5 jn+1
Sn—sn+(n+1)><§— 3 +3(2 1).

au,+b

Suites du type u = 0 -
YPeUn1= 0 +d

l.SOit Pn:« un>1».

uy=3>1. Pyestvraie. Supposons P, vraie.
4-

n+1~=
u, +1

Alors u >4-3=1 donc, pour tout n,

: s
u,>1, ce qui assure I'existence de u,, ;.
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du, -2

u,+1 7 2u,-4 9
2V T =5 T3 3 30

u,+1

la suite (v,)) est géométrique.

Sa raison est % et—-1< 2

3 3<1, doncngrr:mvn:O.
3. Comme pour tout n, v, # 1,
v,—2
v,(u,-1)=u,-2 & u,= T
donc lim u,=2.
n— + oo
Corrigé dans le manuel.
EZE® 1.2) eth)
YA
y=x
_x-8
1 Y =ox-9
B CHm X"

La suite (u,,) semble converger vers 1.
2.P,: «u,<1»
uy=-3 <1 donc P, est vraie. Supposons P, vraie .

7 1
l/ln<1 (== 18—4L£n>14<:>m <§

n

<u, <1

Donc, pour tout entier n, u, <1.
u,-8-2u’+9%, 2u>-10u,+8
_u = -
nl T 2u,-9 9-2u,

L’étude de la fonction f: x —> 2x2—10x + 8 sur |—oo; 1]
montre que f(x) >0. Deplus, 9-2u, >0 d’apres 2.

3.u

Donc, pour tout n, u —u; >0 et lasuite (u,)

est croissante. Etant majorée par 1, elle converge
(théoréeme 7).

n+1

u, -8 u,—1 v,
4-Vn+1=1— 31, 9 2u ko 2 or, u, <1,
donc 1 1etv est positif. Il en résulte que pour
9_2u 7 P quep

n

. Une récurrence immédiate

toutn,0<vn+1<%vn

104

nous donne 0 <v, < lvO:i.Or lim 4 =0,
7}’!

7" n—+o']
donc (théoréeme 5) lim v,=0.
n—+ oo
5. Pour toutn, u,=1-v, , donc:
lim wu,=1- lim v,=1.
n—+oo n—+oo

6.1,>09 < v,<0,01.

' . 4 1 .
I suffit donc de choisir N tel que N <109 soit

7N>400; 73=343, 74=2401 donc N=3.

&R 1. Soit P, la propriété : «u, >0 ».
3

cup=5 >0 : P, est vraie.

¢ Supposons P, vraie. Alors u,, , | = % (“n + 2) >0,

n
donc P, , | est vraie et pour toutn =1, u, >0.

2.Pourn =1,

_ A=l (u +2—)_ﬁ:1£ufl—2ﬁun+2]

n n

\S]

-2
2w,

n

>0.

Donc, pour toutn =1, u, , ;> 2 .

Comme u; > ﬁ,pourtoutn?l, u,> J2

1 1 1 2\ 2 1
- un—ﬁ)+ﬁ—-ﬁ—§(un+—)_“_

Upi1~ "[2

D’apres la question précédente, pour toutn =1,

L 1 f2< a—A2) .

— —-— <0 donc u, ,
w, 2

1
2n—1

Soit p,, la propriété « u, — 42 <

» .

1 .
cu <l= 20 donc p, est vraie.

¢ Supposons p,, vraie.
D’apres le résultat précédent :

u,, -2 < %(u
donc p, , { est vraie et, pour toutn =1,
B
4. Il résulte de 2. et 3. que pour toutn =1,

1
—f2<2—n.




Puisque lim 1 =0,
n

n—+o0?)
lim (u,-+2)=0et lLim u,=.2.
n—+oo n—+oo
Suites adjacentes
Corrigé dans le manuel.
e, | —u,-= 1 >0, donc (u,) est
. n " (n+1)! "
croissante.
1 1 2 1
R R N s ST Rl Sy )
_2-n-1_-n+1 _
(n+1)! (n+1)! ’
(v,,) est décroissante.
1 . 1
$Vp—Uy = et nl_l)n:w(vn u,) = gn:mﬁ—o;

donc les suites (u,,) et (v,) sont adjacentes.

685 4567 _
2= 505 <2182 vy = 1200 27184,
Donc € =2,718 a10~3 pres par défaut.

3. Supposons € = g avec p et g entiers non nuls.

Alors U, < €< Vg

1
Or g! Vq:q!(uq+a),

donc qluy<p(g-1D!<qlu,+1.

, donc qlu,<p(g-1)!<qlv,.

Les trois nombres ci-dessus sont des entiers naturels :
cette double inégalité est impossible, car il n’y a pas

d’entier entre deux entiers consécutifs. C’est une
contradiction : € n’est pas rationnel.
° 7. 15 . 29 . 59

l.ulzz,vlz—z,u2=—8-,1/2:1—6.

U, 1+v, u,+v, 1
2.a)w,, = 5 ) =§(un+1—“n)

1 Vv,—u

=X
2 2
1 . s
etdoncw, , = 3V La suite (w,) est géométrique de
raison L
i

1\ 1\ -1
b) Pour toutn,w,, = (Z) Wo= (—) et lim w,=0.

4 n—>+ oo
v, —u

n n n
3. Pour tout n, u,, , { —u,, = =% > 0, donc la
suite (u,,) est croissante.
U, , 1—V u,—v
n+1 n n n n
Vis1 = V= ) = ) =—7 < 0, doncla

suite (v,) est décroissante. Comme lim (v,-u,) =0,

n—+oo
les deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

(U, +V
4.a)tn+1=§(%+un+1+vn)
U, +v, u,+v
:%(%Jr%wn):tw

: c L 11
La suite (z,) est constante et égale a 3

11
b) =

>O.

leZA® 1. Pour tout x de [0; 2], f/(x) =
(x+1)

f est donc croissante sur [0;2]: (1) < f(x) < f(2) soit
5 <fly)=
2.

= et f(x) appartient bien a [1 ; 2].

F4 %
Tracg|keGrarh|MathiDraw(Fen|:l

e

MRAIN # RADAUTO FUNC

a) (u,,) semble croissante et convergente et (v,) semble
décroissante et convergente. Elles semblent adjacentes.
b) uy € [1;2]. Supposons que u,, € [1;2] alors, d’apres
la question 1., u,, , ; = f(u,,) € [1 ;2] : pour tout entier
natureln, 1 < u, <2.

u =3 donc u, < u;. Supposons que u, < u, , .
festcroissante sur [1 ; 2] donc f(u,) < f(u, , ;) soit
Uy 11 = Uy 12
Pour tout entier naturel n, u,, < u,, , |, la suite (u,,) est
croissante.
On démontre de méme que :
— pour tout entier natureln,1 <v, <2;
— pour tout entier natureln, v, . | <v,.
¢) Pour tout entier naturel n,

2v,+1 2u,+1

v,+1

_ V= Uy
S+ D, + 1)’
Le dénominateur (v, + 1) (1, + 1) étant toujours stric-
tement positif (et méme supérieur a 4), v, , 1 —u,, , 1
et v, — u, sont de méme signe. Par une récurrence

immeédiate, ils sont du signe de v, — 4. Donc pour tout
entier naturel n,

v —-Uu

n+l1 " Un4+1=

u,+1

1
Vn_unzoetvn+1_un+l< Z(Vn_un)'

d) Il en résulte (récurrence immédiate) que pour tout

n n
entier naturel n, v, —u,, < G) (vo—Up) = G‘) .

n
V,— U, = GJ et

n
lim (1) = 0 : le théoreme d’encadrement nous
no+o \4

permet de conclure que lim
n—>+oo

e) Pour tout entier naturel n, 0 <

(v, —u,) =0.
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Les suites (u,,) et (v,) sont adjacentes : elles conver-
gent vers un méme réel o.

f étant continue, o est solution de I’équation f(x) = x
qui équivaut a x2 — x — 1 = 0 qui admet une unique

1+.5
5

solution dans [1 ; 2], le nombre d’or

IEZAS 1. Notons P, la proposition : «u, >0et v, >0».
suy=a>0 et vy=>b>0 donc P est vraie.

¢ Supposons P, vraie.
u,+v
Alors u, , = Ju,v, >0etv, = %’

P, , | est vraie et pour tout n, u, et v, sont bien stric-

>0, donc

tement positifs.

2

(u,_1+v,_1)
2. (Vn_un)(vn+un): < 4 - —Up_1Vn-1
(un—l_vn—l)
4 0;

donc (v,—u,)(v,+u,) =0,

1 ’ o _ = =
soit,d’apres 1., v, —u, =0 et v, =>u, .
u,+v, -2 /u,v,

2

Ja)v, U, =

_ = )
Gt lra)

iy o )+ iy
2 o

A
R,

b) Notons P, la proposition :

X(v,—u,) <3 (v u,).

l\.)l»—k

«Vp—Uy

1
< —(b-a)».
2n( )

Vo—Ug=b-a= zlo(b—a), donc P est vraie.

On suppose P, vraie. Alors :

1

1 .
Vn+1_un+1$ E(Vn_un)S éxz_n(b_a):Pn+lvrale'

Donc, pour tout n, v, —u, < 21" (b-a).
. . 1

4. lim (v,-u,)= lim [—(b - a)}
n—+oo n—+oe 2N

=0 (théoréme 1).
¢ Tous les termes considérés sont strictement positifs ;

i1 _ oV

Uy fu,

donc étudions <1,car v, =u,

donc u,, , | =u, etlasuite (u,) est croissante.

Lln+Vn u, —v
-V, = -V, =
n+1 n 2 n 2

n
°y <0,caru,<v,;
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donc la suite (v,,) est décroissante et les suites (u,)) et
(v,) sont adjacentes.

1
5.v,—u, < 5;(5—2).

11 suffit d’avoir 3 < L soit 2 >3000.

2" 10°
Or, 21=2048 et 212=4096 , donc vy, —uy, < 1073,
En fait, le calcul de u; et v5 suffit pour affirmer que
€ =37328 4103 pres par défaut.

e .
ECHG 1.2) P, :«u,<v, ».
uy=-1<2=v,.Pyest vraie.
Supposons P, vraie, soit u, <v, . Alors:

Su,+5v,-2u,-8v, 3(u,-v,)
n+1 " Vn+1= 10 = 10 <0,

donc P, | est vraie et, pour tout n, u, <v,, .

u

Vl’l un .
b) e u u, = >0, donc (u,,) est croissante.

n+1~ “n 2

u,—v, .
= <0, donc (v,) est croissante.

v,,) donc, par

> g 3
e Dapres a), u, .1 =V, 1= 10 (u,

. P 3
récurrence immédiate, u, — v, = ( 10 (g —vyp) -

n
Puisque lim (13—0) =0 (théoréme 1),

n—+oo

alors lim (u,

n—+oo
adjacentes.
u, +4v

u, +v
_"n n n _
ne1= "% +a 3 =k(u,+av,),

, 1 1 4a) _
douu(2 5)+v( 5)—kun+kavn.

1 a 1 4a
i §et ak—§+?

—-v,) =0: lessuites (u,) et (v,,) sont

2.5

En identifiant, k = , soit :

3
(:)a—i tk=1oua=-1 etk—ﬁ).

3.Donc s, =u, + 53 Vn=Ug+ §v0=4,

3 n
et tnzun—vn=(m) (y—vy) =

_ 3n+1
10"

et lim u,=
n—+ oo

lim v, =3
n— +oo
Fonctions continues et limites de suites

RN 1.1, = /6 ~2,449; 1, ~2.906; 13 ~2,984 .
2.u,, 1=f(u,) avec fix— J6+x .



Pour tout x, f'(x) = > 0 donc fest strictement

6+x
croissante (ou f est la composée de deux fonctions
croissantes).
Cuy<u;<3.
* Supposons u, <u, <3, alors fétant strictement
croissante f(u,) < f(u,, . 1) <f(3),soitu, . <u,,, <3,
donc pour tout n, u,<u,,,<3 ; lasuite (u,) est
croissante et majorée par 3 : elle converge. Soit € sa
limite.
3. fétant continue sur [0 ; + oo[, € est solution positive
de I’équation f(x) =x, soit J/x+6 =x.
Dans R*, (E) & x+6=x2, quiadeux solutions —2
et 3, donc €=3.

°
BEAMe 1.4 <u,=2. Supposons u, <u, ;<2 et

soit la fonction f:x+— J/2 +x .
1

242 +x
tement croissante sur [ 2 ; + oo .
Donc f(un) <f(un+l) $f(2) > soit Up1<Upy2 = 2’
et ceci est donc vrai pour tout n. La suite (u,) est

Pour toutx>-2, f'(x) = > 0, donc fest stric-

donc croissante et majorée par 2 : elle converge vers ¢
(théoréme 7).

2. f étant continue sur [-2 ; + o[ , £ est solution posi-
tive de I’équation f(x) =x.

Soit /x+2 =x & (dans R*) x +2 =x?> qui admet

deux solutions —1 et 2, donc lim u,=2.

n—+oo

EEN® 1.2) 4= 1>0.
Supposons u,, >0, alors u, =1+ ul >0 donc,

n
pour toutn, u,>0.

byuy =2 done 3 <u; <2.

n=1; supposons% <u,<2. Alors %su—l—nsg
et 1+% $Mn+1$1+§ , soit% $un$§ <2
Donc,pourtoutnzl,% su,<?2.
2.f(x)—f(y):)l—c—§=yx;yx ; pourx?% ety;%:

9 1 4 4
7 » donc o c fC) = fO)I =< 5 lx =yl

3. a) f étant continue et les termes (u,) étant tous

xy =

supérieurs a % , € est solution de I’équation f(x)=x,

soitx=1 +)1c ouencore x2—x—1=0,donc € = #

(c’est le nombre d’or).

b) En utilisant 2., comme € = % :
4 . 4
If(u,) - (O] < §|un—€|,501t|un+1—€|$ §|un—€|.
. 4 n-1
¢) Soit P, : «|un+1—€|S(§) lu; —€]»;

0
lu; — €| < (g) |u; — €] donc P, est vraie.

n-1
Supposons P, vraie : |u, — €| < (g) lu; — €], alors :

4 4y
1~ €1 = 3l €] < (6) luy - €],

donc P, , | est vraie et ainsi, pour tout 7, P,, est vraie.

n
d) lim (ﬂ) =0donc lim |u,-€|=0, etainsi :

n— + oo 9 n—+o0
. 1+./5
| =—.
node M2
EEE® A.1.2)f/(x)=1x% xe; etf”(x) = 1%( e
b) X |—oo 1 + oo
f” + 0 -
1
1+ —
f, o +4e \ 1

¢) Sur |- oo ; 1], f’ est continue, strictement croissante
1 . .,

etOe J —oo; 1+ 4_<J :’équation f’(x) = 0 a une solu-

tion unique o dans R. oo = —1,20.

2. a) f est décroissante sur |- e ; 0 et croissante sur

o + o[

by lim [f(x)—x]= lim [_1(x+1)e*"}=o:1a
X = 400 xo+e L 4

droite A d’équation y = x est asymptote a C.
Six<-1,Cestau-dessusde Aetsix>—-1, Cesten
dessous de A.

c)

B. 1. La suite (1,) semble décroissante et convergente
vers — 1.
2. a) Démontrons par récurrence que pour toutn =1,
-1<u,<0.

1 .y .
w==7t la propriété est vraie au rang 1.
Supposons la vraie au rang n.
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fétant croissante sur [- 1 ; + o[, f(- 1) <u, , 1 <f(0),

soit—1<u,, 1 <- % et la propriété est vraie pour tout 7.

b)u, . —u,=- %(un + l)eu" < 0 : la suite (u,) est

décroissante. Etant minorée par — 1, elle est conver-
gente. 1 .
3.a)0<un+1+1=un—z(un+1)e "+1

=@n+n(1__LJ.
4e"

Comme u,, <0, >letun+1+1S§(un+1).

n

e
b) uy=- }1 soit 0 < uy + 1 <1 :la propriété est vraie
au rang 0. Supposons la vraie au rang n.

Draprésa),0<u, , +1< % (1, + 1) et donc d’apres

3\ +1
I’hypothese de récurrence, 0 < u, , ;+1= (4_1) )

n+1
Comme lim (é) =0, le théoréme 4 nous permet

n—+oo \4
de conclure que lim =-1.
n—>+ oo
° , 2x(x-1)
KX e 1. Pour tout x = 1, f/(x) = ——— =0.fest
2x-1)

50
x=1,f(x)=1.

2.a) uj > 1. Supposons u,, > 1, alors u,, , | = f(u,) > 1,
donc pour tout entier n, u,, > 1, v, existe et est stricte-
ment positif, donc w, existe.

un+1_1:1n(un_l)2 —ow
Upi1

n+ u

croissante sur }1 s+ e{ et f(1) = 1 donc pour tout

b)Wn+1:1n ne

n

1 .
c)wy=1In 5 et pour tout entier naturel n,

1
Wn = ln (i) .

e
Il en résulte que v, = (i) .
1 1

u, = =

n 1_vn 1_(1)271.
3
1\
lim (-) ~0, lim u,=1.
n—+ o0 \2 n—+ oo

| 85 HEN (u,,) semble décroissante et convergente
vers{ e |-2;-15].

2.a)u, —u,=f(u,)-u,

f(uy) —ug=-1, donc u; < u,.

Supposons u,, , | < u,,. fétant croissante, f(u,, . 1) < f(u,)
soitu, , , < u, , . La propriété est vraie pour tout n :

la suite (u,,) est décroissante.
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Comme

b) Pour tout réel x, f(x) = -2, donc pour tout n, u,, = —2.
uy = 0 et la suite est décroissante, donc pour tout #,
u, < 0. Décroissante et minorée, la suite est conver-
gente.
3.a) ¢'(x) =e* —1: @ est décroissante sur |- o ; 0,
croissante sur 0 ; + oof.
¢ atteint son minimum en 0 : @(0) = - 1.

lim @(x)= lim @(x)=+occ.
X =+ X —> 4o
Sur -0 ; 0], ¢ est strictement décroissante et conti-
nue ;0 e ]-1;+ o : Péquation @(x) = 0 admet une
unique solution. Méme raisonnement sur 0 ; + oo[.
Les équations ¢(x) = 0 et f(x) = x étant équivalentes,
cette derniere admet deux solutions et deux seule-

ment dans R.
b)-185<¢<-1,84.

X

mzl.un+1=f(un) avec f:x+— 5 -
2+x

f est continue sur R donc si (u,) converge, sa limite ,
est solution de I’équation f(x)=x, soit :

e s5=x @ x(1-2-x%)=0 & x(1+x?)=0.
2+x
La seule limite possible est donc 0 .
2 1 ‘un‘

2.2 +u,>2, donc i <3 et |u, < - -

. [
3. Montrons par récurrence que |u, | < — .

2}1
L

*u| = - d’apres 2.

_ |10
* Supposons |u,| < o

al _ 1 ol _ ol
Alors |u,, 4| < 5 S35 X% 7 = YEY , donc pour
[
toutn, |u,|< — .
2)1
. . 1 .
Puisque lim —=0, lim u,=0.
n—+o0 QN n—+oo

4.u,,, et u, sont de méme signe par définition,
donc (récurrence immédiate), du signe de i, .

2
oy, _—un(1+un) d
Uy 1~ Uy = z_u - 4 2 oncu, . 1—u,
2+ u, 2+uy,

est du signe de —u, , c’est-a-dire du signe de —uy .

Si ug >0, lasuite est décroissante.
Si uy <0, lasuite est croissante.

Si uy=0, lasuite est constante (égale a 0).

IEZAS A. La fonction f définie sur [0 ; + o par
2

f)=x- % —In(1 + x) est dérivable et pour tout x = 0.

2
4 __x < . o
f(x)——~—1+x<Osur[O.+ [



f est décroissante et f(0) = 0 donc pour tout x = 0,
2

f(x) <0, soit x — % <In(1 + x).

La fonction g définie sur [0 ; + o[ par g(x) =In(1 + x) —x

est dérivable et pour tout x = 0. g'(x) = %c < sur

[0+ o]

g est décroissante et g(0) = 0 donc pour tout x = 0,

g(x) <0,soit In(1 +x) < x.

B.1lu = % > 0 :la propriété est vraie au rang 1.

Supposons la vraie au rang n : u,, > 0. Alors comme

A . .
est strictement positif,

pour tout # le facteur (1 +—
2

u,, , 1 >0:lapropriété est vraie pour tout entier » non nul.

2.Inuy=In %

Supposons la vraie au rang n.

: la propriété est vraie au rang 1.

Alorslnu,, ;=Inu,+1n (1 + 2714:?] Compte tenu de

I’hypotheése de récurrence la propriété est encore
vraie au rang n + 1 donc pour tout entier # non nul.

3. En appliquant (1) aux réels 1 , L,

1 1
222,...,2n.
7)< n(1+3)
— | <=Inll+=z|=<
(22 2

NI =

l_l(%) < ln(1+l) sl
" 22n oM "

Et en ajoutant membre a membre, on obtient :

S, 3T, <Inu, <8,

b) lim S,=1let lim T,=3

n—+co n—+o 3
5. a) On a montré dans le 1. que tous les termes de la
suite étaient strictement positifs.

Dnet_q, Lo :la suite (u,)
un 211 +1 n
est donc strictement croissante (voir point méthode
exercice 1 p. 11).

b) La suite (S,) est elle aussi croissante et donc majo-
rée par sa limite 1. Il en résulte que pour tout » non
nul, In u, < 1 soit encore u, <e.

Pour tout # non nul,

Croissante et majorée, la suite (u,) converge.
¢) En utilisant les résultats des questions 3. et 4. et
celui admis dans cette question :

n—+oo

lim (Sn—%Tn)s
n—+oo
5

slnfslete6s€Se.

lim Inu,< lim S,

n—+ oo

(YR,

soit encore :

Divers
32 43
88 = = N = =
RNy =32= 30 ; 0 =3243 = 10(32+100)
1 1
SE DU I ST T
100 00" 1007 _ 1 90 oo
100
(43 B M ,
3.nl_1>n:w(ﬁ)+--- 100") 99,donc.
1 43
= 7532+ 55).
3211
4 A= 990 -
u
IEER® 1.4, >0 donc :l+1$k<:>un+1$kun.
n
* Soit P, : « 0 <u,, < k"uy». 0 < uy = k%uy donc P, vraie.

10 n
¢ Supposons P, vraie : 0<u, < k"u,.
Alors 0 <u, , | < ku, < k"*lu;,doncP, , | est vraie

et pour tout n, 0 <u, < k'u.

O<k<ldonc lim Kk'"=0 (théorémel)
n—+ oo
et lim u, =0 (théoréme)).
n—>+oo0
2.8) 1 =105 1y =50 3 = 230 = 16,66
uy= 120 = 41666 us= 22 =83333.

On pourrait conjecturer la croissance de (u,) et

lim wu,=+co.

n—>+oo
u n+1 |
Or, 2+1 = 10 X 10 ; donc, pour n = 10,
u, (n+1)! 10" T+l
u
nal <10 done, dapres 1., lim u,=0.
I/ln 11 n— + oo
b) Zne1 _ _a ; quel que soit a>1, il existe n,
u, n+l
telque a<ny+ 1 (nyest la partie entiere de a) et
u
donc, pour n > ny, il @ et d’apres 1.,
n ng+1
n
lim L =0.
n—+oh!

Remarque : Si a € [0; 1]; la suite converge aussi vers 0 et
c’est encore vraisi a<0.
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3.a) uy > kuy, etsi u, = k"u,, alors:
n+1,, .
u,,1 >ku,=k"*uy;

donc, pour tout n, u, = k"u.

Puisque k>1, lim k" =+ oo (théorémel) et:

n—>+ oo

lim u, =+ oo (théoréme 5).
n—+oo

b)Si u,=11 alors u,,; =u’=(11)>= 1,1 (pro-

priétés de x — x? sur [1;+ o[); donc, pour tout n,
u,=11.

Up i1

=u,=11>1etd’apres3.a), lim u,=+oo.
u, n—+ oo

IEIM® 1.4, >0 etsi u,>0, alors u,,,>0, donc,
pour toutn, u, >0.

”n+1: 1

2. Pour tout n, <1 :lasuite (u,,) est
n u,zl +1

décroissante.

3. Décroissante et minorée, elle converge (théoréme 7).

Jn+1

On peut conjecturer que u,, = ~——— pour tout .
n

+1
JO+1

0rT - 1, la propriété est vraie au rang 0 .

Jn+1 1

n+l i1

UO:

Supposons que u,, =

Jn+1

Alorsu, , | = n+1 _ 1 ><A/n+1= 1 ,
1 Jn+l Jn+2 Jn+2
— 41
n+1

donc, pour tout n, u,, = .
Jn+1

5. lim u,=0.
n—+oo
[ 91 HEN u;=-1<3. Supposons u,<3. Alors:
~3n+3(n+2)_ 6n+6 _
1T T+ 1) 2(nm+1)
donc la suite est bien majorée par 3.
3(n+2)
2. —uy = | 1} —
nv1™tn [2(n+1) Ut A1)
_ n+2
T 2(n+1)
la suite (u,,) est croissante.
Croissante et majorée, elle converge (théoréme 7).
3 n " - 3(n+ 2)}
2(n+1) " 2(n+1)

u

B3-u, =0;

3.vn+1=(n+1)[3

1 1
:zn(S—un)zzvn.

. P | .
Lasuite (v,,) est géométrique de raison 5 et de premier
terme v;=4.

110

2

or, lim v, =0 donc
n—>+ oo

n-1 Vv
4.vn=4(1) et un=3—;";

lim u,=3.
n—+oo

Prendre toutes les initiatives

IEEH Etant adjacentes (v,,) et (w,) convergent vers
une limite commune €.
u, =v, —1:somme de deux suites convergentes, (u,,)

convergeet lim u,=¢-1.

n—+o
De méme, lim u,=3-¢.
n—+c
{-1=3-€soitf{=2et lim u,=1.
n—+oo
1 o
e-—e

93 7R donc lim u,=e"=1.

2 n—+o

n
e
IEZA 2) Montrons par récurrence que pour tout 7,
lsu,s<3

uy = 1. La propriété est vrai au rang 0.

Supposons la vraie au rang n.

I<u,<3e4<3+uy,<6=2<u,, < .6.

Comme [2: /6] c [1; 3], pour tout entier naturel 7,
lsu,<3.

b) u, . | = f(u,) avec f définie sur [- 3 ; + oof par:

fx)=J3+x.
Montrons par récurrence que pour tout #,
Uy < Up -
uy=1etuy =2:lapropriété est vraie au rang 0.

Supposons la vraie aurangn:u, < u, .

La fonction f étant strictement croissante sur [1 ; 3]

N
(f(x)_zA/3+x

i = i <
soitu,, , ; <u,,,. Pour tout entier naturel n,u, <u

>0), il enrésulte que f(u,) < f(u,,, 1)
n+1°

La suite (u,)) est donc croissante et majorée : elle con-

verge vers €. La fonction fétant continue sur R, € est
solution de I’équation f(x) = x.

Sur R, /3 +x =x & 3 +x = x> équation qui admet

une seule solution positive : € = 1—@ .
ln(l " 1)—1111

Eamun:nm(ul):

n 1

(1+—)—1
n

lim lnun:1 et
n—+o

lim u,=e.
n— + oo

IEIAA® Soit 0. 1a mesure en radian de K@, alors :

0<oc<T2-E soit O<cosar<1.



AB=BCsina; AH;=ABcosa=BCcosasino;
H,H, = AH, cos o.= BC cos? oL sin ot ;
H, H,=H, ,H, ;cosco=BCcos"osina.

+1
. 1-cos" o
Donc u, =BCsin o x —— ,
1-cosa
et, puisque O<cosa<1, lim cos”*la=0 et:
n—>+oo
i _ BCsina
%= T cosa
n—>+ oo

a) Montrons par récurrence que pour tout n,
1 < u,, < 4 (conjecture a la calculatrice).

uy = 1. La propriété est vraie au rang 0.

Supposons la vraie au rang n.
2<u,<42+n2<2+hhu,<2+n4
Comme [2+In2;2+21n2]c[1;4], pour tout entier
naturel n, 1 < u, <4.

b) u, . | = f(u,) avec f définie sur |0 ; + oo[ par :

f(x)=2+1Inx.
Probléemes (page 189)
mzl.vnz%(1+2+...+n)=l2x”(n7+1)
n n
2 1+l
=n2;2n:Tn , (pourn=0);
etdonc, lim vn:1 .
n—+oo 2

2.a) ® Pour toutx = 0, f’(x) =1 -cos x donc f’(x) = 0
et fest croissante.

Or f(0) =0 donc pour toutx =0, f(x) =0.

e g’(x) = f(x) = 0 donc g est croissante.

Puisque g(0) =0, pour toutx =0, g(x) =0.

® h’(x) =g(x) = 0 donc h est croissante.

Puisque #(0) =0, pour toutx =0, h(x) =0.

b) 3+23+33+ ... +n3 < nxn3=n* Pour toutx =0,

3
R X . .
d’apres a), x — 3 < sin x < x, donc pour tout entier k,

3
k k—<sin£

k
y S 5 S - En sommant
n“ 6n n n

<sks<
1<k<n 5

X 1 &,
pourkdelan,vn———;z—g N k¥ <u,<v,;
k=1

1
or, ¥k* <n*donc v,- — <u,<v,.

6n
. 1 . 1 . 1
9,02 OHCnEL(V" 6,12) note "2
et (théoreme d’encadrement (5)), lim u,= 1 .
n—+oo 2

[ 99 HEM (u,,) est constante, alors pour tout 7 :

3 2 1u etdonc u,=0.

un=3—5un+3—5un=7 n

Montrons par récurrence que pour tout n, u, <u,, .
uy=1etu; =2:lapropriété est vraie au rang 0.
Supposons la vraie aurang n : u,, < u,, , ;. La fonction

fétant strictement croissante sur [1 ;4] (f'(x) = )% >0),

il en résulte que f(u,,) < f(u, , 1) soitu, . < u, , ».
Pour tout entier naturel n, u, < u,, , ;.
La suite (u,)) est donc croissante et majorée : elle con-

verge vers ¢, la fonction fétant continue sur [0 ; + oo,

£ est solution de I’équation f(x) = x.

2+lnx=xehx-x+2=0.

Etudions sur [1 ; 4] la fonction g définie par :
gx)=Inx-x+2.

gkx) = l—;-)-c < O sur [1 ; 4] donc g est strictement
décroissante. g(1) =1 et g(4) =2In2 -2 < 0. Il existe

donc un unique réel o tel que g(a) = 0.
lim u,=o0=3,146 19 2 10-3 prés par défaut.

n—+oo

Une suite de S est constante : la suite nulle.
2. Si (u,,) est arithmétique, de raison r, alors :
3 2
u, +2r==—=u,+r)+ =—=u,.
n 35 (1) 35"
u,, est, pour tout n, une fonction (constante) de r donc
(u,,) est constante donc nulle.
3. Si (u,,) est géométrique, de raison ¢, de méme (u,,)
est, pour tout n, une fonction (constante) de g, donc
(u,,) est constante donc nulle.

oGS op(3) e oG 0 (5]

~o[ (3 5]
p

_ a(%)n+2+l3(_%)n+2 '

La suite appartient bien a S.

u0=3 a+p=3 w+B=3
4. 4 ©32 1 4 @{
1"1:_% ,70’..—53——3—5 10(1—7[.))——4
Dot =1 et B=2et lim u,=0.
n—+o0
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Partie A
Lo'(x) = )%1 > 0 sur J0; + o[ : @ est strictement
croissante sur |0 ; + oof.

lim @(x)=—-eet lim
x—0 x

+ oo

¢(x) = + . La fonction ¢

étant continue, @(]0 ; + o) = R.
L’équation @(x) = 0 admet donc une unique solution f3.
0(0,27) x 0(0,28) <0: 0,27 < B < 0,28.

2. f/(x) = 23

(x+1)°
X 0 B 1 Oy + oo
f(x) - 0
O > 4+ oo
f(x) \ p O/n

Partie B

1. fest continue et strictement croissante sur [1 ; + eof
etde plus, f([1 ;4 o) =[0; + o[ donc, pour tout natu-
rel n, ’équation f(x) = n admet une unique solution.

2.a) f(e")=nx e’

- < n =f(0,,). f étant croissante
e +1

sur [1; + oo, " < 0,,.
b) f(o,) =n < a, In(a,,) = n(o, + 1)

n o n
sln(e,)=n+— ohn|— |=—.
o nloo
n € n
Oyl n n
Pour tout n non nul, 0 < In — == == donc
c (X” €

o o
lim In (—Z] =0et lim —Z2=1.

n
n—+ oo e n—+e o

C'est nouveat au bac B(ELERE)

EliN 1. aetd.
2.aeth.
3.a,cetd.

B 1.F:2.V:3.V:4.F
EeE11.F;2.F:3.V

4 1.F;2.V 3.F
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3.a)(1+sn)1n(1+en)=£n.
e

b) Soit g la fonction définie sur [0 ; + oo par :
ghy=L+t)In(1+¢) -t
g est dérivable. Pour tout=0,g’(f)=In (1 +¢) = 0.

g est donc croissante et comme g(0) = 0, il en résulte :
pourtoutz=0,0<(1+¢)In(1+¢) -t
La fonction /4 définie sur [0 ; + o[ par :

2
h(t)=(1+t)1n(1+t)—t—%
est dérivable. Pour tout t = 0, /’/(t) =In (1 +¢) - ¢.
h'(t) = %H —1 =< 0donc &’ est décroissante.

Comme #’(0) =0, pour tout =0, /'(t) < 0.
h est donc décroissante et comme A(0) = 0, il en

2
résulte :pourtout t=0,(1+fH)In (1 +) -t < % .

2
€
0<(1+¢g,)In(1+¢g)-¢,< —2-" donc
2
n 8]1 N - [ P!
0= — —¢, < = . De la premicre inégalité, il résulte
e" 2
2 2
n . & n
g, =< — soit = = ——.
en 2 2eZn
2
d) Pour toutn =1,0 < n—-g,e" < — etdonc
2e
2
O<e'+n-o,< —-et lim (e"+n-a,)=0.
2" n—+oo
1. Cours.

uy,

2.a) Pour tout n,u, , {—u,=¢e
La suite (u,,) est donc croissante.

b)Si lim u,=¢,comme lim e *=e ¢ (théoreme2)
n—+eo Xt

alors € est solution de I’équation € = € + e~ ¢.

¢) Cette derniere égalité est impossible car, quel que
soit ¢, e ¢ est non nul. La suite (u,) n’est donc pas
convergente.



