chapitre

4 | L.a fonction exponentielle

Activites (page 20)

[ACTIVITE 1] [ACTIVITE 2|
1. a) Pour tout point M la tangente coupe I’axe des
abscisses donc f'(x,) # 0. Lf (t() + ) = f(tp) + f (10) = (1) (1 + ]
b) y — flxg) = f'(xp) (x —xp). 1
¢) (T) coupe I’axe des abscisses pour y = 0 etf(ty)) =yp=1douy=1 +o
flxg)
X = 2.8 f{ie+ 3 ) = 0 + 5 @) o F(8) = s
> . —
2.a) TH=i équivaut a abscisse de TH est 1 donc f(tk ) = (1) [1 + ]
donc Jxg) =1d’ou flxy) = f'(x)- 1
f (xo) On choisit y, , { =y (1 + —j.
b) Il en résulte que f convient si et seulement si n IV
= b) Par récurrence il est évident que y; = (1 + ﬁ) .

Travaux dirigés (pag 97

D n Drapres le tableau de variations :
X - o0 0 + oo
1. Pour tout réel x, f(xg+x) =f(xy) x f(x)=0. f(x) - 0 +

Donc pour tout réel X, f(X)=0.

0 + o
2.a) f(x +0) = f(0) x f(x) , donc f(x)[1-f(0)] =0 ' s 0

pour tout réel x. Il en résulte que f(0)=1. Pour tout réel x : f(x) = 0 donc (1 + x) < e (1)
2 4 _ -Xx 1_ —X
b)f()—c+)—c)=[ ()_c)] - ), Pour toutréelx<1,1-x<e X, 1-x>0ete *>0
2 2 . 1
donc pour tout réel X, f(X)>0. donce® < r— ). L
3. a) g est dérivable sur R et pour tout réel y, 2 1 1 ., 1 n
, , ; .a)x=—avecO<x<z dapres(l)[1+=|<e
gO)=f(x+y)=fO)f (). n 2 n

b) 1l ,en résulte que f’(x) =f(0)f(x) = af(x) avec donc (1 N 1)11 <c(3).

a=f"(0). n

¢) f(x) =ke® et f(0)=1 donc k=1. L 1

w1_ - .
4. ea(x+y) = ea% % ¢ donc f(x + y) =f(x) xf(y) . b) x <1 donc e = 1 1 soit
n+l
1
- +1
e"+1$(1+1\donce<(1+l)n )
ny n

H1ilaf(x)=e-1 d’ou le résultat.
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2 n-1

"(x) = e X ol + X
H1agx)=¢ [1+x+2‘+ TR 1
2 n
X X
x 2!.._5}

X 0 1
g’x) -
o) | T
Donc g(1) < 1.

On démontre de méme que 4 est croissante sur
[0;1] et que A(1) > 1.

2. Il résulte alors de I’étude précédente que

( .+}%)<1et
1

l'+l'} > 1 donc

"‘I>—* “i

1 1 1 1 1
1+T!+"+ '<e<1+1‘+§-!+"'+r7!+a(4)
BiLn+n+ . +l<nle<+nl+... +1)+1.

En posanta, =n!+n!+...
a,<nle<a,+1.

+ lil en résulte que

.. n!
< n alors g divise n! donc 717 est un

. n! . .
entier. Or 717 est strictement compris entre deux

2.a)Siq

entiers consécutifs donc g < n est impossible.
b) 1l résulte que quel que soit n > 1, g > n. Ce qui
est impossible donc e est irrationnel.

1

H 1. 11 reste Ae_§

2.
A Quantité de médicament dans le sang

228 —

A=2 — 3
T~ (heures)
¢} 8 16 =24 32 40 48 56 64t

3. A partir de la troisieme injection.

H 1. b > 0 donc 1 + be~ ¥ > 0 pour tout réel «.
2. lim f(t)y=aet hm f(t) 0.

t—+oo0

46

—kt
, akbe
3f(0)= ————
(1+be ™)
t — oo O + oo
f'(t) +
f(t) a — @
0o — 1+b

Poura=3,b=2etk=1.

On a la fonction f: t — .
1+2e

LA

o 1

M 1.a) ¥'(r) = - kx(t) + 1 000k équation du type
y’ = ay + b donc les solutions sont :
frt—Ae K +1000.
b) 40 = A + 1 000 donc k = —960°. 1l en résulte que
£(£) =—960ek + 1 000. ;
£(1) =160 donc 160 = —960e~ % + 1 000 soit e X = 5
5
A(5) == 960(c= kY5 + 1 000 = (%) % 960 + 1 000.
Soit f(5) = 508°.

2. Mise en mouvement d’un canot :

mv’:—rv+Fouv’:—%v+£donc
_r,
W) =he " +§.
_r r
v(l)=Fdoncl=2%xe " E soitA=c¢e (1—1—:)
) _Lrt r
doncv(t)=e (1——) " g

La vitesse limite du canot est 1; .

X

, €
Hy-y-5
X X
1.h'(x):L2—1)
x

et e e e

donc A(x) - h(x)_—__+_2:_2

* x

donc 4 est solution de (E).



X
2. g solution de (E) si et seulement si g — g’ =

2

ex X
soitg; —g'1+h-h'==.
ex X
Orh-h’= = doncg;-g';=0.
x
3. g1(x) = Xe".

X

x4 &
4. g(x) =he* + e

H1h(x)=ax®+bx+c
h'(x)=2ax+b

Corrigés des exercices
(page 101)
1. La fonction exponentielle
N b) e3 o)l+e
d)e2—x e) e f) e

BN 1. (5(0)]% - [1(x) = [g(x) + h(x)] [g(x) — h(x)]
soite*xe *=el=1.

2x - 2x
2. 2P -1= "5

28(0)h(x) = 5 (e —e~2) = h(2).

*2 -1=g(2x).

Corrigé dans le manuel.
(4 1 Corrigé dans le manuel.

BN a) 2c *(e* +2) = 1soit 2+ 4e ¥ =1.
4e~* =—1 pas de solution.
b) x =2.
2
M)t =e" équivaut pourx#0ax2 +x-2=0
soitx=1oux=-2.

b) Sinx =sin T d'ohv="7 + k2 oux = %’“ +kom,

a) L’équation équivaut a x2 + x -6 =0
soitx=-3oux=2.

b) L’équation équivaut a x2 — x + 2 = 0 donc pas de
solution.

2
BN ) o < e 2doix? < -2 vrai pour tout réel x.
b) L’équation équivaut a x3 —x -6 < 0
ou(x—-2)(x2+2x+3)<0doncxe |-o;2]
car x2 + 2x + 3 > 0 pour tout réel x.

h(x)+h'(x)=ax®*+ (b +2a)x +c+b

=x?+x
dotta=1,b=-1letc=1soith(x)=x>—x+1
donc les solutions sont données pour tout réel x
par f(x) =Ae ¥+ x2—x + 1.

2.h'(x)=—asinx+bcosx
h(x)+h’(x)=(b—-a)sinx + (a+b)cosx=>5cosx

dova+b=5b-a=0,b=3 =a
et h(x):g (cos x + sin x)

et f(x) = Ae* + g (cos x + sin x).

=M 2) L'inéquation équivaut 2 e < 1.
Soit2x <0etx e |-;0].
b) (e¥-1) (e*-1) > 0 donc x € R-{0}.

Corrigé dans le manuel.

2. Etude de la fonction exponentielle
(111 Corrigé dans le manuel.
Fx) = e@ - l) .

2
X

)= —2 .
(2e" +1)

RN /() = e*[2 cos x].

Fx) = ﬂ?—"g

(e"-x)

A /() = 2x — 2xe* = 2x(1 — &%).
L) = 3 (e~ e ) =g(x).
g0 = 3 (e + ) = 0.

’ ’ 2 2
2. () = £ - 8F' () _ [0~ [gCOT”

f f
Or [f(x)]?> - [g(x)]> = 1 (voir corrigé exercice 2)

eth'(x) =

|
5— ouh’(x)==.

AEY) f
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BEEM 1. f(0)=2ctf(-2)=0donc2=b
et0=(-2a+b)eldonc2a=b=2;a=1etb=2.
Ainsi pour tout réel x, f(x) = (x + 2)e™*.

2. f’(x) =(-x-1)e * et A a pour coordonnées (-1 ;e).

a) f; : x — e*—2. La courbe 6, est déduite de € par la
translation de vecteur — 2j.

b) f, : x> 1—e*. €, se déduit de € par la symétrie par
rapport a I’axe des abscisses suivie de la translation de
vecteur j (c’est-a-dire la symétrie par rapport a la

droite d’équation y = 1 .

¢) €5 =6, six <0 et €5 est la symétrie de €, par rap-
port a I’axe des abscisses x > 0.

Corrigé dans le manuel.

3. Des limites importantes

lim f(x) =+ oo;

[ 21 BN f(x)=l ;
x—0 2

X —> 400
lim f(x) =0.
X —>—oo
B im f(x) =0.
X+
lim fx)=+ lim f(x) =—1.
X—+oo 2 X — —oo
B im f(x) =+ lim f(x) =1.
X+ X — —o0
[ 25 ] Corrigé dans le manuel.
2x
A f(x)=2x S —1 gonc lim flx)=2
2x x—0
lim  f(x) =+ oo.
X —>+o
lim f(x) =1 lim f(x) =1
X — —o0 X — + oo
lim f(x) =0 lim f(x) =+ co.
x—0 x—0"

48

BEENLf(x)-(x-1)=e et lim e 2=0doncla

X > +oo
droite d’équation y = x — 1 est asymptote a 6.

2.e 2> 0 pour tout réel x donc ¢ est au-dessus de la
droite d.

R f(x) -x-1=4e~et lim 4e =0 doncla

X = 4 oo
droite d’équation y = x + 1 est asymptote a la courbe €.

f(x)—x—Z:xex

lim xe*=0
X ——oo

donc la droite d’équation y = x + 2 est asymptote a la
courbe €.

K1 lim f(x) =2et lim f(x) =-3dolle
X =+ oo X ——co
résultat. . . .
2.9) f(x) = 2e (e +1)—(226 -3)e
(ex +1)
5¢*
donc f'(x) = 5
(e"+1)
b) X — oo + oo
f’(x) +
2
5 d
%
1
0 1
-3
A

Corrigé dans le manuel.

EEN1.a) lim f(x) =+ lim f(x) =+oo.

X +o0

b) f(x) +x=¢*et lim e¥=0
X——oo
donc la droite d est asymptote oblique a € en — oo,
2.f'(x)=e*-1.
X |—oo 0 + oo
f'(x) - 0 +

0




R
d
]
0 1
EAL lim f(x) =+~ lim f(x) =—o,
X —> —oo

X — 400

4

2.a) f(x)-(x-1)= et lim =0
et +1 xote et 4]
d’ot le résultat.
— 4e" . —4¢"
b) f(x) - (x+3) = et lim =0
ef-1 x-o-=e' 1
d’ot le résultat.
, 4e*
3.f'(x)=1- . 5
(e"+1)
(€ -1)°
'’ c -
fx)= 2
(e"+1)
X — oo 0 + oo
f'(x) + 0 +
f(X) . / + o0

(&)
-1
EE1 lim f(x) =+~  lim f(x) =+oo.
X —>+ o0 X —>—o0
2. f'(x)=e*-1.
X | —o o 0 B + oo
f'(x) - 0
f) |77 e, _y e 77

3. a) fbijection de |- ; 0] sur [~ 1 ; + e[ donc il existe
o unique de |- ; 0] tel que f(a) = 0.
De méme pour  dans [0 ; + .

f(=1;9)=e 12-0,1=0,14

f(-1,8) =e18-02=-0,03
donc-19<a<-18.

Méme chose pour 1,1 <B < 1,2.

b) Il résulte que f(x) < 0 pour x € Jo.; B

E&A1 lim f(x) =0et lim flx) =—o
fx)=@2-x)e*

d’oti le tableau avec f(2) = e2.

eZ

2.Sim >0 etm < e?on adeux solutions et m > e2 zéro
solution.

4. Des fonctions x — e“®)

1

A () - e[~ +1].
LR/ (x) =2 1x].

f(x) = eSi" ¥ [cos? x — sin x].
Corrigé dans le manuel.

Eil1.a)x + eﬁ et x — x sont dérivables sur
105+ <.

b) Pour tout x > 0, f'(x) = (é + 1)eﬁ .

2.f(0):0etfi(&;i@=eﬁ.
i

lim e
x—0

=1 donc fest dérivable en x = 0.
— xZ
EE.)f(-x)=c¢c = f(x) donc f est paire et 6
admet ’axe des ordonnées pour axe de symétrie.
2

b) f'(x) = —2xe "

X 0 4+ oo
f'x)| O -
fo | 1 TTT——
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/\

o 1

RN £/ (x) = 22 — 2¢* = 2e*(e¥ - 1).
lim f(x) =0et lim f(x) =+oo.
X——o X — 400

X | —o0 0 + oo

f'(x) - 0 +

o e
%

-1

XA 1. f,(x) - fo(x) = e *[1 —sin x].
sinx=1sur[0;n] e x= g

T
donc un seul point commun A(g ;e 2 J
2.f'(x)=—¢e"* f/o(x) =e ¥ (- sinx + cos x)

T
" (gj =f" GJ =—¢ 2 doncles deux courbes ont une

tangente commune en A.

5. Equations différentielles

= o) £(x) = Ae3™. b) f(x) = Ae~ 2.

3 5
B a) f(x)=he 2. b) f(x)=he3 .

1. f(x) = Ae?.
2.f(0) =1 & A =1donc f(x) = e

Corrigé dans le manuel.

EEN/()--3/)  [CD-;
donc f(-2) =- 1.

fx)=ne 5 et—1=1e
donch=—eletf(x)=—e a

Bl (1) = e f(_ %) “e=1

dour=eletu:x+—>e1-2x,

a0

1
b) f(x)=he 3 +2.
1
dfx)=rel +1.

ma)f(x):Kezx—%.

2
o f(x)=ke 3 +=.
= f(x) = he 3.
LA(0) =1 dot k =1 et f(x) = e,

2.f’(0)=3 donc f(0) =—1 et A =—1donc f(x) =—e3*.

\8}

(53] Corrigé dans le manuel.
I 1 (x) = - 6e~3* donc f'(x) = - 3f(x).
= f(x) = - 62 d’on f/(x) = - 2f(x) - 8.

6. Applications

BEHA1a)f(x)-x+2=¢* lim e*=0doncla

X =+
droite d est asymptote a 6 en + oo.

b) f(x) — (x —2) = e * > 0 donc € est au-dessus de d.

2. lim f(x) = lim f(x) =+
X = 4o X——oo

ffx)=1-¢e~

f'(x)=0sietseulementsie* <lou-x=<0
doncx =0 f(0)=-1.

3. fest une bijection de ]~ ; 0] sur [- 1 ; + oo
donc 0 a un antécédent unique o dans ]- ; 0],
deplusf(-2)=e?-4>0etf(-1)=e-3<0
donc-2<o<-1.

De méme fest une bijection de [0 ; + oo sur [ 1 ; + oo
donc 0 a un antécédent unique B dans [0 ; + o<[.
f)=-1+e1<0 f2)=e?2>0
donc1 <P <2.

K K
oy =e A[E -2 ]oe AR
A A
') >0sid< %(etl’(l)<05ik> %
donc I(A) est maximale pour A = K

5
etI(Ag) = 1525365 = (1?56)5 :

Corrigé dans le manuel.

my':—-liy+g.
m —Et
Les solutions dans R sont f(A) =Ae ™ +g7m‘
k
Orf(O):Odonc?»:—g%n etv(l):ng{l—e ’”t]

Kl 1. a) f(x) - 2x-2)=(1-x)e "

lim (1-x)e*=0doncladroite A est asymptote a 6.
X = +oo

b) f(x)-(2x-2)=(1-x)e* six<l1
f(x) >2x -2 donc 6 est au-dessus de A.



2.a)f'(x)=2+e ¥ x-1-1]=xe*+2(1-e%).

b)Six=0 e *<1doncf(x)=0.
¢) f(0)=0.
X 0 0 + oo
Fx)

| "

Apprendre a chercher (page 105)

G Tangentes a une courbe issues d’un point
Les outils :
o Etude d’une fonction.
« Equations de droites.

Les objectifs
o Savoir traduire un probleme par un probleme équivalent.
 Savoir utiliser un tableau de variations.

lim e*=0

La)f(x)—(x-1)=-¢*
donc la droite d’équation y = xx—_)l est asymptote a €
en — oo,
b) f'(x)=1-¢"

X |—o 0 + oo
f’(x) + 0

| " T2 o~

Du tableau il résulte que f(x) < -2.
2.a) My(xy 5 f(xp)) et f(xg) = 1 — e d’ou équation
de Tx0 :

y-xg+1+e' 0 =(1-e")(x-xp)

douy=(1-e")x-1+¢e"(xy-1).
bOeT, & (xg—1)e™ =1(1).

3.a) lim o@(x)=+ lim o(x)=-1.
X+ X ——o0
b) ¢’(x) = xe*.
X |—oo 0 o + oo
9'x) - 0 +

(p(x) -1 \ s /9/ + oo

Etudes de fonctions

X — + o0 € X — —oo e
lim fx)=0; lim fix)=+-co.
x—>1" x—1

3. La tangente & 6 en A d’abscisse a est parallele a A
si et seulement si f'(a) = 2.

Soitae™?+2-2e 9=2

soite”%a-2)=0donca=2

et A a pour coordonnées (2 ;2 — e~ 2).

4. a) Pour tout x < 0, ¢(x) < 0. De plus ¢ est une bijec-
tion de 0 ; + oof sur [- 2 ; + o[ donc 0 a un antécédent
unique o.

b) (1) =-1
0(2)=¢e*-1>0
doncoae ]1;2[
o =1728.

I Fanille de fonctions et lieu géométrique
Les outils :
o Etude d’une famille de fonctions.
« Définir analytiquement un lieu géométrique.
Les objectifs
o Savoir déterminer un lieu géométrique.

L (x + m)e ¥ — (x + my)e™* = (m; —my)e™~.

Donc si my # m.
(my —m2)e~* # 0 donc les courbes 6 m, €t € m, ont
pas de point commun.

2.a) " (x)=e*(—x—-m+1).
b) Pour tout réel m, I,
(1-m;em-1).
3.a)x=1-m,
y=em-ldouy=e"*

a pour coordonnées

b) Ainsi I, appartient a la courbe I" d’équation y =e™*.

4. x =1 -m donc lorsque m décrit R, x décrit R. On en
déduit alors que I, décrit toute la courbe (T').

, L
° f'(x) = el-x ;
=
X |—o 1 + oo
f’'(x) + +

:
0o — e

Chap. 4  La fonction exponentielle ® 51




o) - D)
m-—x_1 =
x—1

yA
e
1

G 1
e
0 1 x>

KXW 1. lim f(x)=+; lim flx)=—1;
X —> =00 X —>+ o0
lim fx) =—co;

x—-1"

lim f(x) =+co.
x—-1"

2
(1+x)?

2.f'(x)=—e*- <0;

X |—o0 -1 + oo
f'ix) - -
f +°°\_°o

EA1Lr0)=-1 g0)=1

La courbe associée a g est celle qui présente un maxi-

mum au point de cordonnées (0 ; 1).

2.a) ' (x)=f(x)-g'(x)=1-¢e*+ xe*
=1-(1-x)e*=1-g(x).

b) X |-oo 0 + oo

h’(x) + 0 +

h(x) 2

3. a) f(x) = g(x) si et seulement si /(x) = 0.

Or h(x) = 0 s’annule pour une seule valeur o de
l'intervalle J0;+o[. Or k(1) =1-e<0eth(2)=2>0
doncoe ]1;2[.

92

b)15<a<1,6.

KEA®1. lim fy(x)=let lim f;(x)=0dolles
courbes. *7F* Xt
l+e' 1
2. fo(=x) + fy(x) = *C _1donc A(O ; —) est centre
1+e" 2

de symétrie de 6,. On démontre de méme que A est
centre de symétrie pour 6.
e " 1

= = fi(x)

X X

3. fo(-=x) = -
1+e 1+e

donc I'axe des ordonnées est axe de symétrie.

4. a) fy(x) + fi(x) = 1.

b) €, est donc I'image de 6, par la réflexion d’axe la

droite d’équation y = % .

G ® 1. La tangente en A a pour équation y = x + 1
et (T') est au-dessus de cette tangente donc pour tout
réelu,e*=u+1(1).

(r)

%1 A
;

(0]

2. a) En posant u = —x d’apres (1)
e¥=—x+1soite*+x-1=0.
e *>0donc

1=e*(1-x)
soitl+(x—1)e*=0 (2).
X
3.1 (x) = 1—4L(2)£_—12. En tenant compte de (2),
X

f’(x) = 0 et la fonction fest strictement croissante sur
105+ o[.

X
-1 1 2

KEER®1.9)/(0)-(x-1)=x-S

_x+ = ’
e*+1 e*+1
-1 —2e*
X)—(x+1)==2 -1= .
Fx) = ) e*+1 e*+1
b) lim f(x)=+4+e; lim flx)=—co.
X—+oo X ——o0

¢) lim [f(x)-(x-1)]=0et liII_l [f(x)-(x+1)]=0.

Donc les droites A; et A, sont asymptotes a ‘6 respec-
tivement en —oo et +oo.

d) Au voisinage de + o, %6 est au-dessus de A, et au
voisinage de —oo, € est en dessousde A .



2.a)f(—x)=—x—z:j;1=—x+
=-f(x),

donc fest impaire.

X 2x
b) f/(x) = 1 - 2e = e +12
(e*+1)" (e*+1)

1-¢*
X

1+e

>0.

X
f'ix)
f

o +o0

+

+ oo

o NI = O

Jl/v
—

La tangente en x =0 a pour coefficient directeur 1 .

2
3.

4. ¢ fest strictement croissante
et f(JO;+oo[) =]0; + oo].
elbo<a<l7.

1
(69 ks 1.f(x)=(1+)1-c+é)e7 et lim f)=1.

X =+ oo
1
2 _1
x“+x+1
2.::|)t(x)=—3 e’
X

LoX et () =(x+ X2+ X9 %

X €
lim X =+ donc

x—0"

b) Donc fest dérivable en 0 et le nombre dérivé en ce

point est 0.

Iim #X)=0.

X = +o0

1 1
211 1 1 2| 1-x —3%
3.a)f’(x)=ex[—+—+ ————— }:—ex
x> 2 x2S x*
b) x |0 1 + oo
f'(x) |0 + 0 -
3
fl, T e T~ ’
© 4
3
e o €
1 A
1 X

BAE® 1.a) lim f(x) =+; lim f(x) =+oo.
x—-1 X +o0

e*(1+x)*-2e"(1+x) _e*(x-1)

2.f'(x) = .
(x+1)* (x+1)
3. x |-1 1 + oo
f'(x) - 0 +
f + oo \ % / + oo
4 yA
€
3
e N
4
-1 0 1 X
Wil 1.0) g (x)=c" 1.
Pour tout réel x, g(x) =0 donce*—x = 1.
X |—o 0 + oo

g - 0o+
g | T T, Tt

b) e* — x # 0 donc fest définie sur R.

2.a) lim fix) =0 lim fix) =-1.
’ * 1_
by f(x) = ==,
(e —-x)
X |—oo 1 + oo
f’(x) + 0 -

1
) a1 T

¢) T a pour équation y = x

. _—xg(x) | Org(x)=0,
fx) -x= " x {doncex—x>0.
Pour x < 0,6 est au-dessus de T et pour x >0, € est en

dessous de T.
d) Tracé de T et 6.
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EA® A.1.¢ lim flx)=+0eo, carsi ,% =X,

x—0"
eX
fx)=<= et lim fiX)=+oo.
X X >+

o lim fx)=+co.
X+
1 1

X et
< _1—1:xex—x—1=f(x)—x—1.

2.a) T
X

L
eX

b) lim [f(x)-x-1]=0, car lim
X+

X =+ 1
X
Donc la droite d’équation y =x + 1 est asymptote a 6
en +oo.

1 1 1
3. Pourtoutréel x>0, f'(x)=e* - )16 eX = ex(x ; 1) :
X 0 1 + oo
f'(x) - 0 +

f +<>°\ e/+°°

B.1. lim fix)=-oc; lim fix)=0.
X == x—0
0 1 1
3.a) 8w —gO) ):ex; lim e*=0.
X x—0

b) Donc g est dérivable en zéro et le nombre dérivé
en ce point est zéro.

¢) X |- 0
g’kx) +
g | .. —— °
4 YA @ A

Y

[ 73 _HE W) M, a pour coordonnées (x; ; €0 — x)

et f(xy) = ™ —1. Donc T, a pour équation
y=(e" = 1)x+ e (1 -xp).

b)Ae T, ©0=e"-1+e"(l-x)

soit €0 (2-xy) =1 (1)

54

2.a) ¢'(x) =e*(1 -x).

X |—oo 1 + oo
¢’(x) + 0 -
oW g 7 % T
b) ¢(x) = 1 pour deux valeurs a. et B de x
avec—-12<a<-1,1let1,8<B<19.

3. On peut donc mener a € deux tangentes passant
par A.

EZES 1.0 M a pour coordonnées (m ; e™) et N a
pour coordonnées (m ; e~ ™) donc I a pour coordon-

m - m
nées (m'e—i-)
b 2 .
e re "
b)y= 5

X - X
¢) L est un point de la courbe € d’équation y = ¢+

2
Or lorsqu’on décrit R, x = m décrit R donc (T') = (6).
X - X
2.2) f/(x) = %
X — oo 0 + oo
f'(x) 0 +

g |70 T~ , _— *°

b) Les tangentes T; en M a6, et T, en N a ‘¢, ont res-

pectivement pour équations :
y=e"x+e"™(1l-m)ety=—e"x+e " (1+m).

Leur point d’intersection P a pour coordonnées

m —-m
e —-e 2

m — ; .
m —-m m —-m
e +e e +e

H
Il en résulte que IP a pour coordonnées
. (e"-e”

[_ e —e " ) J
e +e 2" +e™)

%
Ce vecteur est colinéaire au vecteur ¥ de coordon-

m.2

m -m

e —e

=)

Or f'(m) = % (e —e") donc (IP) est la tangente en I
a (I).

nées (1 ;

| 75 151 a) M, a pour coordonnées (m ;™) et P, a
pour coordonnées (m ; m). La tangente en M,, 2 € a
pour équation y = e”(x — m) + ¢ donc N,, a pour
coordonnées (0 ; e"(1 — m)).
Donc G,,, a pour coordonnées

(g ; %[m +e"+e"(1 —m)])

. 1 m
soit (%n ; Z[m +e (2—m)]). 1



b) De (1) on tire m = 2x
doncy = % [x +e2(1-x)].
2.8) f(x) = % [1+ e25(1 - 2¢)]
17 (x) = - 2xe?.

b) X |-oo 1 + oo
f’(x) + 0 -

]
f’(x)%/ ~—

¢) f/(x) =0 a une unique solution o dans ]0 ; + oo[

oo

2
=1 & <0doncae 0 1]
A la calculatrice on trouve o = 0,65.
3. X |—oo o + oo
f'(x) + 0 -

I =
LA 1.9) /' (x) = —2°

5 +eT> 0 pour tout x de

[0+ o (x+n)
b) £,(0) =2 lim f,(x) =1.
X |—oo 0
fr,(x) +

W,

2.a)f,(n)=—e"<0.

b) Sin=1,e"*! =e? >3 donc vraie.
Sie"*1>2n+1,e"*2>e(@n+1)>2n+3.
Donc la proportion est vraie pour tout n = 1.

Ofn+)=1- 2L

BT TS
2n+1 gn 2n+1 gn

1 1
Ore** >2n+1donc:2n+1<en+1 etf,(n+1)<0.

3. f,(n) x f,(n + 1) < 0 d’ou I'existence d’une solution
unique un telle que n <u, <n + 1.

WA 1. 2) [(1)(x) = 5 (x> + 3x + 2).

b) Pour n = 1, f(1)(x) est de la forme e*(x? + a,x + b,)
aveca;=3eth; =2.

Si f(x) = e(x2 + a,x +b,)

alors f+D(x) = e¥(x? + (a, + 2)x +a, + b,,)

d’Oilf(n * 1)()() = ex(x2 +a, 1 X+Db, 1)

aveca, ,1=a,+2(1)etb,,,=a,+b,(2)

aveca,, < Nainsique b, , ;.
2. a) (a,,) est une suite arithmétique de premier terme
a, =3 et de raison 2.

Donca,=3+2(n-1)=2n+1.

bn_b,A=an—1
b) b}/l—b//-2=“n-2
n-1
doub,=2+ Y a;.
1
Ora1+...+an71=’%1[3+2n—1]=n2—1

donc b, =n?+1.

3.a) Sid divise a, et b,, d divise 0(2n + 1) + B(n? + 1).
En prenant oo =n et f = -2, d divise (n — 2). Il divise
ainsi: (2n+1)-2(n-2)=5.

d =5sietseulementsi2n + 1=[5]

soit 2n =4 [5] soitu =2 [5].

b) Pour les autres valeurs de n, a,, et b, sont premiers
entre eux.

WEWS 1.2) /() (x) =2x(x + 1) = f, + f,
Si f,("(x) = nfy(x) + f;(x)
alors fi(*+ D(x) = nfg(x) + f1(x)
=nfo(x) + fo(x) + fi(x)
= (n+ Dfp(x) + f1(x)
dott /" * D = (n + Dfy + f;.
Donc la proposition est vraie pour tout # = 1.
b) La démonstration est analogue a la précédente.
2.1=2h-3f
donc fi) = 2[n(n - V)fy + 2nf, + f;] - 3[nfy + fi]
soit f) = n(2n - S)fy + (4n - 3)f; + 2f,.
D’ot fi,)®) = e*[2¢% + (4n —3)x + 4(2n - 5)].

Equations différentielles

3
EEB® 1.f(x)=ke 2, ke R.
2.a)f:x — ax? + bx + c; sifest solution de (E’),
alors, pour tout réel x,
4ax +2b +3ax? +3bx +3c=x2+1
& 3ax?2+x(4a+3b)+2b+3c=x2+1;
4 17
a—§, b——§ 5 C—2—7 .
b) g est solution de (E’) ainsi que f, donc :
2g’+3g=x2+1=2f"+3f,
dou2(g’ -f)+3(g-f)=0=2(g-f)+3(g-f)=0.
Ainsi (g-f) estsolution de (E).
Réciproquement, si (g—f) estsolutionde (E):
2¢'+3g=2f"+3f=x2+1,
donc g est solution de (E”).
¢) Les solutions (E”) sont les fonctions :

—_

3
Tl 4 1
+3x 9x+27,ke[R§.

3. On cherche pour (E”) une solution de la forme
acosx + b sinx. Donc, pour tout réel x :

—2asinx+2bcosx +3acosx+3bsinx=cosx,
d’ou 2b+3a=1 et 3b-2a=0.

x— ke
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Il résulte que b = 1—2,3; eta= 1—33; et les solutions de (E”)
sont les fonctions x +— keié + i COSX + 3 sinx
13 13 ’

keR.

KElB® 1.5'(x) =—ae*, dott (—a+3a)e *=2e*
eta=1; glx)=e"*.

Pour les questions 2. et 3., le raisonnement est le
méme que pour I’exercice 79. Les solutions de (E)
sont données par x+—> ke ¥ +e ¥, ke R.

IEZM® Comme pour I'exercice 80, on trouve :
g(x) =—4 cos2x + sin2x,
et les solutions sont les fonctions :
1

x'—>ke_§x —4cos2x +sin2x, ke R.

| 82 | La)y=z+x,y =z"+1, dou:

y+y' =z+z'+x+1, donc z+z7'=0.
b)z=ke * et y=ke *+x, ke R.
2.f,(0)=0, dou k=a et f,(x)=0ae *+x.
a)f’' (x)=—oe *+1;

*for x> x;

*a<0:
X |- 0 +oo
fix)

f, |_. P

ea>0:

\

i)

a6

b) Le point d’abscisse —1 a pour ordonnée ae—1 et
f'(-1)=-oe + 1, donc la tangente au point d’abs-
cisse — 1 a pour équation :

y-oe+l=(1-ae)x+1) ou y=(1-ae)x,
donc elle passe par 'origine.

4 xg) s falrg) =~

La tangente en ce point a pour équation :
) (x-x)

T (1+xy) [1].
L’intersection de cette tangente et de €, d’équation

¢) Au point (x,; 0ce” oae "0 +1.

y—oe 0 —xo=(1-ae

ouencore y=(1-oe ")x+ae"

y =x,estdonnée paroe” 0 (1 +x,—x) =0etx=1+x,
Donc, pour x, donné, les tangentes en x, a ‘€, passent

par le point de coordonnées (1 +x;;1 + x) .

IEER® 1. a) S'il existe x, tel que f(x,) = 0 alors
fxo) f'(xp) =0.
Ce qui est impossible donc pour tout x de R, f(x) #0.
b) g'(x) = - (= x) f(x) + f(-x) f'(x) = 0.
¢) g(x) = k avec g(0) = [f(0)]? = 16, donc g(x) = 16 pour
tout réel x.
d) D’apres la question précédente :
ol f (X )
-x)=—do

et fest solution de (E) avec f(0) =-

1 1

6" 6"
2.0(x)=re " ,0(0)=A=-4donco(x)=—4e " .
Cette fonction est la seule fonction vérifiant les condi-
tions ().

| 84 H 1.g'(x)= mlAES ) f(x) +— =1,donc:

fool e T
2¢g-g’=1[1].

2. On détermine g suivant le principe des exercices 79

et80:

2

X kezx+ = —_—
8x) = 2ke? +1

, d’ou f(x) = , ke R.

L’exponentielle dans les autres sciences
R

- =t
EH1a)1()-Ke +§.
_R,
b)I(O):OdoncK:—E etI(z):—Ee L +E.
E R R R
2. lim I(t)—
t—+oo

—_

N 1. ) o) = Ke” .

t

Bl

b) g(0)=K=1dolug(t)=e

1
=t

¢) g(t) = 3 équivaut a e’ >3soitt=5 années.



4 ’

1 , -
“ etu=- doncu’ =

2.a)h’ = - 7 T

u satisfait aux conditions (E,) si et seulement si :

w1 1

2

h(0) =1 et = -
(DSt @ O 12820

soit h(O) = 0, h'(t) = — %h([) + % .

1
-=t
b) h() =Ke * +%.

1
=t
h(O):ld’oﬂK:% eth(r):%e L

W=

donc u(t) = :
-
2¢e * 41
c) lim u(r)=3.
t

— + o0

1. a) f est paire, donc I’axe des ordonnées est
axe de symétrie de sa courbe représentative.

X X

b) f'(x) = % e41—e_HJ >0 pour x>0.

x |0 180
= 80,67
5 /

2. AB a pour hauteur approximativement 80,67 m.

e +1-xe*
2
(e"+1)

En posant g(x) =e* + 1 — xe*

EER® A.1.2) f(x) =10

fry =108

(e +1)
b) g’(x) = — xe*.
X |—oo 0 o + oo
g’x) + 0 -

glx) 7 2 e _.

Il existe a unique de ]0 ; + o[ tel que g(a) =0
avec12 <o <1,3.

) x |0 o + oo
f'(x) + 0 -
fd o _— fle) T~ 0
g(o)=0donce*(1-a)=-1
10 100(1-0o)
donc f(a) = S E—
1-o
=10(o-1).

Prendre toutes les initiatives

EEN® c9oer=x-2=0.
Notons @ la fonction définie sur R par ¢(x) =e*—x 2.
¢’'(x)=e*—1let

X |- o 0 B + o0
©'(x) - 0 +
o) T e, _y e *°7

Il existe deux réels o et B et deux seulement tels que
o(x)=0avec-19<a<-1,8et1,1<P<12.
Donc 9% = R—{o; B} et f(x) < 0 pour tout x de o ; B

EIB® 7/(x) = e¥(2 - x).

Existe-t-il x tel que e*(2 —x) = 2.

Notons ¢ la fonction définie sur R par :

o(x)=e'2-x)  ¢'(x)=e*(1-x).
X |[—eo 0 1 B + o0

©'(x) + 0 -

(P(X) 0 /2/ © W\L — o0

Il existe donc deux valeurs de x pour lesquelles @(x) =2
soitao=0et P e ]1,6;1,7[. Ainsi il existe deux tangen-
tes a la courbe € de coefficient directeur 2.

EEIE® f(x) = (2x + 3)e?~.

X |- - g +
f’(x) - 0 +
0 1 + oo
0 =T o5
Or - L >— 1 donc I’équation f(x) = - L n’a pas
263 16 16

de solution.
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IEEH® La suite (u,) est arithmétique de premier
terme uy = 1 et de raison 1 donc
u,=1+ndoncv,=e le-"avecvy=e L

_ e—l(l__e—n—l)

n 1

Vot ...tV -
—€

lim (e Y?*1=0donclim (vy+ ... +v,) = L
n—+oo e—1

IEER® 1. v/ (x) = o/(x) e,
Or pour tout x € J-oo; af, u’(x) <0
donc v, est décroissante sur cet intervalle.
2.V5(x) = (1 (x) + u(x))e".
Pour x > b, u’(x) > 0 et u(x) > 0.
Donc v, est croissante sur |b ; + oof.
X - X
EX® f(x)= —=— six=0etf(x) = —
) e +1 = e +1

X
€

(e'+1)

Il en résulte que pour tout x = 0, f'(x) = 5

—2-e "

pour tout x < 0, f'(x) = 5 donc f7(0) a droite
(e"+1)

(page 112)

IEXd A. 1. a) d a pour équation y = x + 1
doncm=p=1letfix)=x+1+(x)

avec lim o@(x)=0et lim @(x)=0.
X =+ oo X—>—o0

b) Le point A(0 ; 1) est centre de symétrie donc
f@)+f=x)=2. (1)

¢) De (1) il vient :
x+1l+o0x)+1-x+0(-x)=2

donc @(x) + @(— x) = 0 et 1a fonction ¢ est impaire.

2. 0(-x)=(—ax+b)e” <

Pour tout réel xon a: 2

(ax+b+ax+b)e * =0donch=0.

De plus f'(x) = 1 x ¢’(x) or f/(0) = (1 -e).

Donc ¢’(0) =—e. ,

De plus ¢’(x) = a(1 —2x2)e™* soita=—e.

B.1.a) f(x)=1—(1-2:2)e!*

ff(0)=1-eetf(0)=1

donc la tangente en x = 0 a pour équation

y=(1-2)x+1.

b) fx) - (1-2)x—1=1+x—xe"¥ —xtex—1
) -(1-2x—-1=ex[l—e ¥ ]

l-e ¥ >0 pour tout réel x donc si x < 0. € est en
dessous de T et six > 0. € esf au-dessous de T.

2.a) f”(x) =2x(3-2x2)e! ¥,

Sur R, f”(x) est donc du signe de 2x(3 — 2x2).

28

vaut % et — % a gauche donc f n’est pas dérivable

enx=0.

IEER® On doit avoir f(1) =e =a + b.
D’autre part :
six<1,f(x)=(x+1)e*
etsix>1,f(x)=a.

Il faut donc que f'(1) =2e =a
soita=2eeth=-¢

doncsix <1, f(x)=e(2x +1).

Dans ce cas fest dérivable sur R.

EEE® L. tangente en M a pour équation

y=ae"™ (x—xy) + ™.

Donc T a pour coordonnée (xo - % ; 0) et M a pour

coordonnées (x; ; 0) donc TH a pour coordonnées

G ; O) . Ainsi TH = 1 ne dépend pas de la position

|al
de M sur 6.

Le tableau de variation sur [0 ; 1] est :

x |0 o 0
f”(x) _%_ 2

‘ 2
o) |1_g . ——0—

b) Sur [0; 1], f7(0) f*(1) < 0, il existe donc o unique tel
que f’(or) =0 (car f” est strictement croissante sur [0 ; 1].
£(0,51) =- 0,005, f"(0,52) > 0 d’ot1 0,51 < a0 < 0,52.
O 1-(1-202)e! " =0,
2

Doncf(o)=1+o—oe!~* =1+o0—

200
1-24d
D’otli ce minimum relatif a pour coordonnées

[ 1_20(2—203)
oy ——— .
1-2a

IEEHQ Partie A. 1.« lim £,,(x)=0;
X — oo

1-2a°

soit f(or) =1 -

lim f,,(x)=+0c; f', (x)=(x+m+1)e*;

X |—o —-(m +1) + oo

£, (x) - 0 +

fm 0 \ —_e~(m+1) / +oee




2.a) S,, a pour coordonnées (—m—1;-e (m+D).

b) S,, appartient a la courbe d’équation y =—e*. De
plus m décrit R, donc x décrit R. Il en résulte que le
lieu € de S,, est la courbe d’équation y =—e*.

3. \

12 B

: i
l
e

1
1
]
1
1
1
1
1

4.M(a ; b) appartient a ‘6,, équivauta be ?=a+m,
donc m=be~%—a. Par M, il passe une courbe 6,, et
une seule.

Partie B. 1. M,,, a pour coordonnées (x; ; (x, +m)e™")
etf’ (xg) = (xo+m+1)e™. DoncT,, a pour équa-
tion:y = (xy+m+1)e" (x —xp) + (xg + m)e™?,
ouencore y= e [(xg+ 1)x —x2 + m(x —xy+ 1)].

2. D’apres I’équation précédente, T,, passe par A de
coordonnées (x,—1;-¢€").

Partie C. 1. M, (x ; (x + a)e*) , Mg(x; (x + B)e?) ,
M, (x; (x +y)e¥).

—
Donc MgM,, a pour coordonnées (0; (o0 - p)e*) et
— . —— g-B
M,M,, (0; (a—y)e*). Donc MgM,, = Py MM, .
2.2a) N est le barycentre de (Mg, 1) et (My,-k);
donc N a pour coordonnées (x ; (x + %_T];{X) ex) .

o - B-ky

Ainsi N décrit une courbe 6, avec o = T %"
b) Pour k=1, =0, y=-2; il vient OLZ% =1.
Donc E_ est 6.

IEENS A.1.9) M(x,; yo) appartient a ‘6,, équivaut a :

2
yo+4x2=me %o,

doncm = e~ " (y, +4x,2) . Ainsi par M(x, ; y,) donné
passe une courbe €, et une seule.

b) y = me2¢ — 4>, donc m > me?® — 442 est une
fonction croissante de m.

2.a)f, (x) =2me** - 8x =2e*(m —4xe~>).

b) Il résulte de 1’écriture précédente que f7,, (x) a le
méme signe que m —4xe= 2",

3.a) e y(x)=—8xe X +de X =4e (1 -2x);

e lim y(x)=0; lim y(x)=—oo;
X = 4o X ——o
X |—oo 0 % + oo
Y’ (x) + 0 -
1 2
_— -
Y e /0 e \ 0
yA

b) f7,,(x) ale méme signe que m —y(x), donc:

*si m> = : pour tout réel x, f,, (x) > 0;

N DI

°si m=-:
€

et f,, @ - 0.

. 2
esi 0<m< = : f’, (x) s’annule pour deux valeurs o
e

1
fn(x) >0 pour tout réel x e R — {i}’

etBet f/,,(x)>0 pour x <o ou x>f;

esim=0: f,,(x)>0 pour x<0, et f,,(0)=0;
esi m<0: f’,(x) s’annule pour une valeur o< 0 et
f'mx)>0 pour x<o.

4.om<0
X |—oo o + oo
fmx) + 0 -
Trl(0)
fm — o0 / \ — o0
em=0(
X |—oo 0 + o
) + 0 -
0
fm — o0 / \ — oo
.0<m<§
(]
X — oo l_)) + oo
£ (x) + 0 - 0 +
_ fo(or) + oo
fm = _—7 T B
2
m=-=
€
1
X |—oo 5 + oo
frnl) + o+
f — 7"
m |_., 1
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2
*m>—
(S
X — 0o + oo
£ (x) +
fo | 7

B.1.a) [, (X)=0 donc 4Xe X =m

et Y=me?X-4X2.

b) Il en résulte que S,, appartient a la courbe d’équa-
tion: Y =4Xe 2Xe2X_4X2 ou Y =4X-4X2
(équation d’une parabole P).

2. Pour tout réel X, m < 2 , donc G ; 1) n’est pas
un point S,,, . ¢

3.a)K, (0;m) et f/,,(0)=2m, doncla tangente T,,
en K,, a pour équation y —m = 2mx ou encore
y=mQ2x+1).

Donc pour tout réel m, T, passe par le point A(— % ; 0).

b) ¢ Voir figure ci-contre.

(page 114)

1. a) Vrai, en effet f;(x) — f,(x) = xe™*(1 —x) et
pour toutréelxe [0;1]1-x=0.

Donc f;(x) - f,(x) = 0.

b) Faux. En effet f;(x) = f,(x) si et seulement six =0
oux =1.Donciln’y a pas de troisicme point commun.
2.a) Vraicar f'1(x) = (1 -x)e " et f1(x) + fi(x) = e ™.
b) Vrai.

X — o0

1k +
A 0T s T

Pour tout réel x, fi(x) < % donc fi(x) < % .

OI= O

¢) Vraicar 0 < }‘ < % d’ou deux solutions distinctes.

3. a) Vrai. La tangente en M a €, a pour équation
y=(1-m)e"(x —m) + me~".

Elle coupe ’axe des ordonnées en N de coordonnées

(0 ; m?e=™). Or P a pour coordonnées (m ; m?e~ ™)

donc N et P ont la méme ordonnée.

b) Vrai. En effet : La tangente en un point quelcon-

que passe par H(0 ; &) si et seulement si m%e= " = h

donc si I’équation f,(m) = h a des solutions.

Le tableau de variation de f, est

X |—oo 0
f3(x) - 0 +

R0 | .
60

* A(1;0) appartient a 6,, équivaut 2 4 =me?, donc
m=de 2 et f, ,(x)=4e20-D_4x2,

Doncsihe JO ; iz[ , il existe trois réels pour lesquels
e

f>(x) = h d’otr trois tangentes a €;.

1. Vrai. En effet en posant ¢(x) =e*—ax—b
¢'(x)e*—a>0.

X |- o + oo
o'(x) +
o) |_ . o— - 7

.

Il existe donc o unique tel que @(cr) 0 donc e¥ =ax + b
a une solution unique.

2. Vrai. En effet f(x) = [u(x) + u’(x)]e*. Or u(x) =0et
u'(x) = 0, donc f'(x) = 0 et fest strictement croissante.

1-x 1-x 1-x
J;ce e . €
=_—cet lim =

A/;C x—0" AX
Ainsi fn’est pas dérivable en x = 0.
4. Faux. En effet lim f{(x) =0.
x—0"
5. Faux. En effet ’équation y” + y = 0 a pour solution
o(x) = ke *si ¢(0) =2 alors k =2 et @(x) = 2e~*.

2. fx) = ce™ + 20.
f(0)=70et f(5) =60 donc 70 = c + 20
60 = ce> + 20.

Il résulte que ¢ = 50 et e3¢ = g .
3. £(30) = 50630 1 20 = 50(e39)6 + 20
4

6
soit f(30) = 50 (5) +20~33°11.

3. Faux. En effet,




