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Dérivation

Travaux dirigés (page6s)

sy 1

1) = fxg) + hF (xg) = L
Jlxg +h) = flxg) + hf (xg) = flxp) + 5

1+x,
doncy, =y, + 5 cary, .1 =flx, +h).
1+x,
-0 E
2x3 - 3x% -

1 ; donc f’(x) ale méme signe

Lf(x)= >
(x*+1)

que 2x3-3x2-1.

2.2) g’'(x) =6x2-6x=6x(x-1).

D’ot le tableau de variations :

x |—1 0 1 + oo
g’x) + 0 - 0 +

gl T~ T

b) On a besoin de la limite en +< de g(x);elle
vaut + oo,

eSur ]-1;1], g(x)estinférieura —1, donc g(x)
ne s’annule pas.

o Sur [1;+ o[, g(x) prend des valeurs sur [-2 ; + o[,
elle est strictement monotone. Donc, puisque
0 est dans [-2; + oo[, il existe un réel unique o de
[1;+eo[ telque g(x)=0. g(1,6)<0 et g(1,7)>0
donc ae [1,6;1,7].

¢)Sixe]-1;qaf, alors g(x)<0;

si xe Jou;+ o[, alors g(x)>0.

3.¢ lim fix) =0;

X =+
Im 1-x=2
-1 .
x._) 5 a = lm flx) =+,
lim 1+x°=0 Yo 1"
x—>-1"
x |—1 o + oo
f'(x) - 0+

0| 77 Tl 0

4. Une équation de la tangente A en A d’abscisse O :
y—=f(0)=f"(0)(x) soit y=—x+1.

Il s’agit d’étudier le signe de :

3
) —y= 55 ey = 12DCX)

x'+1 41
D’ou le tableau de signes :
X -1 0 1
1-x + + 6 -
—x3 £ 0 - -
I
fx)-y + 9 - 9 +

*Si xe]-1;0]U[l;+eo[, €estau-dessusdeA;
*Si xe [0;1], €estendessousde A.

5. Equation de la tangente d au point d’abscisse 1 :

11
yeTat g
1-x 1 (1-x)2-x3-1)
fx)-y= +5(x-1)=
Xl 2 2(x+1)
(-0 -x)_(d-x)’(L+x+x?)
203 +1) 203 +1) '
donc f(x)—y =0 et €estau-dessusded .
y
\\1A
-1 0\1‘ o X
o) ~ 7
A d

REl =

Laym= M = tan x.
M
b) T(1 ; tan x).
2_otan(_x): M:ﬂx -
cos(—x) cosx

sin(x +m) -sinx _
cos(x +m) -—cosx

etan (x + ) =
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3.a) sin et cos sont dérivables sur &% et cos ne 3.a) fo) _xdx@-x) xoJx (carx € ]0;2[)
; sin . x=2 x-2 2 —x
s’annule pas, donc tan = og Aussi. De plus, pour
tout x de 9 ; lim o __ . La tangente est donc verticale.
’ . . 1 x—>2 X—2
COSXCOSX + sinxsinx
tan’(x) = = . [0 _ fxo) - f2) -
cosZx cos2x b) =5 apour limite — = en 2, donc f
b) lim sinx =1"et lim cosx =0" n’est pas dérivable en 2.
g Y
x5 X3 4. a) x o g 5
x<Z x<Z
2 2 o+ 0 -
donc limntanx =+ oo, 3.3 \
x5 fix) 4
i o 0
2
. b)EnO : y=0;en2 : x=2.
¢) Sin [O ; —[, tan’ = donc tan” > 0 ainsi tan
2 2
cos yA
est strictement croissante sur [0 H g[ . 3443 fffff
€
1
4. ¢ D’apres le 3. a) tan” (x) = —— pour tout x
1 cos’x
de 9, et1+tan?x =
cos’x
e D’aprés le 2. tan (- x) = — tan x pour tout x de & X
donc tan est impaire, et tan (x + 7) = tan x pour 0 1 3 2 X
2
tout x de & donc tan est n-périodique.
e D’apres le 3.b) lim tanx =+ oo
T
¥ 5] 5
x<2
’ (0 - (0) :
donc par m-périodique et imparité, les droites L f(x) = g_x:O_- et g est dérivable en 0 avec
d’équations x = g + km, k € wsont asymptotes ver- g'(0) =10 car g'(x) = 10(1 + x)°.
ticales a la courbe. Ainsi xliinof (x) =¢'(0)=10
2.a) lim cosx=0 et lim ( —T—E):O.
T D n X —> E X = E 2
2 2
T
COSX — COS»
H 1. a) Les solutions de x(2 — x) = 0 sont dans b) f(x) = T2 ,donc lim f(x) = cos’ (gj ]
I'intervalle [0;2]. X — g’ X g
b) La fonction x — x(2 — x) est dérivable sur R, . n .
x(2—x) est strictement positif sur ]0;2[, donc Or cos’=-sinet—sin 5=~ 1, donc hmnf (x)=-1
x> Jx(2-x) estdérivablesur |0;2[. *73
x — x est aussi dérivable sur ]0;2[, donc fest 3.a) lim f(x) = tan’(i—:] =1+ tanzz—‘t =2.
dérivable sur ]0 ;2] comme produit de deux fonc- x— Z—:
tions dérivables sur |0;2[. Etalors: b) lim f(x) = cos’ (1) =—sinw =0.
2 X—T
F) = x@-x) +xx —22X 3x-2x
2./x2-x) Jx(2-x) D E
Z.a)]—chﬂ:A/x(Z—x : lim e =x) =0. x42_,
X = —
f00 _ f) ~f0) B im 020 im0
b) m=t=—g— apour limite 0 en 0 donc f est x50 X xs0t X
dérivable en 0. La tangente a la courbe est hori- = lim x_Tll =-1;
zontale. y=—x+2. x—0

28



2
x+2 ﬂz.['(x)=5x‘3—x+4_
2. lim f(x)—f(O): lim -x+1 15.x% +4
x>0 * x>0 * La fonction ¢ présente un minimum au point d’abs-
. 3
= lim ——=3; . 3 3 N
o — X+ 1 cisse 3 Le rameur parcourt 6 — 5= 4.5 km a pied.
y=3x+2.
T 1D E
r . h(@) _r _h(1)
H 1. tano(x) = %975_ . tanB(x) = }%5_ ' 2.a) D’aprés Thalés, == = z doncr ===,
tan@(x) = tanox) — tanfx) Ainsi V() = —1'cr2 X h(t) = nh3(t) 1]
1 + tan o(x) tan B(x)
2. x |0 /295 % 145 + o0 b) En dérivant [1] par rapport a ¢, on obtient :
o’ + 0 - 4V (1)
V(1) = 73X 3K(f) x h2(t) donc h'(1) =
M
o 1o — 7 Tl 0 mh’ (1)
4V'(t
M =0(/295% 145 ), O W(tg) = L 0)=4><_410=@
h (l ) T X T
. 3./295 x 145 o
M= 0,35 radian (tanM = W = 0,36) donc h/(to) — 50’9 m/min.
(X X ) 104 i
sse Corrigés des exercices
XX
XX
eee (page 72)
1., 1 . .
1. et 2. Calculs de dérivées, tangentes N f(x) = 5 3f(0) == = . Une équation de la tan-
o s X
(révisions) gente au point d’abscisse 1 est y = —x + 2.
2
EN )f(l"'h) fa _ (1+h) +3-2 ECorrigédanslemanuel.
( 2 s oh+4— 2)( In? +2h+4+2) ) = Jx o f(x) = — J;c . Une équation de la
h(A/h +2h+4+2) tangente au point d’abscisse 1 est y = %x + % .
_ h+2
R +2h+4+2 M. 0)=0:(-1)=1;/2)=-1
b) lim 52— PO =057 (D=2 =~ L.
h=0 12 opnvds2 2 2

’ _ 2 . z
B, - F(2) (x—2) + f2) doncy =x+ 1 car f(2) = | BEMMa) f/(x) =3¢ - 3x— 5 1 x réel.
letf(2)=3. 2_
1) by /() = 220y rgel
BEM 1 /(0)=2:1(0)=-1.
2. Coefficient directeur de la sécante (AM) ou | HEMa)f'(x) = 46x + 63, x réel.

M(x ; f{x)). b) £(6) = 2x? + 30 + 1, @ réel.
3. Puisque fest dérivable en x = 0 et f(0) = - 1 alors )
. f()-2 _ ma)f’(x):w;sur[&
lim ———= =-1. 5 2
x—0 X (x"+ 1)
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b) x2 + x + 1 # 0 pour tout x de R alors fest dérivable

sur Ret f'(x) = L_lz
X ex+1)
L 11_P\WHAEE -1 ;sur J0 ; + ool

XA/
1

;sur JO; + of.

3x +
b) f'(x) =
(121 Corrigé dans le manuel.

a)f’(x) _ XCOS X — SIn x'

x2
b)f( ) Sln X ]
COS X
a) f’(x) = ﬁ .

1+2cos x+sin x

b) f'(x) =

(2 + cos x)2

a) f(0)=0 'f’(O) =-3.Une équation est y =—3x.

b) f(1)=1;f’(1) = 5. Une équation est y = %x - % .

BT 3) f(0) = 131/ = - ——— 3//(0) =2
2x+1)
Une équation est y = —2x + 1.

2
—x"+1

S f(0)=0:£(0) = 1.
(x"+1)

Une équation est y = x.

b) f(x) =

a) f(0) =1, f(0) =0. Une équation est y = 1.

b) f(g) = %C ;f’(g) “[2 nﬁ Une équation est

(-5

Corrigé dans le manuel.

a) On applique 'approximation affine locale
de fen 1 pour f(x) = x3.

Alors f(1 + x) = f'(1)x + f(1). Pour tout x de R,
f/(x) = 3x2 donc f(1 + x) = 3x + 1.

b) On procéde comme au a) avec f(x) = /x .

¢) On procede comme au a) avec f(x) = )l—c

d) On applique I'approximation affine locale de f
en 0 pour f(x) = sin x.

Alors f(x) = f’(0)x + f{0). Pour tout x de R, f'(x) = cos x
donc f(x) = x.

30

3. Applications de la dérivation
(révisions)

el o) £/(x) = 8x° -

3
X |—oo 5 + oo
f'(x) - 0 +
+ o0 + o0
flx) T~ 187 _—"
b) f/(x) = ——= (2x— 1) pour x > 0.
2.x
X 0 % + oo
f'(x) - 0 +
+ oo
fx) T~ "
-2
©) f/(x)=3x2-8x + 1.
x o 4- /13 4+ .13 + oo
8 8
f'(x) + 0 - 0 +
) _, — N T~ oy, 77
997 -199./13 997 +199./13
Y= 81 Y2= 81
d) f'(x)=1-sinx.
X — oo + oo
f'(x) +

e)f'(x)= 5 pour -1
1)
X 0 -1 + o
f’(x) + +
+ o0 2
f() , 7 N "

0 _., 7

ffx)= —(x 2./x) pour x > 0.
zf
0 4 )
f(x) - 0o+
+ o0 0
fx) T~ -1 7
&N Courbe ©.




I a) 1/(x) = 6x(x + 4).
X |—o -4 0 + o0
f’(x) + 0 - 0 +

f(x) _w/65\1/+°°

b) D’apres le tableau de variations : 65 est un maxi-
mum local, 1 est un minimum local.

¢) Elle n’est pas bornée car limf =+ oo (ou limf =—co).
+ oo — oo

On doit avoir f’(-1) = 0 et f(1) = 0.

D’ou le systeme {3a —b=1 qoita=1etb=2.
a-b=-1
Vérification ensuite : f’(x) change de signe en — 1.
BEZE1.0na lim f(x) =+ et lim flx) =—co.
X+ X—> =00
2.f(x)=3x2-3=3(x-1)(x+1).
X |—oo -1 1 + oo
£/(x) + 0 - 0 +

o) | _ " % T~ Tt

3. Une premiere solution sur |—eo;—1[, puissur |- 1; 1|
etenfin sur |1;+of.
4.0=-19,B=03, y=15.

[25 | Corrigé dans le manuel.

EA 1. Pourtoutne N, n =1, pour tout x de R,
f(x) =nx"— L,
1¢F cas : n est pair donc n — 1 est impair.

X | —o 0 + oo
f'(x) - 0 +

o g

2¢ cas : n est impair donc # est pair.

oo

X — oo + oo

f'(x) +
f(x) i / + oo

2.1 cas : n est pair (on utilise le tableau de varia-
tions, la continuité de f).

¢ Si a <0 pas de solution.

e Si a = 0 une solution x = 0.

® Si a > 0 deux solutions, 'une dans |- « ; 0, ’autre
dans ]0 ; + oo[. Ces solutions sont opposées.

2¢ cas : n est impair.

Quel que soit a de R, une unique solution.

4. Dérivée d’une fonction composée

a) f/(x) = 3(2x +2) (x2 + 2x - 3)2.

v X+ 1) 1
b)f(x)—3(x+2) .
©) (1) =2x2 Qu+3) = 4(2u + 3).
d) /() =93u—-1)>2

A a) £/(x) = 2sin 2x.
b) f’(x) =3 cos (3x - g) .
t

o) f()= % cos(z).

|
ma)f(x)—zm.
b) /(%) = ———.
24+ 1
O f(x) = 2XE2
2(x+2)

d) x'(1) = _ 32t ’Vz_tz
2.Ji+1(2—1)

Corrigé dans le manuel.
a)f’(x) _ (2x + 1)(— 6x — 5) )

Gx+1)*
b) (x) = 3(3x - 1)(1 - 2x)(~ 10x + 4).

a) f(t) =2 cos t (—sin f).

b) f'(x) = 3 sin® x cos x.
(331 Corrigé dans le manuel.

" _ - sinx )
') 2./ cosx

b) v'(¢) = %st (2 tan ¢ + 3 tan3 7).

1. Il semble que la tangente soit commune.
2.a) e f=Ju otu(x)=x2—x+1.

u est dérivable (car polyndme) sur R et strictement
positive donc f= J/u est dérivable sur R et

7= ——
2/\/x2—x+ 1

e g est un polyndome donc dérivable sur R et
gx)=- %C + 1.
b) f(1)=1:g(1) =1.
TN VY |
¢) D’apres le b) les tangentes au point d’abscisse 1

sont confondues.
3

(36 F Sy oﬂu(x):lL.

-Xx
u est une fonction rationnelle et définie sur [0 ; 1]
donc dérivable sur [0 ; 1].
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De plus, u est strictement positive sur 0 ; 1[ donc
f= JJu est dérivable sur ]0; 1.
2. a) Il ne donne que des conditions suffisantes.

Il ne dit pas que /u n’est pas dérivable en a tel que
u(a)=0.

b) t(x) =

3
donc 1(x) = r -2
xz(l—x) I-x

. X

or lim
x—0 1—
x>0

=0

donc hm t(x) = 0 ce qui prouve que f est dérivable
x—0
x>0

enOetf'(0)=0.

5. Complément : dérivées successives

B f()=x>-222+x-1;xeR.
F(x)=3x2-4x+1;f"(x)=6x—4;fO(x)=6.

(page 75)

IZ5M Lieu géométrique
Les outils :
o Géométrie analytique.
« Etude de fonctions.

Les objectifs :
« Savoir utiliser une fonction pour contruire un lieu géométrique.

— 9 —>
1.a) On a MJ=§MN,

= = ) = =
soit OJ — OM=§ (ON-0OM),

b) Le triangle OMN est rectangle en O :

2

m2+n?2=9, soit n= 2

9-m

. 1
¢) Les coordonnées de J sontx = = m

3
ety= % 9-m?.
2.0n a m =3x; reportons dans I’expression de y :

y= §J9—9x2=2J1_x2
3.a) On a montré que J appartient a

d’équation y = 241-x% .
Or 0=m=3, alors xe [0;1].
b) J décrit la partie de € correspondanta 0 <x=<1.

32

la courbe 6

"’f<x>:xﬁf P elif o 25
// _ 3 _
f(x) = f< (x) = Sxﬁ
©) flx) = }"ﬁ cxe R\{-1).
f’(x):— ;2 ;f,,(X)ZZ(x+1)—3;

(x+1)
FO@) =—6(x + 1)-4.

Corrigé dans le manuel.

Lf(x)=1+ f(x)

x j—
A/xz +1 X +1
dott Jx” + 1 F(x) = f(x).

2. On « dérive I'égalité » précédente, ce qui est possible
car toutes les fonctions sont dérivables. On obtient

X 2
F/G) + Nx"+1f7(x) = f(x)
A/x +1

cest-a-dire (x2 + 1) f(x) + xf'(x) - A/x +1f(x)=0
ou encore (x2 + 1) f(x) + xf’(x) — f(x) = 0.

Corrigé dans le manuel.

©) f(x) = 24/1 = x? ; f est définie sur [-1; 1], dériva-

blesur |-1;1[; f'(x) = X
1-x2
x |—1 0 1
fo ||+ -
2
f(x) 0 / \ 0

¥ Fonctions et ensembles de points
o Utilisation de I'équivalence.
« Etude de fonctions.
o Dérivabilité en un point.
o Symétrie d’une courbe.
Les objectifs :
 Savoir construire un ensemble de points donné par une
équation cartésienne.

1. a) x2-2x + 4y? =3 équivaut a y2
b) —x2+2x+3=(x+1)(3-x);
—x2+2x+3=0 sietseulementsi xe [-1;3].
On est ramené a étudier :

J-x?+2x+3 ou y——

= %(—x2+2x+3).

—x?+2x+3.

l\)IH



2.a) Onnote f; : le -x24+2x+3 .

2

Lafonction x — ./x est dérivable sur ]O; + e[ , donc
fi est dérivable sur |-1;3[.

b)f'l(x)zé 2x+2  _ .
2-x2+2x+3 2/-x?+2x+3

¢) » Etude de la dérivabilité de f; en x=—1.

f est dérivable au point — 1 si et seulement si la limite

. [T+ =[O
m —

-x+1

hli)0+ 7 existe.
t(h):f1(—1+h)—f1(—1)=,\/m '

h 2./h
Ona lim J4-h =2 et lim 2.Jh =0*, donc

h—>0" h—0"
lim #(h) =+ et f;n’est pasdérivableen x =—1.
h—0"
e Deméme,en x=3 avec h<O0 :

fiB+h)-f,(3) _ JA+h

t(h) = .
h ~2.J~h
Ona Ilm J4+h =2 et lim ~-h =0, donc
h—0" h—0
lim #(h) =—<o et f; n’est pas dérivableen x=3.
h—>0

d) D’ou le tableau de variations de f; :

x |—1 1 3

] o+ 0o - |
1

f1(x) 0 / \ 0

3.Pour xe [-1;3], f,(x) =-f(x). Donc %, est
I'image de 6, par la symétrie d’axe (Ox).
La courbe I' est la réunion des courbes €, et 6,.

(page 76)

Dérivabilité en un point

IZZA 1. a) Oui car il y a une tangente non verticale.
b) Non car il y a deux demi-tangentes non confondues.
¢) Comme le b).

d) Non car fn’est pas continue en 2.

2. Il suffit de lire, si possible et si existence, les coeffi-
cients directeurs des tangentes ou demi-tangentes.
a)f'(2)=-1,5.

b) fn’est pas dérivable a gauche car la demi-tangente
est verticale. f7;(2) =0,5.

O f,2)=-4
=3

L'inégalité de Huygers
o Trigonométrie.
o Etude de fonctions trigonométriques et polynomiales (chan-
gement de variable).
Les objectifs :
o Savoir utiliser la trigonométrie et des changements de
variable pour démontrer des inégalités non classiques.

1. Résoudre, pour x € [0 ; g[, 2 sin x + tan x = 3x

S i
revient a résoudre, pourx € |0 ; 3

2sinx +tanx—3x = 0.
Posons f(x) =2 sinx + tanx — 3x et étudions les varia-
tions de f.

3 2

F(x) = 2cosx + 12 3= 2cos™x —3§os x+1 '
cos x cos x

Le signe de f’(x) est celui de 2 cos3 x —3 cos? x + 1.
2. Posons cosx=X avec 0<X=<1.
Etudions le signe de P(X)=2X3-3X2+1sur]0;1]:
P/ (X)=6X2-6X=6X(X-1)>0 pour Xe ]0;1].
Donc P est strictement croissant sur [0 ; 1] et P(0) =1,
donc pour tout Xe ]0;1], P(X)>0.

D’ou le tableau de variations de f:

X 0

NIa

f'x)| O +

W o ——

Sixe [0 ; g[, alors f(x) =0,

doncsi x e [0;;[, 2sin x +tanx = 3x.

d) Pas de dérivée a gauche ni a droite car fn’est pas
continue en 2. a).

ma)t(x):]%:xﬁ,et limOxJ;c =0

donc fest dérivable en zéro et f(0) = 0.
b) t(x) = |x|] et lim |x| =0 donc fest dérivable en zéro
etf’(0)=0. *~0

_ 1
| 46 KR Six;tO,]—tpcx)—é£92 =XCOSy ;0r

xcosy | < x|,

dot lim SO _ ¢
x>0 x-0
festdérivableenOet f/(0)=0.

2.Pour x € R*: f’(x) =2x cos )1_5 —sin}c .
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Dérivées de fonctions composées

2
A () - 251
(x-1)?

2.a) Posons u(x) = /x . uestdérivable sur ]0; + oo[
et g=fou. Donc g =(f"ou)xu’, soit:
x-2Jx-1_ 1

(S-1)"  2.x
pour x€ JO;1[U]l;+eo.

b) Posons u(x)=x?2, alors h=fou.
xt-2x? -1
(- 1)°

¢) Posons u(x) = J/x, alors k=ucf.
x> /x est dérivable sur |0 ; + o[, donc k est dérivable
sur |1;+eof, et K'=(u o f)xf" :
1 X -2x-1
X 7
2yl (=D
x-1
d) Posons u(x)=sinx, alors m=fou.

g'(x)=

Donch’(x) = x2x pour xe R—{-1;1}.

k'(x) =

2

.2 .
sin“x —2sinx — 1

- 5— X COSX.
(sinx -1)

m’(x) = f'(u(x)) x uw'(x) =

XA a) £/(x) = — 6sin2x cos?2x ; sur R.
b) f’(x) = 6sin3x cos3x = 3sin6x ; sur R.

ma)f’(x):w . pour x£k=, ke Z.

sin32x
—6sin2x T T
b) f(x) = —————= ; pour x= = +k=, ke Z.
f' cos*2x P 4 2

Il /(x) = p sin? ~ ! x cos? x — g sin® x cosd ~ Lx
donc f’(x) = sin? =1 x cos?~1 x[p cos x — g sin x].

S 1. f est paire et dérivable sur I, donc pour x
de I, — x est élément de I et f(— x) = f(x). En dérivant,
on obtient — f'(— x) = — f’(x), soit f'(— x) =—f’(x). Donc
f” est impaire.

2. De la méme facon, de f(-x) =-f(x), on obtient
—f'(=x) ==f"(x), soit f’(-x) = f’(x). Donc f” est paire.

Trouver la fonction

3
B f(x) = ' tax+b donc:

x2+1
3x4+(9—a)x2—2bx+a

fx)=
(x2+ 1)

On est ramené a résoudre f'(0) =4 et f(0)=3.
Ontrouve b=3 et a=4.

B ® £(x) = ax3+3x2 +3x donc f'(x) = 3ax? + 6x +3.
34

fadmet un extremum local pour x =1 si et seulement
si f/(1) =0 et f’ change de signe en 1.

ff1)=0 © 3a+9=0 @ a=-3.

Pour a =-3, f’(x) change de signe en 1, d’oti le résultat.

I ® On obtient le tableau de variations :

X |—oo 0 + o0
I
o

D’otl1 une courbe possible :
e
o)

Résolution d’équations

ISR ® ftudions les variations de f: x+—> x5 —x3 + x—5.
Fix)=5x*-3x2+1.

Posons X = x2; 5X2-3X+1>0 pour tout X (A <0).
D’oti les variations :

X | —oo + oo

f'(x) +
f ., — 7

Le tableau de variations montre I’existence d’une
solution unique oc. On trouve — 1,67 <o <-1,66.

EA® x(2x+1)2=5 & 4x3+4x2+x-5=0.
fx)=4x3+4x2+x-5; f'(x) =12x2+8x + 1;

or A<0 donc f'>0. fest dérivable, strictement
croissante sur R.

f(0) <0 et f(1) >0, doncil existe une solution unique
o e ]0; 1] tel que f(or) =0. On trouve 0,77 < . < 0,78.

A1) - —— L <
(x-1)" 2./x
2. a) f est décroissante, lim1 f(x)=+e et f(2)<0,
X —>

donc fs’annule une fois entre 1 et 2.
b) On trouve o=1,7.

Dérivées successives

IR 1. f/(x) = cos x—x sin x = cos x +x cos (x + gj



f”(x) =—sin x + cos (x+g)—x sin (x+g)_

:2cos(x+7—5)+xcos (x+m).

2
fO)(x)=-2sin (x+g)+cos (x+m) —xsin (x + 7).

=3 cos (x + ) + x cos (x+3127—t) .

On utilise cos’ x = cos (x + g) .
2. Posons I'hypothese de récurrence :

f(")(x):ncos(x+(n—l)7—5\+x cos (x+ng) i
2,
Alors f("+D(x) =n cos (x+(n 1)72E th)
vcos (x+nS txcos [x+nt+ T
( 2 ( 2 2)’

soit f(1+D(x) = (n+1) cos (x +n z\
y

+ X COS (x+(n+1)g}

b _(a+tb)x+a- b
1 Iy |

[ 59 SN ()= -

Ce qui conduit a resoudre le systeme :
a+b=2¢eta-b=0,
doua=1et b=1:

)= g+
2f10) =~ (x—ll)z_(x+11)2 ’
J= (x —21)3 (x +21)3
Par récurrence : f()(x) = ()’: _(1)1”)+1 ()’;’Jr(;)ln)j .

Optimisation

KB 1. a) AM est positif et la fonction x — x2 est
strictement croissante sur [0 ; + o[ donc, par compo-
sition, « AM est minimale » équivaut 3 « AM? est
minimale ».

b) d(x) = (x - 1) + GC - (—1))2 car M(x : )lc)

:(x—1)2+GC+1)2

2,1
X x2

=x2-2x+2+

2.d'(x)=2x-2- —5—%,pourtoutx>0,

X X

X —x3—x—1)

3
X

etflx)=x*-x3-x-1.

donc d’(x) = 2

3.2) f/(x) =4x3 - 3x2 -
et f”(x) = 12x2 — 6x = 6x(2x — 1) pour tout x > 0.
Il en résulte le tableau suivant :

x |0 % 1 oo
) -0+

-1 + o0
f'(x) T~ _g B

-2 oo
0 T,

b) f est continue donc d’apres ce tableau, I’équation
f(x) = 0 admet une unique solution o dans I et

1,72 <o <1,73.

¢) f(x) <0 lorsque x € ]0; af.

fltx)=0 lorsque x=o.

flx)>0  lorsque x e Jou;+ .

4. Puisque x > 0, d’ est du signe de f d’ou le tableau
suivant :

X 0 o + oo
d'(x) - 0 +

dp) ||| T

Ainsi AM est minimale lorsque x = o.

1

—+1
5. ¢ (AM) a pour coefficient directeur m = 3_ T
¢ La tangente en M a ’hyperbole a pour coefficient
directeur m’ = - lz .
o

l+1

1+1
o x( 1)_' o o+l
= x[-=|=r = .
o—1 o o’ — o ool

Mais o est tel que f(x) =0ie ot -3 —o—1=0

Donc mm’ =

doncot-od=a+1
.. o+1
etainsimm’ =—- —=-1.
o+1

Comme le repere est orthonormal, (AM) et la tan-
gente sont perpendiculaires.

KEH® A1 F(x)=-3x2+ 2 = 3([3 +x)(f§ —x).
D’ou le tableau de variations :

x |0 /3 3

2
0
3.3
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montre que ; et ¢, sont au-dessus de la courbe
3.

d)
yA y

L’étude des signes de f(x) —y pour les deux tangentes

to

9
‘—,1 X=
1. h
[¢) ] \5 x> 3. L’aire est maximale pour x = — %, elle est égale
a 343
B. 1. D% = x2 + h? (triangle rectangle).
2.xh2:x(D2—x2)- 4, All—xz(l—x)=1.
3 5 9 xe [-1;1], donc, comparons les carrés
or DZQ et xh :x(z—x):f(x). (1-x)(1-x)=1 & x —x=0,
x=0
3. L’étude A. donne x = é et h= % . !
2 4 1-.5
it x(x2 1)=0 o {27 -
soit x(x*—x-1)=
KEEAQ 1. L aire du triangle MNI est égale a :
1 X :1 +ﬁ
EMNXHI:HMXHI:Jl—xZ(l—x) 372
2.2) f(-1)=f(1) =0. x5 est & rejeter ; x, =— 0,618
by o [0 =fCD _AJ1-x*(1-x)
x+1 x+1
_(1-0)T-x Etudes de fonctions
J1+x 63 °f:x'+x3_3x_6
lim (1 x)J/1-x =22et lim A/l +x =07%,donc:
x—-1 x—>-1
lim Jo) -fi=1)
x—-1

2(x+2)
X+l

fn’est pas dérivable au point —1. Mais € ,a une tan-
gente d’équation x =-1

f(x) —f(l) _ A1 —x2(1 x)

12

x—>1

f(x)z _f(l) 0 et festdérivableen 1.

, D(2x+1)
o f/(x) = (1-3) 1= = Dex+ 1)
21— x? J1-x2
AN
x -1 % 1 o
| || + 0 0 o _2
3.3
f(x) 0 / e \ 0




b

1. Transformons I'écriture de A(x) =a(x—1)%+ 3

2a(x —1)*(x +2) +2b

Alx) = 2(x+2)
_ 2ax®—6ax +4a+2b
- 2(x+2)
A)=f(x) & 2a=1¢et 6a=3 et 4a+2b=-6.
_1 4. _1o e 4
Donc a=; etZ— 4,f(x)—2(x 1) G
° 1 T _0+ : — 4o
2.a) x1_1>n_1°<,x+2 0+ donc xl_l)rr_lmf(x) +o0;
-4 : ~
xgnzmm—O donc xlin:wf(x)—+ .
. 1 2.9
° 1 - —1 =—;
Jmse-D7=3
lim —i=+oodonc lim fix)=+o;
x—-2" x+2 x—-2"
. 4 .
lim — ——==-0c donc lim flx)=-o;
x—-2" x+2 x—o-2"
4 x2(x+3)
b)ff(x)=(x-1)+ = :
F=&-1) (x+2)2  (x+2)°
X |—o0 -3 -2 0 + oo
f’'(x) - 0 + + 0 +

|l T T

m— 4 4
3.PM|0;— —— | ; PM= —— et
x+2 |x + 2|
I" est une courbe asymptote a €.
4. Voir la figure au début de I'exercice.

lim PM=0.

X

(64 LENIOE 24" —4x-2
(x-2)"
f(x) est donc du signe du trindme 2x2 — 4x — 2.

Or ce trindme a deux racinesxlzl—fg-6 etx,=1+ —“2@,
d’ot le tableau suivant :
X —o0 —1 X1 1 2 X2 + oo
f’(x) + 0 - - 0 +
fixq) + o0 + o0
f(x) +°o/9/ 1&__”0 \f(xg)/
xz
lim f(x)= lim =—= lim x=—o.
X——o X—>-0 X x—o-o
lim f(x)= lim x=+e.
X —>+ o X >+ oo
. . 1
Iim f(x)=lim ——=—-o0
x—>2f( ) x—2X—
x<2 x<2
. . 1 .
et lim f(x)=lim ——== 4o car lim x(x+1)=6.
xazf() x2X=2 x—2 ( )
x>2 x>2 6

2.a) Pour tout x, x 22, flx) - (x + 3) = )

donc lim flx)-(x+3)= lim f(x)-(x+3)=0.

Ainsi d : y = x + 3 est asymptote a ‘6, au voisinage
de + o et au voisinage de — eo.

b) ) \/

x

3.2a) X2 + (1 - m)x + 2x = 0 équivaut a f(x) = m.
Alors d’apres le tableau de variations et puisque
foxy) < fxy)
* Jorsque m < f(x;), cette équation a 2 solutions ;
* lorsque m = f(x,), cette équation a 1 solution ;
e lorsque f(x;) < m < f(x,), cette équation n’a pas de
solution ;
¢ lorsque m = f(x,), cette équation a 1 solution ;
e lorsque m > f{(x,), cette équation a 2 solutions.
b) cos (2u) +2(1 —-m) cosu+4m+1=0 [1]
avecu € [0;2n[ équivaut a
f(cos u) =m avecu e [0;2n[.

Or cela équivaut

afiX)=mavecX=cosu,uec [0;2n].
Comme — 1 < cos u < 1 pour tout u de [0 ; 2n[ il con-
vient de résoudre f{X) = m avec — 1 < X < 1 pour
commencer.
Pour cela, faisons intervenir (- 1 ; f(— 1)) et (1; f(1))
dans le tableau de variations de f, on obtient alors :
e lorsque m < — 2 ou m > f(x,), I'équation AX) =m
avec X € [-1; 1] n’a pas de solutions ;
e lorsque m = f(x;) ’équation a une solution X = x; ;
¢ lorsque m = —2 I’équation a une solution X =1 ;
e lorsque m € [0 ; fx;)[ 'équation a deux solutions :
aeth;
e lorsque m € -2 ;0[ ’équation a une seule solution : c.
Il en résulte que :
e lorsque m = f(x;), [1] a pour solution les réels u tels
que cos u = f(x;) ce qui donne deux solutions ;
e lorsque m = — 2, [1] a pour solution les réels u tels
quecosu=1lieu=0;
e lorsque m € [0; f(x;)[, [1] a pour solution les réels u
tels que cos u = a ou cos u = b ce qui fournit quatre
solutions ;
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e lorsque m € ]-2;0[, [1] a pour solution les réels u
tels que cos u = ¢ ce qui fournit deux solutions.
Conclusion :

e lorsque m € |- ;-2[ U [1] n’a pas de solutions ;

e lorsque m = -2, [1] a 1 seule solution ;

e lorsque m € -2 ; 0[ U {f(xy)}, [1] a deux solutions ;
e lorsque m € [0; f{x;)[, [1] a quatre solutions.

| 65 b i

lim (x2-2x)= lim x?>=+co;

X — —o X —> —0°
e lim (x2-2x)= lim x%2=+co.
X — + oo X —> + oo
Alors  lim f,(x)=+oco et lim f,(x)=+0o.
X =+ oo X —>—oo

2.1, (x)=n(x>-2x)""1(2x-2)
=2nx" " 1(x-2)""1(x-1).
* Si n est pair, n— 1 est impair :

X | —o 0 1 2
f,(x) - 0 + 0 -0

fp(x) \ 0 /1\0/

e Si n est impair, n — 1 est pair :

f,(x) est dusigne

dex-1.
X | —o 1 + o0
£ x) -0
) T~
3.°fn(1+h):[1+2h+h2—2(1+h)]"

=(h2-1)"=
Donc f,, est paire.
e f,(x) =x"(x—-2)"; les valeurs de x solutions sont les
racines des équations x(x—-2)=0 ou x(x-2)=1.
A@2:0), A’(1- 45 :1), 0(050), A”(1+ 45 :1).
4.

L=h).

S

—_

-

’

(@]
’
’
—_
S
\
N
x

38

KA 1.a) lim f,(x)=+
X — 400

lim f,(x) = + oo, la droite d’équation x = 0 est
x—0

x>0
asymptote verticale a 6,.
2
b) 11rn fx(x) x= lim 2—}‘+7L =0
X—>+o00 X x3

donc d : y = x est asymptote oblique a ‘6, au voisinage
de + co.

2.a) Pourtoutxde L, f(x)=1- %—3%
X X
_ oo o 37
=
X
(3N )
e
X
d’ou le tableau suivant :
X 0 m + oo
() - 0 + 0
+ o0 o
9

b) D’aprés le a) x; = 96m

3.a) Pk(ﬂ 16A/7 j donc ses coordonnées vérifient

I’équation y = ~9— X.
Donc I'’ensemble des points P, est inclus dans la

droite d’équation y = %x.

b) Réciproquement, si M( ) avecx >0

alorsM =P, oi A== 3

En effet x étant fixé cela revient a choisir A > 0 tel que
2

3N =xied= %

Conclusion : L’ensemble des points P; lorsque A décrit

I est la demi-droite d’équation y = E

9x;x>0.

KA 1.« lim f(x)=+c.
X —>+ oo

e En — o, transformons I’écriture :

[(x+1) = A/x2 +4x][(x + 1) + AJx% + 4x]

fx) =
(x+1)—A/x2+4x
1
B S B
(x+1)— Jx? +4x 1_,_1_,_ /1.‘_‘_1
X X
d’ott lim f(x)=-
X —>—o0
2.Etudions lim [f(x) - (2x +3)].
X = +oo



—4
f(x) = (2x+3)= Jx? +4x —x-2= ,
X%+ dx + (x+2)

dot  lim [f(x)-(2x+3)]=0".
X—>+oo

La droite d’équation y =2x + 3 est asymptote a €.
3. ¢ Etude de la dérivabilité de fen 0 :

t(x):f(x;:f(0)2x+ ”;2+4x:1+ /1+; ;

lim #(x) =+ o, donc fn’est pas dérivable en 0.
x—=0

e Etude de la dérivabilité fen —4: f(—4)=-3 et:
()= [ S _x+d+xx+d) J-x .
x+4 x+4 x—4

lim #(x) =—c, donc fn’est pas dérivable en —4.
x—-4

4.1 ()=1+

xX+2
X%+ dx
esix=0, x+2>0, donc f'(x)>0;

esi x<-4, x+2<0, donc _X+2 <0.

x> +4x
X+2 ]2
X%+ 4x
2 2
x+4x+4.1_ X+2 __ 4 <0.
X%+ dx X% +4x

2
Donc,si x <-4, f'(x)<0.

’

Comparons 12 a [

soit1a
x“+4x

X | —oo -4 0 + oo
f'(x) - //// +
f(x) -1 \ -3 ”

YA g

Y

BRE

| 68 HIN a) F est dérivable sur R, donc G est déri-
vable sur R :

G'(x) =F'(x) -F’(-x) =0 (F’ est paire).

b) G(0) =2F(0)=0 et G'(x)=0, xe R.

G est une fonction constante et G(x) = G(0) =0.
D’ou F(x) + F(-x)=0, donc F(-x)=-F(x). Fest
une fonction impaire.

2.2) x+— )lc est dérivable sur I, et F est dérivable, donc:

’ T _l v 1 _ 1 _l 1 _
H(x)_F(x)+( xz)F(x]_—“_xz e

xZ

b) H(x) = cte = F(1) + FG] _2F(1).

o lim F(l) = lim F(u) = F(0) =0.

x>+ \X
lim F(x)= lim H(x)=2F(1).
X — +o0 X =+ oo

d) La courbe € admet la droite y = 2F(1) pour
asymptote.
3.a) T’(x) =F’(tan x) x tan” x — 1
1 1
= X
1 +tan’x
T est constante.

b) TC{) =T(0)=0, donc F(1)=7 .

-1=0.

COSZX

4. x | 0 +
Fo/

YA

TR

nNa

Y

IEER® 1. Pour tout réel x,
® f(x +2m) = sin(3x + 6m) — 3 sin(x + 2n) = f(x) donc
fest 2n-périodique ; il suffit d’étudier f sur un inter-
valle de longueur 21t : [- 7 ; 7] par exemple.
® f(—x) =sin (- 3x) — 3 sin (- x) = f(x) donc fest paire ;
il suffit d’étudier fsur [0 ; x].
® f(n—x) =sin (3nw—3x) — 3 sin (T —x)

=sin (T - 3x) — 3 sin (T —x)

= flx)
ainsi la courbe de f est symétrique par rapport au
point I (E ;- 4J .

2

11 suffit donc d’étudier fsur [0 ; Tﬂ ensuite avec une

symétrie de centre I on obtient la courbe sur [0 ; «t].
Avec une symétrie de centre 0 (origine du repere) on
obtient la courbe sur [-7 ; ] et enfin avec des transla-

tions de vecteurs k2m? ,k € Z on obtient la courbe sur R.
2. fest dérivable sur R car sin I’est et x — 3x aussi, et
f'(x)=3cos3x-3cosx

= 3(cos 2x cos x — sin 2x sin x — cOS x)

= 3(cos x(cos 2x — 1) — sin 2x sin x)

= 3(cos x(- 2 sin? x) — sin 2x sin x)

= 3(-sin x(2 cos x sin x + sin 2x))

= 3(-sin x (2 sin 2x))

=— 6 sin x sin 2x.

Chap. 3 @ Dérivation ® 39



. T
3. Sur [0 , 2} :
e sin x > 0 lorsque x € }0 ; Tﬂ etsin0=0.
e sin 2x > 0 lorsque x € }0 ; g[et sin 0 =sinw = 0.
Il en résulte le tableau suivant :
T
x |0 5
f'x)| o - 0

| O —— |,

<y

POl ® Partie A

1. a) b) Pour tout x de I, u’(x) = tan® x et ainsi u’ = 0

sur L.

La fonction est donc croissante sur I et comme

u(x) =0, pour tout x de I, tan x —x = 0O ie tan x = x.

2.a) La fonction tan est strictement croissante et

continue sur I, et 'image de I est [0 ; J31.

Ainsi la fonction tan? est strictement croissante et

continue sur I et 'image de I est [0 ; 3].

Puisque 2 —1 € [0; 3], il existe un unique o dans I

tel que tanZ o = /2 — 1.

b) De ce qui précede,

e lorsque x € [0 ; ], tan? x < tan? o
donctan?x+1- .2 <0;

e lorsque x € [oc : Tﬂ ,tan? x = tan? o,
donctan?x+1- .2 =0.

¢) Pour tout x de I, v/(x) = tan® x + 1 — /2, d’aprés

le b) on en déduit le tableau suivant :

x |0 o g
v'(x) - 0 +

0 T2

v(x) \ v /1 -3

40

Il en résulte que, pour tout x de I, tan x —x./2 <O0.

Partie B 5

1. Pour tout x de I, (x —>tanx — x — %) = tan? x — x2.
Or tan? x — x2 = (tan x + x) (tan x — x)

et pour tout x de I,

etanx +x =0, puisque tanx =0etx =0;

e tan x —x = 0 d’apres le 1. b) Partie A. X

o .. X
On en déduit les variationsde A: x — tanx —x — = :

¥
b's 0 g
h'(x) -
0
he |, n(®
J

3
Ainsi pour tout x de I, tan x — x — % =0
E
etdonctanx = x + 3

3
2. Posons, pour tout x de I, y(x) =tan x —x — 2

et 7(x) = tan? x — 2x2 3
= (tan x — /2) (tan x + /2 x).
En raisonnant comme dans le 1. avec le signe de v
sur I, on obtient pour tout x de I,
2%
tanx —x — 3 <0

3
etdonctanx < x + 2%

3. Pour tout x € [— T ; 0} ,—X€E [O ; T—T donc d’apres

3 '3
le 1. etle 2.
3 3
—x+ (_;C) <tan(-x)<-x+ (_3x)
3 3
ainsi—(x+x—j$—tanx<—(x+2i\
3 3

3 3
2x X
etdoncx+T <tanx <x+ 3

Wall® 1.0)/(x) = g0 -0 _ gl ;
x-0 x

or =0.

1
xsin=
X

1
xsin=
X

< |x|, alors lim
x—0

g est dérivable en 0 et admet pour nombre dérivé 0.
b) Tangente au point O: y=0.

1 1 .
2.a)g(ﬁ):kz—nzsmkn=0.

b) o> 0. On veut L<0L, soit €L <k.
km (0%

Il existe une solution k; € N. Alors, toutréel k; +n
est également solution, n € N.

3. La courbe € coupe la tangente en O en une infinité
de points.



AR 1. a) Pour tout x de [0;7]:
g’(x) = cos x —x sin x — cos x
=-—Xxsinx.
Sur [0; 7], sinx >0six#0etsin0=0doule tableau
suivant :

X 0 b
g'x) -
g |0 T—
b) D’aprés ce tableau, g(x) < 0 pour tout x de [0 ; Tt].

2. Pour tout x de 10 ; ], f'(x) = w donc
x

f(x) <Osur]0;w] d’apres le 1.

Ainsi f est strictement décroissante sur 0 ; «] et f
continue sur [0 ; ] donc fest strictement décroissante
sur [0 ; 7).

2
3.a) '(x)=cos—1+ %
¢”(x)=—sinx+x
¢ (x)=—cosx+1.
11 s’ensuit le tableau :
X 0 + o0

14

¢
o | o B
¢ o T
® o — "

Ainsi, pour tout x de [0 ; + o],

3
. X
o(x)=0iesinx—-x+= =0
= 6
3
. X
donc x —sin x < -

De plus, pour tout x de [0 ; + oo,
¢”(x) = 0donc x —sinx = 0.

Ainsi, pour tout réel x, x =0 s

. X
O0<x-sinx =< -

sinx

-1
b) lim JM: lim X
x—0 x-0 x—0 X
. sinx—x
= lim ———.
x—0 x2

Or d’apres le 3. a), pour tout x > 0,
sinx—x _ - X

0= 5 = —=
sinx — x N

donc lim —— = 0 par encadrement et ainsi fest

x—0 X
dérivable en 0 et f'(0) = 0.
4.

]
€
X
¢) T

Prendre toutes les initiatives

Notonsf:xl—>x3pourtoutxde[Retg:xH 1
pour tout x # 0. *

1
’ _ 2 ’ =
f/(x)=3x*etg’(x) = 2
Ainsi les courbes ont des tangentes paralleles au
point d’abscisse a équivaut a 3a% = 12 . Cette équation

a
n’a pas de solution donc il n’y a pas de telles tangentes.

IEZE Notons D = R\{-1; + 1.

Pour tout x de D,
2,2 3
, ox"(x -1 -2x +3)x2x
fy= DG+
(x"-1)
4—6x2—6)c

donc f'(x) = 2x 3
(x"=1)

Ainsi f(x) est du signe de 2x* — 6x2 — 6x.

Notons g : x — 2x* — 6x% — 6x pour tout x de R,

alors g’(x) = 8x3 - 12x - 6

et g”(x) = 24x2 - 12.

Il en résulte le tableau suivant :

1 1
X |—o -— — o + o0
J2 J2
g”x) + 0 - 0 +

gw|_ 7 N T v, — e

gk |t ———— gy "7

o) el
1 ﬁ 2 ,\& :

Drapres ces variations, g’ est continue sur R donc il
existe un unique o € R tel que g’(x) =0.

¢ g(0r) =20 - 602 - 60,

= o203 — 60, 6).
Or g’(o) = 0 donc 803 — 120.-6 =0
12o0+6 3 3
donc o = T 5%+ 7
Ainsi g(o) = 030 + 3 — 60. — 6)
= o~ 30— 3)
=-3a(a+1).

Comme 1 <o <2 (car g’(1) <0et g’(2) >0)

alors g(a) < 0.

* On en déduit d’apres les variations et la continuité
de g, qu’il existe x; et x,, x; < x, tels que g(x;) =0 et
8(x,) =0 etil s’ensuit le tableau :

X — oo X1 X2 + oo
gx) + 0 - 0 +

f(x) e / f(X1) \ f(X2) / + oo
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&R ® On pose, pour tout x de [0 ; Tﬂ )

flx)= T%x—sinx et g(x) =sinx—x.
En étudiant les variations de fet g, on démontre que
flx) <0etg(x) = 0pour tout x de [0 ; g} d’ou I’enca-

drement.

YA ® Notons f: R — R
X — cos (sin x) — sin (cos x).
fest 2n-périodique et paire, de plus,

* pour tout x de E ;n},()s sin x < 1 donc

cos (sinx) >0et-1 =< cosx < 0donc-sin (cos x) = 0.
Ainsi f(x) > 0 donc cos (sin x) > sin (cos x).

¢ pour tout x de }0 2[ d’apres I’exercice 75,

2x .
—<sinx<x
T

donc cos (sin x) > cos x (cos est strictement décrois-
sante en JO ; g[)

et sin (cos x) < cos x (car cos x € JO ; g[)

Ainsi cos (sin x) > sin (cos x).
Par parité et 2n-périodicité de f sur R, on en déduit
que cos (sin x) > sin (cos x) pout tout x de R.

| 77
de (AP)esty = > 1

Posons a (a >2) I’abscisse de A, une équation

x+1+L.

Ainsi 'ordonnée de B est 1 + %2

Il s’ensuit que I’aire de OAB est
A(a) = %ax (1+a%2)

a a
A(a)=§+aT2.

Etudions sur ]2 ; + oo[ les variations de A : a — A(a).

Ay=L_ 2 22(a—<2+f2>)<a—2(2—f2))
(a-2) 2(a-2)
d’ot le tableau :
x |0 2+ .2 + oo
A’(a) - 0 +
Aa) T

D’apres ce tableau, I'aire de OAB est minimale lorsque
a=2+J2ie AQ+ J2:;0)etB0;1+ /2).

A Posons f(x) = sin 3x et g(x) = tan x alors
sin 3x f(x) f(O) x-0

tan x x-0 g(x) -g(0)°
fet gsont dérivablesen O et f(0) =3 et g’'(0) =1

donc lim 32 3x =3x1=3.
r—0 tan x
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&R 1. Pour tout x de R, fx)= donc

1+x

:xA/1+x2
1+x2

donc (1 +x2) f(x) =xf(x) [1]
2. On raisonne par récurrence sur n avec x fixé réel
arbitrairement choisi.
¢ [ ’égalité est vraie pour n = 0 ; il suffit pour cela de
dériver [1]
¢ On suppose 1’égalité vraie pour n quelconque puis
on la dérive, I’hérédité est alors démontrée :
A+ 42 (x) + 2n+ Dxf+ D (x) + (B2 -1)f(x) =0
donc
2f "+ (x) + (1 + x2)f+3) (x) + 2n + D)F "+ D (x) +

@n+ Dxf®+2) (x) + (n2 - 1)f+D (x) =0
cest-a-dire (1 +x2)f(+3) (x) + (2n + 3)xf" +2) (x)

+ (n2 +2n)f+ 1) (x) = 0.

1 +x3) f(x)=(1+x?)

Orn?+2n=m+1)>-
donc (1 +x2)f+3) (x) + (2n + 3)xf"+2) (x)
+((n+1)2=1D)fn+D (x)=0.

B « o(x) = i(x- D(x-5) ;
[55+e[, gx)=

si xe ]1:5[, g(x) = AJ-x2+6x-5 .
*g(3+h)=g(3-h), doncladroite d’équation x =3
est axe de symétrie.

si xe J-oo;1]uU x2-6x+5;

exe |l;5],
{yzz_xzmx_s {(x—3)2+y2=4
=3
y>0 y>0

La courbe est le demi-cercle de centre Q(3;0), de
rayon 2 correspondanta y >0.

exe ]-oo; 1JU[S;+0of, g(x) = x> —6x+5;
, -3
g'(x)= —=
x2—6x+5
X - 1 5 + oo
9’ - Y +

gix) \0%0/

e Lesdroites d : y=x -3 et d : y=—x+3 sont
asymptotes a 6.

yA
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El AL lim [0SOy, [ X g
x>0 x-0 PN
donc f'(0)=0.
, 1 x?(3-2x)
2.f'(x) = - X N >
X ( —X)
(1-x)?
f’(x) estdusignede 3-2x.
X 0 1
f'(x) +
f(x) 0 /
N 1 A1 .
3.]((2) = z et f(ZJ—Z,
I' a pour équation y =2x — % .
4. yA r
d
/’)'//’
....... --M/'/
Ny
o) ::\ X
B '\\/I, . \
T
,,,,,,,,, YR

5.M(x;y)eT & x(x2+y?)-y2=0

x3

S Y2(x-1)+x3=0 & y?=

N

6.a)Me €nd: x3 M[—
yo=a— 1+7

y=tx
1 t
M’(——w—, )etNl ‘
1+2 7 1+£2 (130

-
*Si xe [0;1], alors y = ’x—x ou y=- / .

1+t,

. 2 A
b) MN|1-—— ;- L |

1+ 1+
soit MN( 1 L)
1+t2 1+¢
—
MN = OM

¢) Construire d puis M et N

—>
On obtient M" par OM’ = MN

B. On peut choisir une solution analytique. On peut
aussi utiliser les propriétés du produit scalaire.

—_— = o > =
1.a) NM - NO=(NI + IM) - NO

- — > —
=:NI.-NO +IM - NO

— — — —
=NI-NO (IM-NO=0)

— o >
= NI (NI+10)=NI
— s = > > > = >,
OM-ON=ON:(OI+IM)=0ON-OI=0I".
=y o = — > — ——
b) NI'=NM-NO=M'O-NO=0OM":- ON
— - o
(OM’ et ON : vecteurs colinéaires de méme sens) ;
%
soit NI> = OM’x ON.,

H
De méme, OI> = OM x ON.
¢) En utilisant le théoréme de Thalés et OM = M'N,
on obtient le résultat.

oM’ et alors :
OM’ ’

x OM x ON = NI3.

d) On peut écrire OP =NIx ——
OM’
OM

2.1l s’agit de résoudre x =a3/2 et donc de connaitre
3/2, ce que permet la cissoide.

OP x OI% = NI x

IEEHR1. Laltitude des trois points est nulle donc

> >
c’est une figure dans le plan (O ;i ;j ) qui montre

ABC.

2. AB? = (xg —x5)* + (7p —ya)* + (25— 24)* = 12.
De méme AC?Z =12 et BC2=12.

Ainsi AB = AC = BC = /12 = 2./3 donc ABC est
équilatéral.

De plus OA = OB = OC =2 donc O est son centre (de
gravité en particulier).

3.a) €’ est le plan L a (AB) passant par O et C (car
O et C sont équidistants de A et B).

Si on note K(0;0; 1), 6" est le plan (OCK).

b) De méme c’est le plan (OAK).

¢) L’ensemble des points équidistants de A, B, C est
I'intersection des deux plans précédents : c’est-a-dire

9
(OK) = (Ok).
4. Pour que ABCD soit un tétra¢dre régulier, il faut

9
que D soit équidistant de A, B, C donc D € (Ok).
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Ainsi, nécessairement ses coordonnées sont du type
(0,0, d).
De plus, on doit avoir AD = AB ie 4% + d2 = 12.
Ce qui fournit d = /8. Nécessairement, si D existe :
D(0,0, /8).
Réciproquement, le point D(0, 0, /8) est toujours
AB = AC=BC=DA =DB = DC donc ABCD est
régulier.
Conclusion : il existe un unique point D répondant
au probleme, c’est le point D(0;0; /8).
5. a) D’apres Al-Kashi dans AMB,

AB? = AM? + MB2 - 2AM - MB cos AMB.

Or AM = BM (car M € (OCD) = plan médiateur de
[AB]) et AB? =12 donc 12 - 2AM? (1 — cos AMB).

D’apres Al-Kashi dans AMC,
AM? = AC? + MC? -2AC. AM cos ACM

or ACM = g car ACD équilatéral et M € [CD]
AC= 12

MC = /12 A car CT\/I = XCTS donc CM = |A|CD =ACD
carie [0;1].

Ainsi AM2 = 12 + 1202 -2 x /12 x /12 L x cos X

ie AM2= 12 + 1202 — 124 = 12(A2 = A + 1).

On en tire que 12 =2x12 (A2 + 1) (1 — cos AMB).

(page 82)

1. a) Faux ; contre-exemple f(x) = 2x + 3 sur
[0;3]ena=3.

b) Faux ; contre-exemple f(x) = x> en a = 0.

¢) Vrai (voir le cours).

d) Faux ; f(x) = x> + x — 10 sur R.

3. D’apres ’énoncé : f'(1)=a; f(-1)=c;
f)=a+betf(-1)=c+d.

a) Vrai. Si fest paire alors (1) =—f'(-1) donca=-c.
b) Faux, contre-exemple f(x) = x> + x - 10.

¢) Faux, contre-exemple f(x) = x.

d) Vrai. Si ac <0 alors (1) x f'(- 1) < 0 et f” est con-
tinue (car f” existe) sur R donc d’apres le théoreme
des valeurs intermédiaires, il existe x € (— 1 ; + 1] tel

que f'(x) =0.

XA 1. Vrai, par définition.

2. Faux, g’(x) = (1 + tan? x)f’(tan x).

3. Vrai, il suffit d’étudier ¢ : x — tan x — x.

4. Vrai, f' — g’ =0 sur I donc f— g est constante sur I.
L’hypothese intervalle est essentielle.

I 2. « Pas de difficulté en O eten 1,

Flx) = 2x—3x2 )
2A/x2(1—x)
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2
Dol cos(AMB) =1- — 1 =2x2—2x+1
2(M -A+1) 2 -A+1)
b) f est rationnelle déf sur R donc dér sur R et
4N -2
.f,O")= —
4A"=A+1)
2
* lim f()=_lim 2&_1
= 2
hm f(x)— lim ZL —_1.
h— -2

c) et d) A I'aide du tableau, cos (M) est minimal
lorsque A = % ie M milieu de [CD].

A |- O % 1 +e
() - 0 +
1
f
~2
N /

eV AN .
Comme AMB e [0 ; ﬂ ou cos est décroissante alors
AMB est maximal quand son cosinus est minimal ie

1
lorsque A = 5

een(:

f(X) f(0) VX (1 X) _

J1—x xcarx>OetA/7 X

donc lim M—@ -1
x—0 x-0
et fest dérivable en O et f7(0) = 1.

eenl:

) =) _ 1) _
x—1 x-1

donc lim flx)=—oo
x—1

x<1

—«/xz(l—x)__/\/ X
TN

1-—x —X

donc fn’est pas dérivable en 1.

¢ Variations

2 2\ 2
x |0 3 1 3)—3A@)
oo |1+ o - |

2
f(x) o/sﬁ\o




