chapitre

2 Fonctions : limites et continuité

Activités (page 20)

[ACTIVITE 1]

H Dans le cas @, f est continue sur [- 3 ; 3] puis-
qu’elle est d’un seul morceau.

Dans le cas @, fest discontinue en 1, donc n’est
pas continue sur [-3;3].

Dans le cas @, fest discontinue en 1 (f(1) =0),
donc fn’est pas continue sur [-3;3].

[ACTIVITE 2|

B1eSi xe[0;1[, E(x)=0;
*Si xe [1;2[, E(x)=1.
2.a) E(1)=1.

Travaux dlrlgés (page 39)
7D |
1

H1a) f(x)- (x+2)—— et hm - =0.

—S 4000 X

b) )1c >0< x>0,donc Cf est au-dessus de A pour

x > 0 (on étudie le comportement de fen + o).

¢) lim 1 =0donc A’ =Aet Cf est en dessous
xX—>-—0oX

de A’ pour x < 0. 3
2.a) Pourtoutx>-3,f(x)=2x-1+ — —

’;
b) A:y=2x—1.

i>0<:>x>—3,doncsur]—3;+<>o[,Aestau—
x+3
dessusdeCf.
H a) lim [f(x) *1= lim 2 0.
x— X+ X

b) A 1’1nf1n1 (+eo et —c0), la courbe Cyet la parabole
P d’équation y = x sont de plus en plus « proches »
I'une de ’autre.
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b) E n’a pas pour limite E(1) en 1,
car lim E(x) =0=E(1).

x—1
0sixe[0;1]
1sixe[l;2]
3.E(x)=9 2 si xe [2;3]
3sixe[3;4]
4sixe[4;5]

a) La fonction E est discontinueen 1, 2,3 et 4.
b) E n’est pas continue sur |3 ; 5[, car 4 est un point
de discontinuité.

H 1. £([0:2])=[0:4]; f(-2:2])=[0;4];
f(=2:4])=[0516]; f(J-o0;2]) =R*=[0;+e[;
fR)=R.

2. E(I)={0;1}.

) )Z—C >0 & x>0, donc Cyest au-dessus de % pour

x >0 et en dessous pour x < 0.

] 2 |

M 1. a) L aire du secteur circulaire OAM est
avec r=1.

h X r?
2

Mm x OA _sinh

2 2
c) Dans ’lhomothétie de centre O et de rapport

b) Aire(OAM) =

sink
cosh
OAXAT 1 y sinh
2 2" cosh’

o h , [AT] est 'image de [Mm] donc AT =

etl’aire du triangle OAT est

d)ﬂlﬁ\@\_xm nh

T
55 Coshsor[ pourtouthde] ’E[’

sinh<h< sink
cosh’



e) >0 donc la premicre inégalité équivaut a

S_.lzh < 1. cosh et h sont strictement positifs, donc

e N sinh
la seconde inégalité équivaut a cosh < 5 et

donc, pour tout / de }O ; g[, cosh < # <1.
2. Cela résulte de : pour tout A, cos (— ) = cos h et

sin(—h) _—sinh _sinh
-h  -h  h

3. Le théoreme d’encadrement et le fait que

lim cosx =1 permettent de conclure que
x—0

sinh

lim —/— =1.
hlino h
sinzﬁ sin2ﬁ
cosh—1 _ 2_ 2
H1.a) =2 = P
2
. h N
cosh—-1_Sm2 h
b) 7 ———h—xs1n2,donc,

2

puisque hlim % =1, lorsque A est voisin de 0,
-0

cosh -1 est voisin de — sinﬁ
h 2°
¢) Il résulte de la remarque précédente que :
lim cosh—1_ lim (— sin ﬁ) =0.
h—0 h—0 2
im S22l Gno=o
x—0 h
2. x> lim 2 =€0s0 _ 6
hs0 h-0

8] 3

M 1. a) La fonction f (polyndme) est dérivable sur R
et f’(x)=3x%+2. Pour toutxde [0;1], f(x) >0
donc la fonction f est strictement croissante sur
[0;1] (etsurR...).

De plus f(0)=-1<0 et f(1)=2>0, doncil

existe un unique réel oce ]0;1[ tel que f(a)=0.
uy+ v,

2.2) f( 5 ): £(0.5) = 0,125, donc u, =0 et

Vl = 0,5.

f( 5 ): f(025) = - 0,48, donc u, =025 et

VZ = 0,5

u,+v
b) f( e 2): £(0.375) =~ 0,19, donc

M3 = 0,375 et V3 = 0,5.

Usj + V3
f( ; )z £(0.4375) =~ 0,041, donc:

1, =04375 et v, =05.

f( ; ) = £(0,46875) = — 0,040, donc :

us=0,4375 et vs=0,46875.
¢) Parrécurrence: vy—uy=1, donc P(0) est vraie.

Supposons P(n) vraie : v, —u, = G)n )
. u,+v,
* Soit un+1:un et Vn+1: 5 , auquelcas:

1 1 n+1
Vn+1_un+1:§(vn_un)=(§) >

Ltn+Vn

et v

soit un+1:T n+1

=v,, auquel cas:

1 1 n+1
Vn+1_un+1=§(vn_un): 3 .

* De plus, pour tout n, u,, < o. < v, donc:

1\" 1\"
o= (et amu = (1)

Pour obtenir un encadrement de longueur infé-
rieure 2 10-3, il faut et il suffit de choisir # tel que

n
G) <1073, soit 2" =1000, donc n =10 car

29=512 et 210=1024.
U= 0453125 ; v,y = 04541015625 .
(A 10-7 pres par défaut, o =0,4533976.)

d) Pour toutn, 0 <sv, —a < G)n et
Oso-u,s= G)n et ,,l_ig}w(%)n =0.

Le théoreme d’encadrement (vu en 1'¢) permet de
conclure que les suites (u,,) et (v,) sont conver-
gentes et ont la méme limite o. Ceci démontre le
théoreme 7 (dans le cas particulier).

M 3.2) 0= 0,867 4103 prés par défaut.

b) o0=—-2,0945 a10~* pres par défaut.
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Corrigés des exercices

Maitriser le cours (page 44)

1. 2. 3. Limite d’une fonction

limite en - o en + oo
a) — oo + o0
b) e e
c) + o0 — o

[ 2 1 Corrigé dans le manuel.
a) lim fix) =5; lim fix) =5;
X ——oo X —>+ oo

lim flx) =+0o;
x—-1

m f(x) =—oo.

x—>-1"

b) lim fix) =0; lim fix) =0; lim3 flx) =+oo.
¢ lim flx)=-co; lim flx) =+eo.

M) im f(x)=—o;

X—>—oo

lim flx) =—co;

x—>-2

lim f(x) =+o0;
X =+

lim f(x) =+co.
x—-2"

b) lim fix)=2; lim fix)=2; lim fix)=—c.
X—>—oo X =+ Xx—0

¢) lim fix) =+e; lim f(x) =+oo;

X — — oo X — + oo
lim fix) =+e; lim flx) =—o.
x—-1 x—>-1"

M) lim f(0)=-2; lim f(x)=-2;
lim fix) =—co; lim flx)=+oo;

x—>1 x—>1"
lim flx)=+c; lim flx)=—-co.
x—2 x—o2"

b) lim f(x) =—00 lim f(x) =+ o0
X —>—o0 X —> + o0

lim  f(x)=+ec0; lim flx) =—oo;

x—>1 x—>1"
lim flx)=+e; lim f(x) =+ co.
x—2 x—o2"

¢) lim flx)=—oco; lim flx)=+c; lim flx)=—co.
X —>—o0 X — +o0 x—1

; lim flx) =+ ;

KW im fx)=0

x>0
lim f(x)=—oco; lim f(x)=—o0 ;
x—>0" x—2
lim f(x)=+e; lim f(x)=0.
x—2" X =t

Corrigé dans le manuel.
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BN im f(x) =+o.

x—1
f(x)>10% & 5x-1>103(x-1)2
& 1000x2-2005x+1001<0

A 641 —401 A 641 + 401
< 70 YT Ta00
et on peut prendre o = 0,07 .
=N lim f(x) =4.
x—=5

395 <f(x) <405 & 295x <1485 et 3,05x>15,1
< 496721... <x<5,033...
et on peut prendre 1=1]4,97;5,03.

Corrigé dans le manuel.

Bl iim fix) =-2; lim fix)=-2;
X — —oo X — +oo

lim fix)=—c; lim flx)=+eo.

x—>-1 x—-1"

La droite d; : y =—2 est asymptote horizontale et la
droite d, : x =—1 est asymptote verticale.

*f(x)+2= ;% . La courbe est au-dessus de d si et

seulementsi x>-1.

Corrigé dans le manuel.

EEN . 1im fix) =—o0; lim flx) =+oo.

x—1 x> 1"
b) lim flx) =—; lim fix) =0.
X =+ oo x—>§
2

BN 2 lim fix) =—o; lim fix) =+oo;
x—0 x— 0"
pas de limite en + oo .
b) lim fix) =n+1; lim fix) =+e.
x%g X — 4o

Corrigé dans le manuel.

BEEMa) lim fix) =+~. b) lim fix) =1.
Kkl ) 1im fix) =0. b) lim flx) =0.

4. Théoremes de comparaison

Corrigé dans le manuel.



EEN rour toutréel x>-1,x+1>0 et —1<cosx<1,

donc -1 COSX 1
x+1 x+1 x+1°
lim —L =0et lim —— =0,
x>t X+1 xo+e X+ 1
donc lim %—O
x>+ X+ 1
Bl im —— =0, donc lim fix) =3
x*>+oox+ X —> + oo

X2
BEEE im - =+, donc

7} lim f(x) =+oo.
X —>—oo

X —>— oo
I Pour tout réel x,— 1 < -cosx <1

doncl<2- cosx<3etl 1

— <
3 o5 1 et pour

o m=xel
lim  f{x) =+ co.

X— 4o

Pour tout réel x, sinx <1, donc :

5 et x2—Ssinx =x2-5.

x>-1,

D’ou

—5Ssinx = —

lim (x2-5)= lim (x2-5)=+c, alors:
X —> —o0 X —> + oo

Puisque

lim (x2-5sinx) =+
X +oo

lim (x2-5sinx) =
X—>—o0
XA En+ o (x>0):—x<xsinx<x

soitx2—x < flx) <x?+xet lim flx)=+ oo
X +oo

En-co(x<0):x <xsinx<-x
soit X2 +x < flx) <x?—xet lim flx)=+ oo
X+

(WT+x =)W +x+x)
(J1+x + )
1

_A/1+x+A/)7c'
2.a) Pourtoutx =0, /1 +x > ./x,

[ 25 FIFEor

donc 0<2x < [T+x+.x <2JT+x,
et L N1
2T +x 2.4x
b) lim . lim 1 =0, donc (théoréme
xote) [y xo+e 1+x

d’encadrement)

lim f(x)

X =+
déduire directement de la question 1.

= 0. Le résultat pouvait se

B 1. Pour tout xde |1;+ o[, -1 <sinx<1
donc, x —1 étant strictement positif,

2x — 1<f() 2x+1

. 2x -1 2x+1
2. lim = lim ——
x>+ X—1 x40 X—1

lim fix)=

X —>+ oo

=2, donc (théoréme

d’encadrement)

5. Limites d’une fonction composée

Corrigé dans le manuel.

E:la) lim _f+1=0 donc lim f(x)=0.
x—-c0 x4 1 X —>—oo
b) Sur |-1;1[, 1-x2>0; lim (1-x%) =0,

x—1

lim (1 x2)=0, donc hmf(x)— hm f(x) +oo,

x—>-1

b) lim fix)=—

X—+oo0

| 29 By lim f(x)=+ o}
x—1
a) lim f(x) =+e;

X——oo0

b) lim fix)=0.

X —+oo0

a) lim f(x) =+oo.
o
sin

b) f(x) = — X T

X

lim T=0et lim w:l
X400 X x>0 X
lim flx)=m.

X400

donc

Zoom sur le théoréme 7

1. a) fest un polyndme donc dérivable sur I et
f(x)=3x%+2.

b) Pour tout x de I, f'(x) > 0 : fest donc strictement
croissante sur L.

fest dérivable donc continue et strictement croissante
sur I : nous sommes dans les conditions d’utilisation
du théoreme 7.

Comme de plus f(0) x f(3) < 0, nous pouvons affirmer
que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution
dans L.

2. a) g n’est pas continue en I donc le théoréme 1 ne
s’applique pas.

b) Sur[0;1[,gx) =0 x= %etsur [1:2].

gx)=0ex= %ce qui est impossible ; donc I’équa-

tion g(x) = 0 admet bien une unique solution dans J.

6. Asymptotes obliques
Corrigé dans le manuel.
EA ) f(x)-x= %C
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sinx

or lim X% - Jim
x>+ X xX—>—o0 X
asymptote oblique a la courbe représentative de f

en —oo eten +oo.

= 0 : A est bien

Pour x>0, Slxﬁ est du signe de sinx, donc positif
sur tout intervalle de la forme [2km ; (2k + 1)n] et
négatif sur tout intervalle de la forme [(2k — 1)1t ; 2kn] :
la courbe coupe une infinité de fois son asymptote
(méme chose en — ).

b) f(x)— Gx+7) =— —— .

NIx|
lim —-5-:0, donc lim [f(x)-(3x+7)]=0 et
X —>+oo

v ]

Or, lim S =0 et

xo+e [lx]|

lim [f(x) — 3x + 7)]=0 : A est bien asymptote
X—>—o0

oblique a la courbe représentative de f en — o et
en +oo.

D’autre part, pour tout réel x non nul, — 2 <0:la
x|
courbe est toujours en dessous de son asymptote A.

1 . 1
ES - - - —
a) f(x)-(2x+1) x_4.Or xl_l)II_lmx_4 0,
1

et lim —— =0, donc lim [f(x)-(2x+1)]=0
X ——o0

x>+ X—4

et lim [f(x)-(2x+1)] =0 : A est bien asymptote
X =+ oo
a la courbe représentative de fen —eo eten +oo.

D’autre part, XL >0 x>4, la courbe est au-

-4
dessus de A pour x >4 et en dessous pour x <4.

b) (1)~ (x-2) =~ —

. li =
(x+1)2 ran (x+1)2

=0, donc lirr_l [fx)-(x-2)]=0

Oet

im —
x>+ (X +1)2
et lim [f(x)-(x-2)]=0 : Aestbien asymptote a
X —>+ oo
la courbe représentative de fen —oo eten +oo.
L <0 ,
(x+1)2
la courbe est toujours en dessous de son asymptote A.

Apprendre a chercher (page 47)

IZXel Un changement de variable
Les outils :

D’autre part, pour tout réel x #-1, —

o Limite de E;i( en zéro.

o Dérivée de la fonction sinus.

Les objectifs :

o Savoir lever une indétermination.

o Savoir reconnaitre le taux d'accroissement d’une fonction
dérivable usuelle.
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7. et 8. Fonctions continues
Corrigé dans le manuel.

f, fonction polyndme, est continue sur R. Sur
]~ o ; 0], f est strictement croissante,

f(J=o0;0]) =]-o; 1] qui contient —1: f(x) =-1
admet une unique solution dans ]—eo;0].

Dela méme maniere,sur 1=]0;2] etsur J=]2;+e],
fest strictement monotone et —1 appartient a f(I) et
f(J) donc f(x) =—1 admet une unique solution dans
IetdansJ : au total, ’équation admet donc trois solu-
tions distinctes dans R et trois seulement.

3 1 1 1 1
L1 f(-1)=-2:fl-2|=%; == ==,
R 1= 3(- )= D o=- Lo =]
2. On applique le théoreme des valeurs intermédiaires

sur [—1;—%], [—%;O] et [0;1].

EENL lim fir)= lim —x3=+co.
X = —o0 X —>—oo
lim fix)= lim —x3=-c.
X —>+ oo X =+ o0

2.a) Pourtoutxe R,
F)=-3x2+3=-3(x-1)(x+1).

fx)=0 © xe [-1;1].

b)| x |- -1 1 + oo

f’(x) - 0 + 0 -

f+°°\—1/3\+oo

3. f est continue et strictement monotone sur chacun
desintervalles |-2;-1[,]-1;1[et]1;2[ dont les ima-
ges sont respectivement |-1;3[,]-1;3[ et ]-3;-1]
qui contiennent tous 0.

Donc I’équation f(x) =0 admet une racine unique
dans chacun des intervalles :

1-2;-1[, ]-1:;1[ et ]1;2[.

1. lim sin3x =0, d’ol la forme indéterminée « g ».

x—0
2. Si X =3x, alors sm3x:3 sinX et Iim X=0.
x—0
lim $2X _ 1 donc lim f(x)=3.
x—0 x—0

3. Autre solution :
Si g(x) =sin3x, alors lim f(x)=g"(0)=3.
x—=0



Courbes asymptotes
Les outils :
o Limite a l'infini d'une fonction rationnelle.
o Tracé de courbes.
Les objectifs :
« Savoir trouver une fonction usuelle dont la courbe représen-
tative est « proche » de celle de la fonction étudiée.
o Savoir montrer qu'une courbe asymptote n’est pas néces-
sairement une droite.

. . x3
1. lim fix)= lim = =+oo.
X — 400 X—+o0o X
1 .
f— 2 I e—— — T
2. /() -x7] x+2> " xlin:wx+2

3. Pour x fixé dans |-2; + o[, XL représente la

+2
distance (dans un repere orthonormé) entre les deux
points d’abscisse x de la courbe €, et la parabole %

représentative de la fonction x — x2.

D’apres 2., cette distance tend vers 0, les deux courbes
sont « de plus en plus proches » lorsque x tend vers + .

ma)

lim f(x)=+cet lim g(x)=+ oo
X —>+ o X —>+ o

b) f(x)-x= L et

A/x2+1+x
1 1
Pour x #0, g(x) —x = =
2 1
X +1+x 14+=-+1
X

et lim [g(x)-x]= 1 .

X = +o0 2

lim [f(x)-x]=0.

X > 4o

Limites de fonctions
Corrigé dans le manuel.
EXla) lim fioy= lim fir)=1.
X —> 400 X —>—o0

x2-4 sannuleen —2 et 2.
De plus, x> — 4x — 12 s’annule en —2 donc, pour
tout x # -2,

2

x“—4x-12 _(x+2)(x-6) _x-6
floy = B 12_ (4 2)x=6)

Y2_4 x+2)(x-2) x-2
et limzf(x):Z.

x—-

Puisque lim (x2-4x-12)=-16,
x—=2

lim fix) =+ et
x—2

lm f(x) =—oco.

+
x—2

Si flx) se comporte comme x pour les «grandes
valeurs » de x, (la droite d’équation y = x est asymp-
tote a la courbe représentative de f), il n’en est pas de
méme pour g(x).

lim [g(x) - (x + %)] =0: g(x) se comporte comme

X+ o0

X+ % pour les « grandes valeurs » de x (la droite d’équa-

tiony=x + % est asymptote a la courbe représenta-

tive de g).

Polyndme de degré impair
Les outils :
o Limite a l'infini d’une fonction polyndme.
o Théoreme sur les fonctions continues strictement monotones.

o Savoir montrer que tout polynéme de degré impair a au
moins une racine.

1. Le théoréme des valeurs intermédiaires.

2.a) °q,>0: lim P(x)=+cet lim P(x)=—co.
X —>+ o X —>—oo
°g,<0: lim P(x)=-e et lim P(x)=+eco.
X = +oo X —>—oo
b) f(R) = R.

3. Pour tout polyndme P de degré impair, ’équation
P(x) =0 a une solution (au moins).

Remarque :
x3 - 3x2 + 3 =0 a trois solutions et x3-3x2+4 = 0 a deux
solutions.

b) lim fix)= lim 2x =+ et lim flx)=—e.
X = +oo X = +oo X—>—o0
1 étant racine du numérateur et du dénominateur, on

c s .. 0
est en présence de la forme indéterminée « g >en 1:

(x-D2x*+x+1)
(x-1D(x+2)

fx) =

. 4
Et 1 _—_
xlinlf(x) 3

fx) =

et donc pour tout x#1,

232 +x+1
x+2

x+2<0 o x<-2, donc:
lim flix)=—e et
x—>-2"
XA a) En + « et en —oo, f(x) est la somme de
deux termes de limites nulles :
lim fix)= lim fix)=0.
X ——oo

X —> + oo

lim f{x) =+ .
x—-2"
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On évite les formes indéterminées li€es a la somme
x+1
x2-9
-9 <0 signifie que x € ]-3;3[, et donc puisque

lim (x+1)=-2, alors:
x—-3

en écrivant f(x) =

lim flx)=—e et lim f(x)=+oo.
x—>-3 x—>-3"

De méme, puisque lim (x + 1) =4, alors:

x—=3

lim flx)=—c et lim flx)=+c.
x—>3 x—3"

b) lim fix)=+ et lim flx)=-

X =+ oo X——o

1 étant racine du numérateur et du dénominateur, on

< N, . 0
est en présence de la forme indéterminée « g >en 1:

pour tout x =1,

fo) =

2 3 2

(x-D(x3+x +x°+x+1
2

(x-D(x*+x+1) X +x+1

etdonc lim f(x) = 4 .
x—1 3

+x+1) x

a) Pour toutréelx, -1 <sinx <1,
donc 2x — 1 =<f(x) <2x+1 et le théoreme 3 (de
comparaison a 'infini) permet de conclure :

e lim (2x-1)=+e, donc lim flx) =+c;

X =+ oo X =+ o0
e lim (2x+1)=-0c0, donc lim fix)=-
X ——oo X ——oo

b) Pour tout réel x,

—1=<cosx=<1, donc 1 <(2+cosx)<3.
Pour x>0, x3 < f(x) < 3x> et le théoreme 3 (de
comparaison a I'infini) permet de conclure :

lim x3=+oc, donc lim f(x) =+oco.
X400 X+

Pour x < 0, 3x3 < f(x) <x3 et le théoreme 3 (de
comparaison a I'infini) permet de conclure :

lim x3=-o, donc lim fix)=—c
X—>—oo

X ——oo0

XA a) La fonction x — sin x n’a pas de limite en + co.
Pour tout x, f(x) = 3x -2 et le théoreme 3 (de compa-

Hm f(x) =+ .
X+

b) Sur son domaine de définition |1 ;+ o,

1
flx) = fol'
lim fix)=0 et hm f(x)

X =+

raison a I'infini) permet de conlure :

Donc

ZXER® Pour tout réel x, 1 <3 + 2 sin x < 5 donc

1 2 2
s - < tx_g__x...__gxz'

55372smr T S 37 0smx
x2
— =+ oo, alors

—_

Puisque lim
X —>+o
2
X
lim —=—— =+co.
x> +00 3+ 25INX

20

-1 < X+ smx .
5 3 +2sinx

R . X
De méme, pour tout réel x,

. . x-1
Puisque lim =—— =+ oo, alors
Xt I

X + sinx
lim ——— =+,
X — + oo 3+2.Slnx

Ol 1. f(v) =3+ —— i

+1 2'
2. lim fix)=3 et lim f(x) =
X 4o X ——o0

En-1, (x +1) tend vers 0 et le signe de (x + 1) est
constant a gauche et a droite de — 1, donc :

lim fix)=—c et lim flx)=+0c.
x—=-1 x—>-1"
En 2, (x — 2) tend vers O et le signe de (x — 2) est
constant a gauche et a droite de 2, donc :

lim f(x)=—c et lim fix)=+0c.
x—2 x—o2"

ESE® 1. lim (x - 1)2=0 et (x — 1)2 est toujours
x—=1
positif, donc lim f{x) =+ oo.
x—1

>10% & 10%2-(2x10°+1)x+10%<0.

(x-1)2

Les racines du trindme ont pour valeurs approchées
0,999 000 4 et 1,001 0005 .
Donc on peut choisir 1=1]0,9991 ;1,000 9] .

I ® a) Nous sommes en présence de la forme
indéterminée « oo —co » .

Pour x>0, f(x)= 2x = 2 ,
J2e2x+x 1+2+1
X
donc lim fix)=1.
X+

b) Nous sommes en présence de la forme indétermi-

née « oo —oo» .

Pour x<0,
2x
f(X)—
4x tX- —x l4+——2x /4+ +2
donc lim f(x)= %
X —>—oo

(53]® Corrigé dans le manuel.

A ® 2) En + o, nous sommes en présence de la forme

-1 +i
Yet lim flx)=—
_1 X —>+oo

X
En 1, nous sommes en présence de la forme indéter-

indéterminée « — »; f(x) =
oo

.. 0
minée « 5 » .

~Jx(x-1) - Jx

f(x):(ﬁcu)(ﬁc—l) Jx+1

et lim flx) =

x—1

[\)H—*



b) En + e, nous somme en présence de la forme indé-

1 +1
terminée « — ». Pour x >0, f{x) = xl etlim flx) =1.
1-=
X

En -1, nous sommes en présence de la forme indéter-

Jx+1
Jx—1

minée « 3 ». f(x) = et lim f(x)=0.
0 x—-1

A a) Nous sommes en présence de la forme

sinSx

indéterminée « (—) » f(x) =5x 5

0

Puisque lim 5x=0 et lim MY g , le théoreme 4
x—=0 x—=0

(limite d’une fonction composée) nous permet de
conclure :

lim fix)=5x1=5.
x—=0
b) En 0, nous sommes en présence de la forme indé-
terminée « 0, f(x) = x x MY lim flx) =0x1=0.
0 X x>0

Pour toutréelx, —1 <sinx <1,

donc -1 < f(x) < L

X X

Or lim 1. 0, donc, d’apres le théoréme d’enca-
x>+ [y

drement (théoréme 1), lim flx)=0.

X+

A ® Nous sommes en présence de la forme indé-

2sin2%
.. 0 2 X
terminée « 57 flx) = = tan 5
2sin 5 Cos3

et lim f(x) =0.
x—0

° . s
XA ¢ Nous sommes en présence de la forme indé-

. 0 sinx x2
terminée « = ». Pour x#0, f(x) = —— X —— .
0 J(¥) X 1 - cosx
. . sinx . cosx—1 1
Puisque lim —= =1et lim 5—=-5 ,alors :
x—=0 X x—0 X 2

lim f(x)=1x2=2.
x—=0

° ( g
IR Nous sommes en présence de la forme indé-

. 0
terminée « 57 Pour x#2,

f(x) = (4-3x+2)(J2x+5+3)
(2+/3x-2)2x+5-9)
_32-0(/2x+5+3) _ 3
C202-0)2+B3x-2) 2

9
7

><A/2x+5+3
2+ .3x-2

etdonc lim f(x) =-
x—2

, donc,

[OSTRE

EERS ) lim fio=1 et lim fx) = -

X—+oo
d’apres le théoreme sur la limite d’une fonction com-

posée (théoréeme 4), lim f(f(x)) =- 1 .
X =+ oo 3

x=3 4
x+5 -2x-18 x+9
D) ) = 3 = Gxs22 = Ax+il’
—+5
xX+5
On retrouve bien lim f(f(x)) :—%.
X+

| 60 HERT fix) =3 . En remarquant que

X—+oo

flx)=3+ )%3 ,pourtoutxde I=]3;+e[,f(x)>3.

Il en résulte que lim3 flx) =+ooet,d’apres le théoreme
x—

sur la limite d’une fonction composée (théoréme 4),

lim f(f(x)) = + oo

Asymptotes

f(x):2x—5—x—1_9-§ .

[62]® Corrigé dans le manuel.
G ® a) fest définie sur |—oo; 0[ U ]0; + oo .
lim Z_ lim 2_ 0:ladroite d’équationy =1 + p

x>+ X x—-cX 2
est asymptote oblique a6 en + oo eten —oo.

lim (— 2) = +oo et lim (— 2):—oo : la droite
xo0 s x—=0" X
d’équation x =0 est asymptote verticale a €.
by lim —2 =0ect lim -2 =0, la droite

xo-ex2+3 X 4o x2 4
d’équation y = 1 est donc asymptote horizontale a €

en —oo et + oo,

KA ® fest définiesur R—{—1;1}.
lim fix)= lim f(x)=1:ladroite d’équation y=1
X =4 oo X ——o0
est asymptote horizontale a ¢ en + o eten —oo.
lim (x2+6x+1)=-4 et x>~-1<0=xe |-1;1].
x—=-1
Ilen résulte lim flx)=—c et lim flx)=+c:
x—>-1 x—-1"
la droite d’équation x =—1 est asymptote verticale a 6.
lim (x2 + 6x + 1) = 8, donc lim fix) =—o et
x—>1 x—>1
lim flx) =+e:
x—=1"
asymptote verticale a 6.

la droite d’équation x = 1 est

KA ® fest définie sur R— {1} .
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I
X

Pour x#1, f(x)=x 1

. 1 .
lim —— = lim
X— 400X — X——oc0 X —
y=x-2 estasymptote obliquea¢en + o eten —oo.
lim (x2 - 3x + 1) = - 1, donc lim f(x) =+ et
x—1 xr—=1
lim f(x) =—oo: ladroite d’équation x =1 est asymp-
x—1"
tote verticale a €.

=0 : ladroite d’équation

KT ® fest définie sur R.
Pour tout x, f(x)=x + —22x+1 )
X“+2
-2x+1 -2x+1

lim
xote X242 xo-e X2+
tion y = x est asymptote oblique a € en + o et en — eo.

=0:ladroite d’équa-

YA ® « Pour x>-1(x#0), f(x):x+1+§ ;

'Pourx<—1,f(x):—x+1+§.

Puisque lim 3 0, ladroite d’équation y =x + 1 est
X—+o0 X

asymptote oblique a ‘€ en + <= et puisque i 1_1)n}°° ; =0,

la droite d’équation y=—x-1 estasymptote oblique

a6en —oo.
lim fix) =+oo.

EER® 1.9)
X —>+ oo

Le calcul de la limite en + o de f(x)—(x + 1) nous
conduit a la forme indéterminée « oo — oo ».

X2+2x+4-(x+1)32

f)-(x+1)=
X2 +2x+4+ (x+1)
_ 3
A/x2+2x+4+(x+1)’
donc lim [f(x)-(x+1)]=

b) La droite A d’équation y = x + 1 est asymptote
oblique a6 en +oo.
¢) Pour tout x :

J2r2x+4 > 24 2x+l=x+1=x+1,
% est au-dessus de A.
2.a) lim f(x) =+oo.

X ——oo
-X 1+g+—
0. f0 _ V x
X

b) Pour x<0, =~ =

Donc lim @:—1.

X—>-o00 X

fx)-(=x)= m +x=

2+‘—t
X

{1+2+i—1
X xz

RIN

2x+4

X2+ 2x+4—x

22

[f(¥) - (=x0)] =-

¢) La droite A" d’équation y =—x — 1 est asymptote
oblique a6 en —oo.

KR 1. /() - ———— e
x—Ax2+1
des abscisses est asymptote horizontale a € en —oo.
2. f(x)-2x=Ax*+1 —x= 1 ;
X2 +1+x

0 : la droite A d’équation y = 2x

Donc lim
X——oo

=0:Taxe

lim f(x)

X ——oo0

donc

lim fix)=

X = +oo
est asymptote oblique a € en + oo

1 . . .
3. ———— est toujours strictement positif : 6
X2+ 1+x
est au-dessus de son asymptote oblique A.

RS 1. Pour |x| = % |4x2—1|=4x2-
fx)=x+ 4x2-1.

Pourx>—— , fx) =x+2x 1_L
4x?

lim fix) =+oo.

X =+ oo

1, donc:

. . 1
Puisque lim — =0,
q X =+ o0 4x2

/ 1 ( 1
Pourx<— xX)=x-2x [1-—=x|1-2 [1-—
@)= 4x? [ 4x2J

Puisque lim ——=0, lim fix)=+c.

x—-—o 4x X——oo
1
2.a) S1x>2,
flx)-3x= 4x2—1—2x:—_1 ,
Nax?—1+2x
donc lim [f(x)-3x]=0.

X400

by Six<— 1. fw)rx=dfar’ ~142r=—L
Jax2—1-2x
donc

lirr_l [f(x) +x] =
lim [f(x)-3x]=

tion y =3x est asymptote a la courbe € en + .

3.a) 0, doncla droite A; d’équa-
lim [f(x)+x] =0, donc la droite A, d’équation
X —>—oo

y =—x est asymptote a la courbe € en —oo.
b) Il résulte du 2. a) que :

-1

051x>— , f(x) -3x = —— <0,
Nax? -1 +2x

donc € est en dessous de A ;

osi x<— %,f(x)+x=;>0,
4x?-1-2x

donc € est au-dessus de A, .



WAl 1.2) f(x)- (x+1)= -1

x2+9
-9

) X2+ 9(x + X2+ 9) ’

lim [f(x)-(x+1)] =
9

M+ 9(x + M+ 9)

courbe € est située sous I’asymptote oblique A.

2. f(x) - (x-1) =

b) Pour tout x, < 0, donc la

+1

X249
-9

A/x2 +9(x - A/x2 +9)
lim [f(x)-(x-1)] =0, donc la droite A" d’équa-
X ——oo

tion y =x—1 est asymptote oblique a6 en —oo.

Courbes asymptotes

2 () (-2:%)= —— .

1 =0, la courbe

Puisque lim 1 =0et lim
x_)foox+1

X+ X+ 1
¢ représentative de f et la parabole % d’équation
représentative de x — — 2x2 sont asymptotes en + o
eten —oo.

1 .
] est du signe de x + 1, € est en des-
sous de & sur |-oo;—1[ et au-dessussur |—1;+oo[.

Puisque

| 73 H fest définie sur ]0; + o[ . Pour tout x>0,

flx) = A/Jc+%c donc f(x)—ﬁ=%c .

Puisque lim . 0,
X =>4+ /x

la courbe € représentative

de f et la courbe T représentative de x —./x sont
asymptotes en + oo.

Puisque pour tout réel x>0, — est strictement
positif, 6 est au-dessus de T x

Continuité

YZB® f(-1)=-1,f(0)=1, fest continue sur ]-1;0][.
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il
existe ce |-1;0[ tel que f(c)=0.

On peut prouver 'unicité de c car sur R,
Fx)=3x2+1>0
donc fest strictement croissante.

243
2x (x+2)

.1 _2x +3X _
f(x) Grl7

(x+1)2

Six>- ; (x) >0 : fest strictement croissante sur
3.
-3
2. x |- g -1
f'x)| O +
fFl "

4
3. N 127 . .
3. f([_ 55 1[) [ 70 ;+ [ feststrictement crois-

sante sur ﬁ—% ;—1[, 10 appartient a [247, o{

doncl’équation f(x) =10 aune solution unique dans

I’intervalle - % ;- 1[.

A® (x)=2x-2;

X 0 1 3
f’(x) - 0 +
f -3 T~ _4 / 0
f@)=[-4;0].

YZA® « f st une fonction rationnelle définie sur R

car f(x)=

. Donc elle est continue sur R.

o f'(x) = —————i , d’ot le tableau :
(x +1)
X — oo 0 + oo
f'(x) - 0 +
f 1 \ 0 / 1
J®R)=[0;1].

&M ® Pour chercher la limite lorsque x tend vers 0,
on utilise I’expresssion conjuguée.

2
foy= =D =X i fim foo =0,
x(T+x2+1) 1+4/x2+1 *20
f est continue en 0 équivaut a dire que f(0) = 0.
D’autre part, f est continue car composée de fonc-
tions continues (polyndme, racine carrée, somme et
quotient). Donc fest continue sur R équivauta m=0.

[ 79 L

Fh FE-| For [F7o?::"
To¢1: 200 Truce Reﬁraph mm DO¥ alsfFen|:

oo

% RADADTD  FONC

MAIN

Chap. 2  Fonctions : limites et continuité ® 23



On peut conjecturer que I’équation sin x = %C admet
une seule solution dans I.

2.a) Somme de deux fonctions dérivables sur I, f est
dérivable sur L.

Pour tout x de I, f'(x) = cos x — 1 .

2
my_1 y o> _T
cos (3) =5 donc f” s’annule pour x = 3
b) x |0 g b4
f’'(x) + 0 -
J3-1
3.a) Sur } 0; Tﬂ , f est croissante et strictement posi-

tive et donc ne s’annule jamais (car f(x) > 0).

Sur } g ;n} , f est continue strictement décroissante

et f(g) X f(m) < 0 : I’équation f(x) = 0 admet une uni-
que solution o
L’équation (équivalente) sin x = gadmet donc une

unique solution a dans I'intervalle 1.
b) 1,8954 <0< 1,8955.

Prendre toutes les initiatives

KB ® 1. Pour x > 1, f(x) > x* > x donc il suffit de
prendre A = 10°.

2. fix) =x* (2x2—x-1).

La fonction g : x — 2x? — x — 1 est strictement croissante

sur E 4 o{. Comme g(2) = 5, pour x > 2, f(x) > 5x2.

11 suffit donc de prendre A tel que SAZ = 10° soit
A =20 000. Le réel 142 convient.

.Pourx>0,f(x): xX+2 :/\/m
et hmzf(x):o (x+2)(x-3) x+3

x—-

[E‘f(x):x[ 144 f3] et lim f(x)=—oo.

-

x X = +oo
1
.l.f(x):x( /1_L_1):x_fil_
x+1 1
1-—+1
x+1
1
1+1
X

et lim f(x)=-

1
X =+ 2

24

IEEZA® La fonction polynome f définie sur R par :
f(x) =x"*1 -2x" + 1 est continue et dérivable sur R.
Pour tout x, f(x) = x"~[(n + 1)x - 2n].

2n ;2}, f est continue et stricte-
n+1

ment croissante. D’autre part, fest strictement décrois-

. 2n B 2n
sante sur [1 ; m} etf(1)=0, doncf(n—+ 1) <0.

Comme f(2) = 1, le théoreme 7 nous assure de I’exis-
tence d’une unique solution de I’équation f(x) = 0 sur

Sur l'intervalle [

I’intervalle [Z_n ;2]
n+1

IEERS La fonction g définie sur I = [0 ; 1] par

g(x) = fix) — x est continue sur L.
8(0)=/(0)=0;g(1)=f1)-1=0.

Le théoreme 6 nous permet d’affirmer qu’il existe au
moins un réel a de I tel que g(a) = 0, c’est-a-dire tel
que f(a) = a.

Comme OT = —— et ON = r cos 0, on en déduit :
cos0

N:L —rcosG;TM:L —-r.
cos0

coso
1 2
Aire A'TB' _ ("Il/l)z | cos®
Aire ATB \TN) | 1
—— —cosH
0s0

_(1—(:056)_( 1 )2
4 _cos2e / \U+cosB)

Dire que A tend vers B, équivaut a dire que 6 tend

vers 0 et lim (;)2 = 1
o650\l +cos®) 4°
Aire (A'TB")

La limite de m

lorsque A tend vers B est

donc i



XA ® 1. f est paire (son domaine de définition R
est bien symétrique par rapport a 0 et pour tout x,
f(=x) = f(x)) : la courbe € admet I’axe (O; ) comme
axe de symétrie.

2. lim fix)=

lim f(x) =+ oco.
X —>+ o X—>—o0

(W1+x2=x)(J1+x%+x) 1
3. flx)-x= = ;

A/1+x2+x A/1+x2+x
1

lim ——— — =0, donc la droite d d’équation
e 1+ +x

y =x est asymptote oblique a ‘€ en + oo.

1 >0 : 6 est au-dessus
2

1+x“+x
de son asymptote oblique d.

4. M(x;y)e # & y=1+x> ou y=— 4 1+x?

e yr=1+x2.
5.0M=Xu+Yv

(fx- i )

Pour tout réel x,

] )
et, compte-tenu de I'unicité de la décomposition :
_ A2y A2 N2y f2
x=5 X- 5 Y ety= 2
y2x2= %(X+Y)2—%(X—Y)2:XY: 1.

3 est donc une hyperbole équilatere.

IEER® 1.0) ¢ Si xe |- 1[f(x) =—x-1+ =
X

esixe |-1;1[U]l;+oof, f(x)=x+1+ 2x
X

b) e lim fix)=+~ et lim flx)=+4c.
X —>—oo X — 400

eEn-1:six<-1,alorsx2-1>0et lim f(x) =—
x—-1

etsi 1>x>-1, alors x2-1<0et lLim f(x) =+oo.
x—>-1"

eEnl:si-1<x<l,alorsx>~1<0et lim f(x) =—oco
x—> 1

etsi x>1, alors x2-1>0 et lim f(x) =+oo.

x> 1"

2
2.2) Si xe J-eos—1[, flx)=—1- S *1
(- 1)?
etsi xe |-1;1[U]l;+eo],
x2+1 :xz(x2—3)

F@=1-
(x? - 1) (xz—l)2

b) Si xe |-;-1[, f'(x)<0,

etsixe |-1;1[U]l;+ e[, f'(x) est du signe de
(x2-3), donc f'(x) est négatif sur |-1;1[U]l; /3
et strictement positif sur ] /3 ; + oo .

<)
X |—o -1 1 J3 + oo
f'(x) - - - 0 o+
+ oo + oo + oo + oo
f N N\ AN 343 /
— oo — oo T+1
3.a) ¢ lim Zx =0:ladroite d’équationy =x + 1

x> +ox -1
est asymptote oblique a € en + oo
Sur J1;+eo[, == estpositif : € est au-dessus de
son asymptote.
. X
e lim
x—-ex?—1

asymptote oblique 2 € en —oo.

Sur ]—oo;—l[’

=0:ladroite d’équationy =—x—1 est

est négatif : 6 est en dessous

de son asymptote.

b) f(0) =0 et f(0)=1;

a pour équation y=1 :

la tangente en A(0;1) a6
elle est horizontale.

3

Sur |-1;1], X)—l=x+—2_ =%
- 1510 A) 55

est du signe
contraire de x. Doncsi O<x<1, %6 est en dessous
deTetsi —1<x<0, alors % est au-dessus de T.

Remarque : A est un point d’inflexion de la courbe €.

©) YA

ol »f—

)
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4. Sur ]-1;1[, fest continue (fonction rationnelle)
et strictement décroissante car f'(x) <0.

lim fix)=—o et lim flix)=+c.
x—>1 x—1"

L’image par fde |- 1; 1[ est ]— oo+ oo[, soit R :
d’apres le théoréme 7, ’équation f(x) =0 a une uni-
que solution oo dans ]-1;1[.
£(0,7)xf(0,8) <0, donc 0,7 <<08.

De plus,

IEER® Partie A
1.Sia>0, lim flx)=+oet hm f(x):—oo et si
X+
a<0, lim f(x)——ooet hm f(x) + oo,
X+

2. f étant continue, les 11m1tes trouvées en 1. permet-
tent d’affirmer que quel que soit @ non nul, f(R) = R.
3. 0 aaumoins un antécédent par f: toute équation du
troisieme degré admet au moins une solution dans R.

Partie B
1. Pour tout réel x, f est dérivable et f'(x) = 6x2 —
X — oo _ £6 £6 + oo
6 6
f’(x) + 0 - 0 +

/6 T

f w/§—1\ /

2. Résoudre I’équation 2x> = x + 1 revient a résoudre
I’équation équivalente f{(x) = 0.

f(—igé)—i@—l<0doncf(i6[§)<0,

IEISll 1. Réponse ¢) : f(x) = (x—1)2 (x = 3).
2. Réponse ¢) car pour tout x # 3,
2x — 1 2x + 1
=flx) =

3. Réponses a) car fix) =x—1+ % et

1+A/;c

c¢)carflx)=x-1+ —==

1. Faux.

Un contre-exemple : f: x — }C est définie et continue
sur [1;+o[et lim flx)=0.
X =+

2. Faux. Un contre-exemple : f: x — —x et g:x+— 2x.

J) 1
xl—1>+oog(x) 2

26

Pour tout x de [ oo ; —“8[—[ flx) < 0 : I’équation
f(x) = 0 n’a pas de solution sur cet intervalle.

J6

L’image par f de [F ;+ oo[ contient 0. Sur cet

intervalle [? ;+ oo[ f est continue et strictement

croissante : le théoreme 7 nous permet d’affirmer que
I’équation f(x) = 0 admet une unique solution réelle.
3. 1 est solution « évidente » de I’équation 2x3 = x + 1.

Partie C

1. f(0) =1 et f(1) = - 3. De plus f est continue sur R
donc (théoréme 6) ’équation f{x) = 0 admet au moins
une solution dans I.

2. fest dérivable sur R et pour tout réel x,

F(x) =3x%2 + 12x + 1.

f’ s’annule pour x; =6 - J33 et X, =6+ J33.

X — oo 0 X1 1 X2 + oo
) + 0 - 0 9+

fl_. T~ /+

Sur [0; x;[ fest strictement croissante et f{0) = 1 donc
fne s’annule pas et de plus f{x;) > 0.

Sur [x; ; 1] f est continue, strictement décroissante et
f(x1) x (1) < 0:Téquation f(x) = 0 admet une unique
solution o dans 'intervalle I (théoreme 7).

1\ 1 1.
3. f(i)—gdoncae ]i ,1[.

4. 0.= 0,528 2 10~ 3 pres par défaut.

3. Vrai.

EA 1. Vrai.
2. Faux.
Un contre-exemple :

f:x'—>}c six<Oet

fix—x-3+ six = 0.

2
x +1

3. Vrai.

1. Le cours.

2.a) Sur |1 ;+ o[, |[f(x)-3| = [sinx + 3] _ 4

x-1 x-1°
)—-—+3<f(x)<—i-+3et lim flx)=3.
X —>+oo



