DS3 MATHEMATIQUES 30/11/2010

Baréme possible : 9+6+9+9+9(+3) = 40 points

1. Soit la fonction définie par f(x) = 10 ;)(3;—21 surDs=1-3;-1[VU]-1; 6]

et C sa courbe dans un repére orthonormé (O; i’; J), d'unités : 1cm.
1.1. En vous aidant de votre calculatrice, dessinez I'allure de C (sans justification).
1.2. Vérifier que la dérivée f ' de f a le signe contraire de g(x) = 2x% — 6x* — 1.
1.3. Etudier les variations de g ; en déduire que g(x) posséde une unique racine réelle a.
1.4. En déduire le signe de f ' sur Ds et dresser le tableau de variations de f sur Ds.
1.5. Déterminer une eéquation de la tangente T a C au point A d'abscisse 0.

Etudier la position relative de C et T. Qu'observe-t-on au voisinage de A ?

2. Questions de cours

2.1. Donner les deux définitions de la fonction exponentielle.

2.2. En utilisant la propriété fondamentale de la fonction exponentielle :
- Prouver que : exp(0) =1; VaeRexp(a) #0; %(%((% =exp(a—b).
- Prouver par récurrence que : vn €N, Va R, [exp(a)]" = exp(na).

3. Soit h la fonction définie sur R par h(x) = (x — 1)(2 —e™)
et C sa courbe dans un repére orthonormé (O; i’; J), d'unités : 2cm.
3.1. Etudier les limites infinies de h et démontrer que la droite d d'équation y = 2x — 2.
est asymptote a C. Etudier la position relative de C et d.
3.2. Démontrer que h'(x) =2 + (x — 2). e “et que h"(x) = (3 — x)e ™
3.3. Dresser le tableau de variation de h' (calculer les limites de h' a I'infini)
3.4. Calculer h'(3) et h'(0) ; en déduire le signe de h' et le tableau de variation de h.
3.5. En quel point de C la tangente est-elle parallele a d ?

4 . Soit f la fonction définie sur R par f(x) = * —x
et C sa courbe dans un repére orthonormé (O; i’; 7).
4.1. Etudier les variations de f pour en déduire le signe de f(x).
4.2. Démonstration de cours :
utiliser 4.1. pour prouver que lim e* = +oo et en déduire lim e*=0.

X —> +o0 X — -0

4.3. M est un point de C d'abscisse a et T, la tangente en M a C.
Prouver que T, passe par A(1 ; 0) si et seulement si : e*(2 —a) =1
4.4. G est la fonction définie sur IRpar g(x) = €*(2 — x).
Etudier les variations de g et dresser son tableau de variations.
4.5. En déduire le nombre de tangentes a C passant par le point A(1 ; 0).

B. Soit f la fonction définie sur ]-c0 ; 0] U [4 ; +oo[ par f(X) = x + 1 — \/x2 —4x
et C sa courbe dans un repére orthonormé (O; T; ), d'unités : 1cm.
5.1. Prouver que lim f(x) =-ccet lim f(x) = 3.
X — —0 X — too

5.2. Prouver que la droite d d'équation y = 2x — 1 est asymptote a C en —oo.
5.3. Calculer f'(x) pour x ¢ [0 ; 4].
5.4. Etudier la dérivabilité de fen O et en 4.
Qu'en deduire pour des tangentes aux points de C d'abscisses 0 et 4 ?
5.5. Dresser le tableau de variations de f ; tracer les asymptotes puis la courbe C.

6. Pur Bonus : Quelle est la vitesse normale d'un TGV, sachant que si elle diminue
de 50 km/h, la durée du trajet augmentera de 20% ?
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DS3co MATHEMATIQUES 30/11/2010 3. h(x)=(x-1)(2-¢7). (31222 =10 points)

. _ o
1. f(x)=10 _hzl sur Dy=[-3;-1[U]-1: 6]. (12322 = 10 points) 3.1 lim h(x) = +eocar lim ‘e 7=07 lim h(x) = +o car X'L”_‘w & =+
lim h(x)-2x +2 = I|m 1- x)e -Ocar lim e”*= lim xe”=0
X — o0 X — 40 X — +o0
1.1. Graphique. , ; Donc la droite d d' equatlon y = 2x — 2 est asymptote a C.
G +1) - 3x2 (x 2) _ . 6Xx°—2X +1_—109gxg Caudessusdedssi (1-x).e*>0<x<1.
12. 100 =10 sy 107817 o8+ 1) 32 h'(X)=(2—e)+(x-1)(e) =2+ (x-2).e*
1.3. g'(X) = 6x° — 12x = 6X(X — 2) x| 3 0 2 6 h"(x)=e”—(x—2).e*=(3-x)e™
sur J-o0 ; 2[, g(x) < -1 : pas de racine. | ¢ + 0 - 0 + 3.3. lim e*= lim xe*=0donc lim h'(x) =2.
de méme sur [6 ; +oof, g(x) > 216 g [-109 » -1 ~ -9 ~» 216 e x U s X [ 0 3 T
sur ]2 ; 6[, g est continue (polyndme) et strictement croissante ; XI—I>nloe +oo done xl_lmooh () = -0 h" + + 0 -
or 0 € ]9(2) ; g(6)[ donc g(x) possede une racine unique o dans ]2 ; 6[. B oo 2 0 2 247 v 2
(Th de la bijection). D'oti g < 0si x < a.et g > 0'si X > a. 34. W(3)=2+e”>2eth(0) =0 dou: X | o 0 0
1.4. Doncf'>0sur]-3;1[u]l;afetf'<0sur]a; 6] avec o ~ 3.05. sur J0;+oo[ ' € ]0 ; 2+e[ donc h*>0 h’ - 0 +
X2 et surJ-co; O[ h" 72 donc h'<0 ; hj+o ~ -1 2 +4o
XILml X2—x+1 =-1donc :f -3 " '”1 - 3'85 — 6 35.h'(X)=2< (x—-2).e*=0<x=2care*=0dou A2 ; 2—€?)
IIm f(x) +o0 et IIrn1 =-0 [f [19 2 40 || - 2 36 ~ 018
X— -1+

f(x) — 10(x -2)= M donc C coupe Tpourx =0etx=2;

41 f'(x)=e~1;f'x)>0=e>e’ = x>0,
Caudessusde Tssix e[-3;-1[w]0;2[.EnA, T traverse C. () (x)>0 < <

donc f décroit sur J-o0;0[ et croit sur ]0;+oo[
f(0) = 1 est donc le minimum absolu de f, d'ou f(x) >0 VX € R.

2. Questions de cours (2+1113 = 8 points) 4.2. DoncvVx € Re*>xor lim x =+wodonc lim €=+
X — +o0o X —> +o0
2.1. Exp est I'unique fonction non nulle, f, dérivable sur IR et telle que : Posons X =-x; lim X =+wet lim e*= lim e*= lim ix =0
Déf 1: Va, Vb, f(a + b) = f(a).f(b) et f'(0) = 1. . « X0 G Ko X0 €
Déf2: f' =fetf(0)= 1. 43. f'X)=e"-1;Ta:y=(x-a)(e"-1)+(e"—a)et
29, AeT,o0=(1-a¢E*-1)+(E*-a)=e’-a)=1

4.4. g'(x) =e*(2-x) —e*= (1 -x)e doUg(x)>O<:>x<1

a. exp non nulle donc 3a tel que exp(a) # 0 ; 4 LN
lim g(x) =-wet lime lim xe* =0 donc I|m g(x) 0

alors exp(a).exp(0) = exp(a+0) = exp(a) d'ot exp(0) = 1 s o s o s o
b. Va eR, exp(a).exp(-a) = exp(a-a) =1 donc Va eR, exp(a) #0 4.5. L'étude précédente montre que x| ® o 1 p +o
c. exp(a—b).exp(b) = exp(a—b+b) = exp(a) or exp(b) # 0 : on peut diviser. g prend 2 fois la valeur 1 g + 0
d. Initialisation : [exp(a)]* = exp(1.a) ou [exp(a)]° = 1 = exp(0.a) (pour o < 1 et pour B > 1). 910 7 & v -
Hérédité : Supp...[exp(a)]" = exp(na). Alors [exp(a)]™™ = C posséde donc deux tangentes passant par le point A(1 ; 0).

[exp(a)]".exp(a) = exp(na).exp(a) = exp(na+a) = exp[(n+1)a]
Conclusion : ¥n €N, Va R, [exp(a)]" = exp(na).
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B. f(x)=x+1-~X*—4xsur]-oo; 0] U[4;+o] (21332 =11 points)

5.1. lim /x?—4x = lim \/x* = +o donc Jim £(x) = -o0 et

X —> —00 X —> —o0

1+6x 1/x +6
fx:x+1—\/x2—4x= =
%) x+l+\/x2—4x 1+1/x+\/1—4/x

d'ou lim f(x) = 6/2 = 3 ; asymptote d'équation y = 3 en +o.

X — +00

5.2. 100 - (2x=1) =~(x 2+~ —4X):x_z—h

d'ou lim f(x) — (2x — 1) = 0 ; asymptote d'éguation y = 2x — 1 en -co.
X — —0

X—2 .
53. f'X)=1-—=—=Six<0onaf'x)>0
09 =1~ 7o )

. X—2 X —4x+4
et3|x>4,\/;2_—4x w/—xw>1douf(x)<0

_f(h) - f(O) h—~/n"—4h _ 4
h " (h++"—4h)

_ f(h) —f(4) _
de méme |I_)n1 T4(h) = hl_>4+ h a2 -

En ces points, C possédera des demi-tangentes verticales.
X | -0 0 :-'f,.. 4 +00
5.5. Tableau. £ A

+ Graphique. [f |-« » 145 N 3

d'ou lim Tg (h) = +o0
h— 0-

M

6. (3 points)
Soit V la vitesse et t le temps normal : Vt = (V — 50)1.2t d'ou V = 300.

O de MUIZON TS@JAURES



