BTS Groupement C - Corrigé de juin 2001

Exercice 1 (11 points)
A — Résolution d’'une équation différentielle xy'—y=Inx (E)

1. Résolution, sur I'intervalle ]0; +8[ de I’équation sans second membre associée : xy'—y=0.

) . a(x)=x
Cette équation est de la forme ay’+hby=0 avec {ng;=—1
Posons u(x)= b()__1 .

a(x) X

On sait qu’alors, si U est une primitive de u sur ]0;+08[, I’équation a pour solution générale :
y=Ce™" ol C est une constante réelle quelconque.
Dans notre exemple, on a: U(x)=-Inx pour x8]0; +0O[
Donc la solution générale de I’équation xy’—y =0 est : y=_Ce'™

ou encore : =Cx]|.

2. Vérification que h est bien une solution particuliere de (E).
On a, pour x8]0;+8[: h(x)=-Inx—1.
1

Donc : h’(x)=—;

Donc : xh'—hzx(—%)—(—lnx—l)
Donc: xh'—h=Inx
Donc h est bien une solution particuliére de (E).

On sait que la solution générale de (E) s’obtient en ajoutant la solution générale de I’équation sans
second membre a une solution particuliére de (E).

Donc la solution générale de (E) est: |y=Cx—Inx—1].

3. Recherche de la solution f qui vérifie f(1)=1.
Ona: f(x)=Cx—Inx—1
Donc: f(1)=1 mn C-Inl-1=1
n C=2
La solution particuliére cherchée est donc la fonction f définie sur ]J0; +8[ par : |f(x)=2x—|nx—1|.

B. Etude de la fonction f

1. Calcul des limites.
lim(2x—1)=-1
Ona: *°° donc, par addition :| lim f(x)=+6|.
lim (-Inx)=+6 0

Pour x=0, on peut écrire : f(x)zx(z—%—'n—x).

X
Iim@(%)zo
Or,ona: " d'ou : lim (Z—l—ln—x)zz
lim (10X )=0 e XX
X o+ X
Donc, par produit : limf(x)=+8/|.
Xo+0

2. Calcul de la dérivée. Etude des variations.
La fonction f est dérivable sur ]0; +&[ et sa dérivée est définie par : f'(x)=2— % .

1

Ona: f(x)A0 ] 2— ;Ao
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(car la fonction inverse est décroissante sur ™).

A

<
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La fonction f’ est donc positive sur [% ;+6[ et négative sur }O; %}
La fonction f est donc croissante sur [% s+ 6[ et décroissante sur }0; %}

Elle admet un minimum en % et f(%)zanc’)O,Gg.

C. Représentation graphique ; calcul d’aire

1. Etude de la position de C par rapport a la droite D d’équation y=2x—1.
Ona: f(x)—(2x—1)=-Inx

Donc: f(x)—(2x—1)A0 A -InxA0
M InxA0
A xXAL
On en déduit que : - sur I'intervalle ]0; 1], C est au-dessus de D
- sur l'intervalle [1; +&[, C est en-dessous de D.
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3. a) Vérifier que H est une primitive de la fonction logarithme népérien
On a, pour tout réel x=0: H(x)=xInx—x

Donc : H’(x)=1><|nx+x><%—1

Donc : H'(x)=Inx
La fonction H est donc bien une primitive de la fonction logarithme népérien.
b) Représenter sur le graphique, le domaine délimité par C, D et les droites A et A".

Voir page précédente.
c) Calcul de I'aire du domaine hachuré.
Nous savons, que sur I'intervalle ]0; 1], la courbe C est au-dessus de la droite D.

Donc I'aire du domaine hachuré est donné par : Azflf(x)—(Zx—l)dx. (en unités d’aire)
1

1
Or: flf(x)—(Zx—l)dx=f1—lnxdx=lenxdx
z 7 1
Donc : A=H(%>—H(1) unités d’aire
A (L AN\
ou bhien: A—(Zln(z) 2) (In1—1) unités d’aire

ou bien : A=%(1—In2) unités d'aire

Donc, puisque I'unité d’aire vaut 16 cm?, |A=8(1—In2)62,45 cm?

Exercice 2
A — Etude de la production

1. Calculer la probabilité des événements E; et E..

On sait que la variable aléatoire X suit la loi normale N(25;0,44).
X—25
0,44
Onaalors: p(E;)=p(XA25.2)

donc:  p(E)= p(QAOM) p(RA0,455)

donc:  |p(E,)S0M(0,455)=0,68 & 102 pres|.

Donc, si on pose K= , alors R suit la loi normale centrée réduite N(0; 1).

De méme : p(EZ)—p(24 1AXA25,9)

Donc : p(E))= p( o AQA%
Donc : P(E2)= n(o 44 ( 0,44

Donc : P(E:)= n(o 44 ( (0 44))
Donc : p(E2)=2I'I(m>—102I‘I(2,045)
Donc : | p(E.)=0,96 & 10" prés|.

2. Les billes sont conditionnées par paquets de 150.
a) Justifier que Y suit une loi binomiale.

D’apres I'’énonce, le choix des 150 billes est assimilable a un tirage avec remise.
Les 150 épreuves sont donc indépendantes.
Chacune des 150 épreuves est une épreuve de Bernoulli (ou il y a 2 issues) :
e la bille choisie est défectueuse, avec une probabilité de 0,04,
e la bille est conforme, avec une probabilité de 0,96
Donc la variable Y qui compte le nombre de billes défectueuses dans un paquet de 150 billes, suit

la loi binomiale de parameétres 150 et 0,04 : B(150; 0,04)|.
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b) On admet que la loi suivie par Y peut étre approchée par une loi de Poisson.
On que I'espérance d’une loi binomiale B(n; p) estnxp
Donc le parameétre de la loi de Poisson est A=nxp=150x0,04=6.
Dans ces conditions, ona:  p(E;)=p(YA4)

. _ A2 A3 AR
soit : p(E3)—<1+)\+ Ttat m)e A

Finalement : p(E;)50,285(.

(on pouvait aussi utiliser la table de la loi de Poisson pour A=6 :
p(Y=0)+p(Y=1)+p(Y=2)+p(Y=3)+p(Y=4)=0,002+0,015+0,045+0,089+0,134=0,285)

B — Commande d’un client
Un client veut faire un test pour vérifier si le diamétre des billes est bien de 25 mm.

1. Quelle est I'ypothése nulle H, ? Quelle est I’hypothese alternative H, ?
Si on note m le diamétre des billes.
L’hypothése nulle est m=25.
L’hypothése alternative est : my/ 25 car il s’agit d’un test bilatéral.

2. a) Donner, sous I’hypothése nulle, la loi suivie par R.
Sous I’hypothése nulle :
La variable X, qui donne le diamétre d’une bille, suit la loi normale N(25;0,44)
Donc la variable R, qui donne le diamétre moyen sur un échantillon de 125 billes, suit la loi

normale N(25; %)

\/ 125

b) Déterminer le nombre a tel que p(25—a<®<25+a)=0,95
a représente‘l’écart C(itique, par rapport a la moyenne, pour un risque de 5%.

Posons D=%é % On sait que D suit la loi normale centrée réduite N(0;1)
\/ﬁ :
Onadonc: p(25-a<R<25+a)=0,95 A p(-553=D=< O%)zo,gs
A 2n(ﬁ)—1=o,9s
2 n((),%>=o,975
Par lecture inverse de la table de I, on déduit : ﬁ 1,96
Donc I'écart critique par rapport a la moyenne est : | a=0,082107 prés|.

c) Reégle de décision du test.
Si dans un échantillon de taille 125, la moyenne des diameétres appartient a l'intervalle
[25—a ;25+a]=[24,92;25,08], alors I’hypothése H, est acceptée et I'hypothése H;, rejetée.
Sinon, I’hypothése H, est rejetée et I’hypothése alternative H; acceptée.

3. Conclusion au vu de I’échantillon.
Nous savons que I’échantillon de 125 billes présente une moyenne de 25,1 mm de diamétre.
Cette valeur se situe dans la zone critique (hors de I'intervalle d’acceptabilité [24,92 ; 25,01].
On peut donc dire, au risque de 5%, que I'entreprise qui a fourni les billes n'a pas tenu son
engagement de fournir des billes de diameéetre 25 mm.
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