Mathématiques - brevet de technicien supérieur
session 2007 - groupement B

Exercice 1 (12 points)

On étudie dans cet exercice une fonction ¢ susceptible d’intervenir dans la modélisation du trafic
Internet au terminal informatique d’une grande société. Pour un réel t positif, ¢(t) est la probabilité
que le temps séparant l’arrivée de deux paquets de données soit inférieur a t secondes.

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

A. Résolution d’une équation différentielle

On considére I'équation différentielle (F) : ¢ + 710y = 710 ou y est une fonction de la variable
réelle ¢, définie et dérivable sur [0 ; +ool, et 3/ la fonction dérivée de y.

1. Déterminer les solutions définies sur [0 ; +oo[ de 'équation différentielle (Ejp) :
Y + 710y = 0.

2. Soit h la fonction définie sur [0 ; +oo| par h(t) = 1.
Démontrer que la fonction A est une solution particuliére de ’équation différentielle (E).

3. En déduire I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution ¢ de I’équation différentielle (E) qui vérifie la condition initiale ¢(0) = 0.

B. Etude d’une fonction

Soit ¢ la fonction définie sur [0 ; +oo[ par p(t) =1 — e 710

On désigne par C la courbe représentative de ¢ dans un repére orthogonal (O ; ) ot on prend
comme unités : 10 cm pour 0,01 sur I'axe des abscisses et 10 cm pour 1 sur ’axe des ordonnées.
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1. Montrer que la fonction ¢ est croissante sur [0 ; +o0l.
2. (a) Démontrer que le développement limité a 'ordre 2, au voisinage de 0, de la fonction ¢ est

(710t)*

o(t) =710t — +t%(t) avec lime(t) = 0.

t—0

(b) En déduire une équation de la tangente 7" a la courbe C' au point d’abscisse 0, ainsi que
la position relative de C' et T" au voisinage de ce point.

3. Tracer sur la copie la tangente T et la courbe C' dans le repére (O ; 7, 7) défini au début de
la partie B. On pourra se limiter a la partie de C' correspondant a 'intervalle [0 ; 0,01].

4. (a) Déterminer par le calcul le nombre réel positif « tel que p(a) =0, 5.
Donner la valeur exacte de o, puis sa valeur approchée arrondie a 1075,

(b) Retrouver sur la figure le résultat obtenu au a) : faire apparaitre les constructions utiles.

Le nombre o représente le temps médian en secondes séparant l’arrivée de deux paquets de données.



C. Calcul intégral

t
1. Pour tout réel positif ¢, on note I(t) = 710/ ze” 107 dz.
0

Montrer, a ’aide d’une intégration par parties, que :
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] t — —t —710t o —710t .
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2. Calculer lim I(t).

t——+o0

Donner la valeur exacte de cette limite, puis sa valeur approchée arrondie & 10°.

Le résultat obtenu est le temps moyen en secondes séparant 'arrivée de deur paquets de données.



Exercice 2 (8 points)
Les trois parties de cet exercice sont indépendantes.

Une usine fabrique des ventilateurs en grande quantité. On s’intéresse a trois type de piéces : ’axe
moteur, appelée piéce de type 1, 'ensemble des trois pales, appelé piéce de type 2 et le support,
appelé piéce de type 3.

Piece de type 1 Picce de type 2

Dans cet exercice, les résultats approchés sont a arrondir a 10~2.

A. Loi normale

Une piéce de type 1 est conforme lorque son diamétre d (voir la figure), exprimée en millimétres,
appartient a I'intervalle [29,8 ; 30, 2].

On note X la variable aléatoire qui, a chaque piéce de type 1 prélevée au hasard dans la production
des piéces de type 1, associe le diamétre d exprimé en millimétres. On suppose que la variable aléatoire
X suit la loi normale de moyenne 30 et d’écart type 0,09.

Calculer la probabilité qu'une piéce prélevée au hasard dans la production des piéces de type 1 soit
conforme.

B. Loi binomiale

On considére un stock important de piéces de type 2.

On note E l'événement : « une piéce prélevée au hasard dans le stock de piéces de type 2 est
défectueuse ».

On suppose que P(FE) = 0,03.

On préléve au hasard 20 piéces dans le stock de piéces de type 2 pour vérification. Le stock est assez
important pour que I’on puisse assimiler ce prélévement a un tirage avec remise de 20 piéces de type
2.

On considére la variable aléatoire Y qui, a tout prélévement ainsi défini, associe le nombre de piéces
de ce prélévement qui sont défectueuses.

1. Justifier que la variable aléatoire Y suit une loi binomiale dont on précisera les paramétres.
2. Calculer la probabilité qu’aucune piéce de ce prélévement ne soit défectueuse.

3. Calculer la probabilité que, dans un tel prélévement, une piéce au moins soit défectueuse.

C. Test d’hypothese

Une importante commande de piéces de type 3 est passé a un sous-traitant. La hauteur du support



doit étre de 400 millimétres.

On se propose de construire un test d’hypothése bilatéral pour controler, au moment de la livraison,
la moyenne p de I’ensemble des hauteurs, en millimétres, des piéces de type 3.

On note Z la variable aléatoire qui, & chaque piéce de type 3 prélevée au hasard dans la livraison
associe sa hauteur.

La variable aléatoire Z suit la loi normale de moyenne inconnue p et d’écart type o = 5.

On désigne par Z la variable aléatoire qui, a chaque échantillon aléatoire de 100 piéces de type 3
prélevé dans la livraison, associe la moyenne des hauteurs des piéces de cet échantillon. La livraison
est assez importante pour que I'on puisse assimiler ces prélévements a des tirages avec remise.
L’hypothése nulle est Hy : p = 400.

L’hypotheése alternative est Hy : pu # 400.

Le seuil de signification du test est fixé a 0, 05.

1. Sous I'hypothése Hy, on admet que la variable aléatoire Z suit la loi normale de moyenne 400
et d’écart type 0,5.
Déterminer sous cette hypothése le nombre réel h positif tel que :

P(400 — h < Z < 400 + h) = 0, 95.

2. En déduire la régle de décision permettant d’utiliser ce test.

3. On préléve un échantillon aléatoire de 100 piéces dans la livraison recue et on observe que, pour
cet échantillon, la moyenne des hauteurs des piéces est 7 = 399, 12.
Peut-on, au seuil de 5%, conclure que la livraison est conforme pour la hauteur ?



