Chapitre VI

Dérivee d'une Fonction
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Chap VI - Dérivée d'une Fonction

1. Dérivée et tangente

Rappel : Une droite d, non verticale, a une equation réduite :
y =mx +p.
ou m est le coefficient directeur (la pente) de d.

T1: Soit A et B deux points de d, alors m = 28— YA =YA=Y8
Xg—Xa Xa— Xp

T2 : Lesigne de m donne les variations de la fonction affine :
X— mX+Dp



Chap VI - Dérivée d'une Fonction

1. Dérivée et tangente

(Dans ce chapitre, | est un intervalle de R)

D1 : Soit f une fonction définie sur l'intervalle I,

aethsontdeuxréelstelsque:h=0,acleta+hel.

le taux de variation de f entre a et a+h est :

f(a+h) — f(a)
h

Te(a; h) =




Chap VI - Dérivée d'une Fonction

1. Dérivée et tangente

Dl:h=0,acleta+hel.

Taux de variation de fentreaeta+h : | T¢(a;h) = f(a+h)h— f(a)

Tt (a; h) est le coefficient directeur de la droite (AM),
avec : A(a; f(a)) et M(a+h ; f(a+h)).

(L+h)’~1° _

n 2+h

ex1 : pour f(x) =x% T¢(1; h) =

et si h tend vers 0 alors T (1 ; h) tend vers 2,
ceque l'onnote:sih— 0Oalors T¢(1; h) > 2



Chap VI - Dérivée d'une Fonction
1. Dérivée et tangente

Dl:h=0,acleta+hel.

Taux de variation de fentreaeta+h : | T¢(a;h) = f(a+h)h— f(a)

Tt (a; h) est le coefficient directeur de la droite (AM),
avec : A(a; f(a)) et M(a+h ; f(a+h)).

ex2 :
3 3
oour f(x) = 33 T, (2 hy = &M =2

- =12 + 6h + h?

etsih—0alors T¢(2; h) > 12



Chap VI - Dérivée d'une Fonction

1. Dérivée et tangente

Dl:h=0,acleta+hel.

Taux de variation de fentreaeta+h : | T¢(a;h) = f(a+h)h— f(a)

Tt (a; h) est le coefficient directeur de la droite (AM),
avec : A(a; f(a)) et M(a+h ; f(a+h)).

Remarque :
Si h devient proche de zéro, M se rapproche de A et, a la limite,
la droite (AM) devient "tangente" a la courbe de f au point A.



Chap VI - Dérivée d'une Fonction

1. Dérivée et tangente

D2 : Soit f une fonction définie sur l'intervalle 1,
aethsontdeuxréelstelsque:h=0,aeleta+hel.

St il existe un reel L tel que T¢(a; h) a pour limite L qguand h — 0,
on dit que f est dérivable en a
et que L est la dérivée de f en a, que I'on note : f'(a).

Autrement dit, la dérivée de f en a est
la limite (quand h tend vers 0)
du taux de variation de f entre a et a+h :

f(a+h) — f(a)
h

T¢(a;h) =



Chap VI - Dérivée d'une Fonction

1. Dérivée et tangente

D2 : Soit f une fonction définie sur l'intervalle 1,
aethsontdeuxréelstelsque:h=0,aeleta+hel.

Si 1l existe un reel L tel que T¢(a ; h) a pour limite L quand h — 0,
on dit que f est dérivable en a
et que L est la dérivée de f en a, que I'on note : f'(a).

f(a+h) —f(a)
h

Notation : f'(a) = hIi_r)nO




Chap VI - Dérivée d'une Fonction

1. Dérivée et tangente

f(a+h) —f(a)
h

D2 : f'(a) = lim

ex3: f(x) =3x*+5x—9; T¢(a; h) =6a+5 + 3h

lim T¢(a; h) =6a+5doncf'(a)=6a+5



Chap VI - Dérivée d'une Fonction

1. Dérivée et tangente

T3 : Soit f une fonction définie sur l'intervalle |, a € |
et €; la courbe de f dans un repere.

A est le point de € d'abscisse a soit A(a ; f(a)).

Si f est derivable en a, la tangente a €; en A est la droite

passant par A, de coefficient directeur f'(a).
Son equation réduite est donc :

y=1'(@a)(x-a) +1(a)

preuve :



Chap VI - Dérivée d'une Fonction

1. Dérivée et tangente

T3 :fdéfiniesurl,a e |, € lacourbedef, A(a; f(a)) € €
Si f est dérivable en a, la tangente a €; a pour équation :
y=1'(a)(x—a) + f(a)

preuve : I'équation de T est de la formey = mx + p
avecm=f'(a)doncy=f'(a) x+p

de plus AT donc f(a) =a.f'(a) + psoit p =f(a) —a.f'(a)

douT:y=f'(a)x+f(a)—af'(a)soity =f'(a)(x —a) + f(a)



Chap VI - Dérivée d'une Fonction

1. Dérivée et tangente

T3 :fdefinitesurl,a e |, €;lacourbe de f, A(a; f(a)) € €;
Si f est dérivable en a, la tangente a €; a pour équation :
y=1'(a)(x—a) + f(a)

Ainsi f'(a), la derivée de f en a, est le coefficient directeur de
la tangente a €z, la courbe de f, au point d'abscisse a.

Voila l'interprétation geometrique de la derivée.



Chap VI - Dérivée d'une Fonction

1. Dérivée et tangente

T3 :fdéfiniesurl,a e |, € lacourbedef, A(a; f(a)) € €
Si f est dérivable en a, la tangente a €; a pour équation :
y=1'(a)(x—a) + f(a)

ex4 . determiner I'equation réduite de la tangente a la courbe
de la fonction f : x — x> en son point d'abscisse 2.

Onavuquef'(2)=120orf(2)=2°=8
d'ou I'equationy = 12(x —2) + 8 soity = 12x — 16
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Chap VI - Dérivée d'une Fonction
2. Calcul des dérivees (fonctions de référence)

D3 : Soit une fonction f définie sur I, dérivable en tout a € |,
on peut alors définir sur I la fonction dérivée de f par :

f':x—1'(X)

ex5 : pour f(x) = x%, on a vu (ex1) que f'(1) = 2.
De méme f'(2) =4, f'(3) =6, etc.... f'(a) =2a ... d'ou f'(x) = 2x.

ex6 : f(X) = 3x* +5x — 9, on a vu (ex3) que f'(a) = 6a + 5
d'ou f'(x) =6x +5



Chap VI - Dérivée d'une Fonction
2. Calcul des dérivées (fonctions de reference)

T4 : Les fonctions affines f : x — mx + p sont derivables sur R
et leur dérivee s'ecrit : f'(X) = m

ex7 : sif(x)=7x-9,alorsf'(x) =7
Sl g(X) =-5x + 12, alors g '(x) = -5.

preuve : f(xX) = mx +p, T;(a; h) = m(a+h) + ph— (Ma+p)_

m ne dépend pas de h donc lim m=m,
h—0

VaeR, f'(a) = hIimOTf (a;h)=m.
_)



Chap VI - Dérivée d'une Fonction
2. Calcul des dérivées (fonctions de reference)

T4 : Les fonctions affines f : x — mx + p sont derivables sur R
et leur dérivee s'ecrit : f'(X) = m

ex7 : sif(x)=7x-9,alorsf'(x) =7
Sl g(X) =-5x + 12, alors g '(x) = -5.

Cas Particuliers :
la dérivee de la fonction linéaire f : X — mx est la constante m.
la dérivée de la fonction linéaire f : x — X est la constante L.
la dérivée de la fonction constante f : x — p est égale & zéro.
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2. Calcul des dérivees (fonctions de référence)

T5 : La fonction carré f: X — X7 est derivable sur R et f'(x) =

preuve : T¢(a,h) =

(a+h)*—a’

" = 2a+h

etvVaeR,f'(a)= lim 2a+h=2a.
h—0

2X.




Chap VI - Dérivée d'une Fonction
2. Calcul des dérivees (fonctions de référence)

T6 : Les fonctions trindmes f : X — ax® + bx + ¢
sont dérivables sur R et f'(x) =)2ax + b.

a(oe + h)? + b(a + h) + ¢ — (aa” + ba + €)

preuve : Ts(a; h) = o
= 2ao + b +ah
etf'(a) = lim 2ao + b + ah = 2aa + b.
h—0

ex8: f(X)=5x°—3x+9=1f'(x)=10x-3;
g(x) = 18 — 2x* = g '(X) = -4X ;
h(x) = 7X — 4x°* = h'(X) = 7 — 8x



Chap VI - Dérivée d'une Fonction
2. Calcul des dérivees (fonctions de référence)

Résume :

les fonctions suivantes sont dérivables sur R

affinesf: x —mx+p etf'(x) =m.

carré f: X — X° et f'(X) = 2X.

trinémes f: x — ax® + bx + ¢ et f'(x) = 2ax + b.




Chap VI - Dérivée d'une Fonction

2. Calcul des dérivees (fonctions de référence)

17 : Lafonction cube f: X — X

3

est dérivable sur R et f '(x) =

preuve : on utilise les identites remarquables a connaitre.

(a+b)’=a’+ 3a’h + 3ab’ + b°

(a—b)(@* +ab +b%=a’-p’

_(a+hyY—a’> 3a’h+3ah’+h’

Ti(a; h) = h

h

= 3a° + 3ah + h?

et Va eR, f'(a) = lim T¢(a; h) = 3a°.

h—0

3x°2.




Chap VI - Dérivée d'une Fonction
2. Calcul des dérivees (fonctions de référence)

T8 : Pour n € N, les fonctions puissances f : X — X
sont dérivables sur R et f'(x) = nx" .

preuve : on utilise a" —b" = (a—b)@* +a™ b + ... +ab™* + b™)

ex8 : f(x) = x* = f'(x) = 4x°;
f(x) =x" = f'(x) = 7x°

RQ2 : ce resultat est valable pour n entier négatif, mais sur R \ {0}.



Chap VI - Dérivée d'une Fonction

2. Calcul des dérivees (fonctions de référence)

19 : Lafonction inverse f : X — [ est derivable sur R* et f '(x) =
deth)-1@) _1 | 1 1]
Preuve : h =X 2h 3
_1 a-(ath)_ -1
“h”™ (ath)a ~ (ath)a

. -1 -1
et pour tout a # 0, hlino (ath)a _ a2




Chap VI - Dérivée d'une Fonction
2. Calcul des dérivees (fonctions de référence)

110 : La fonction racine f : x — & est derivable sur ]O ; +oo]

o1
et 1100 = 1
Preuve : f(a+h)h— @) _ % « \Jath —~/a ]
1 a+h-a _ 1
“h”™\fath++/a” ~/ath +/a
1 1




Chap VI

- Dérivée d'une Fonction

2. Calcul des dérivees (fonctions de référence)

Fonction f(x) Dérivée f '(x) |Validité
mx +p m X e R
ax’ +bx +c 2ax+Db X € R
X" nx™? Xe R,neN
1 —% X#0
X X
\/X 1 X >0
21/
Loou xR U nx™x %0, n eN
NG Xn+1 , 11 €
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Chap VI - Dérivée d'une Fonction
3. Opérations sur les derivees (I est un intervalle de R)

T11 : La somme de deux fonctions déerivables sur | est dérivable sur |
et sa deriveée est égale a la somme des derivées.
(uU+v)'=u"+v'

. — 3 l I — 2 1 1
ex9 : f(x) = X +X—&:>f (x) = 3x “ X2 2x

preuve : (U320 + V(&) - u(a) + va)

_u(a+h) —u(a) . v(a+h) — v(a)
- h h
dont la limite est : u'(a) + v'(a), quand h tend vers 0.



Chap VI - Dérivée d'une Fonction

3. Opérations sur les dérivées

T11 : La somme de deux fonctions déerivables sur | est dérivable sur |
et sa deriveée est égale a la somme des derivées.

(U+v)' =u"+Vv'

Attention :
T11 est vrai pour une différence
mais totalement faux

pour un produit ou un guotient
I de deux fonctions.




Chap VI - Dérivée d'une Fonction

3. Opérations sur les dérivées

T12:
Si on multiplie une fonction f dérivable sur I par une constante k,
la fonction kf obtenue, est aussi dérivable sur |
et sa derivee est celle de f multipliee par k.

(k.u)' = k.u'

ex10 :f(x) = 7x° = f'(X) = 21x°

12 12
9X) =5 =09 X)=-32

oreuve - k.u(a+h)h —k.u(a) _ k.u(a+h)h _ u(a)

qui tend vers k.u'(a) quand h —> 0



Chap VI - Dérivée d'une Fonction

3. Opérations sur les dérivées

T13 : Dérivee d'un produit
Si deux fonctions u et v sont dérivables sur I,
alors leur produit est derivable sur | et (uv)' = u'v + uv'

ex11 : f(x) = X*\x = f'(X) = 2x /X + xz.z%( = 2,5x /X
.

90) = (€ + ) = 100 = 3 + (¢ + 7)-@ =2x—



Chap VI - Dérivée d'une Fonction

3. Opérations sur les dérivées

T13 : Si deux fonctions u et v sont dérivables sur I,
alors leur produit est derivable sur | et (uv)' = u'v + uv'

u(a+h).v(a+h) —u(a).v(a)

Preuve : N
_u(ath).v(a+h) —u(a).v(a+h) . u(a).v(a+h) —u(a).v(a)
- h h
_ u(a+h)h— u(a)lv (a+h) + u(a). v(a+h)h— v(a)

qui tend vers u'(a).v(a) + u(a).v'(a). (quand h — 0).



Chap VI - Dérivée d'une Fonction

3. Opérations sur les dérivées

T13 : Dérivee d'un produit
Si deux fonctions u et v sont dérivables sur I,
alors leur produit est derivable sur | et (uv)' = u'v + uv'

Cas Particuliers : (u%)' = 2uu® et (u°)' = 3u®u’, etc...

Attention : la dérivée d'un produit
n'est pas égal au produit des dériveées.

I




Chap VI - Dérivée d'une Fonction

3. Opérations sur les dérivées

T13 : Si deux fonctions u et v sont dérivables sur I,
alors leur produit est derivable sur | et (uv)' = u'v + uv'

T14 : Si la fonction u est dérivable sur I, et n N,
alors la fonction u" est dérivable sur I et (u™)' = n.u™t.u’

ex12 : f(x) = (x* = 3x + 4)> = f'(x) = 5. (x* = 3x + 4)*.(2x — 3)
g(x) = (3x—5)° = g '(x) = 24.(3x - 5)’



Chap VI - Dérivée d'une Fonction
3. Opérations sur les derivees (I est un intervalle de R)

T15 : Si la fonction v est dérivable et jamais nulle sur I,

alors la fonction 1 est dérivable sur | et 1 = V2
V V V
1 -2X
ex13 : f(x) = 17 VX eR, x*+ 7 =0doncf'(x) = (¢ + 7Y
1 3 -2x
g(x) = > 9,I ]-3; 3[; donc sur Il g'(x) = 9

h(x):i 1 =10 ; +oo[, \/x = 0 donc h '(x) = 2& (&) 2)(1%(



Chap VI - Dérivée d'une Fonction
3. Opérations sur les derivees (I est un intervalle de R)

T15 : Si la fonction v est dérivable et jamais nulle sur I,

alors la fonction L est dérivable sur | et L V2
% V) Vv
Preuve : 1>{ L 1 }zlxv(a)—v(a+h)
“h™lv(a+h) v(a)) h™ v(a+h).v(a)
_ -1 v(at+h) —v(a)
~ v(a+h).v(a) h
-1 -1 v(at+h) —v(a)

o Mvarh).v@ ™ @ & a  h TV®




Chap VI - Dérivée d'une Fonction
3. Opérations sur les derivees (I est un intervalle de R)

T16 : Si les fonctions u et v sont dérivables sur I,
et si v(x) = 0 pour tout x de I,

.u L. ul* uv-vu
alors la fonction — est dérivable sur l et|—| = 2
V V V
ex14 : f(x) = X xR, X2+750
. i X2 + 7 . E y .

Soit : u(x) = 95X = U'(X) =5
viX) = xX°+7 = V'(X) = 2x

5(x*+7) — 2x.5x _ 35 — 5x°
(X*+7) T (EHT)

donc f'(x) =



Chap VI - Dérivée d'une Fonction
3. Opérations sur les derivees (I est un intervalle de R)

T16 : Si les fonctions u et v sont dérivables sur I,
et si v(x) = 0 pour tout x de I,

.u L. ul* uv-vu
alors la fonction — est dérivable sur l et|—| = 5
V V V
u
Preuve : v et on applique T13 et T15 soit

+[—V'J u_uv V'U
NVl y=YY VU
2 V2 V2



Chap VI - Dérivée d'une Fonction
3. Opérations sur les derivees (I est un intervalle de R)

T1l:(u+v)' =u"+V
T12 . (A.0)' =AU’
T13: (u.v)'=u'.v+uv
T14: (u")' = n.u'.u™
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Chap VI - Dérivée d'une Fonction
4. Application des dérivees (I est un intervalle de R)

T17 : Soit f une fonction dérivable sur | et ' sa dérivee

Sif'estsurl alors f est sur |
strictement positive * |strictement croissante
strictement négative *|strictement déecroissante
nulle constante

* (sauf peut-étre en quelques points isoles ou f ' est nulle)



Chap VI - Dérivée d'une Fonction

4. Application des deérivées

T17 : Soit f une fonction dérivable sur | et f' sa dérivee
Sif'estsurl alors f est sur |
strictement positive * strictement croissante
strictement négative *|strictement déecroissante
nulle constante

ex15 :

f(x) =2x—-5;1'(x) =2 >0sur R; fest strictement croissante sur R.
g(x) =x*—37;9'(x) = 2x; g'(x) < 0 sur J-oo ; Of

donc g est strictement décroissante sur J-oo ; Of
h(x) =~/X + 23 ; h'(x) = 1/27/x ; h'(X) > 0 sur JO ; +oo].

donc h est strictement croissante sur 0 ; +oo].
k(x) = 3/x =19 ; k'(x) =-3/x* < 0 sur]0 ; +oo],

donc k est strictement décroissante sur ]O ; +ool.



Chap VI - Dérivée d'une Fonction
4. Application des déerivees (I est un intervalle de R)

D4 : Soit f définie sur l etael, bel, celtelsquec € Ja; b[ < |

On dit que f(c) est un Maximum local de f si VX €]a ; b[, f(x) < f(c).
On dit que f atteint son Maximum en c. (pour X = ¢)

R@3 : pour un minimum on a : f(x) > f(c).
Rg4 : Extremum = Maximum ou minimum.
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4. Application des deéerivées

T18 : Soit f derivable sur I et f' sa derivée
Si f admet un extremum local en c alors f'(c) =0

RQ5 : Attention : la réciproque est fausse.
Contre exemple : x — x> en 0.
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4. Application des derivées

T19 : Soit f déerivable sur | et f ' sa dérivee et c < I.

Si f's'annule en ¢ "en changeant de signe"
alors f(c) est un extremum local de f sur I.
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4. Application des deéerivées

Méthode pratiqgue d'étude d'une fonction
3" — 6
X° + 1
#1 — Ensemble de definition : R

ex16 : soit la fonction f : x —

a2 N
#2 — Calcul de la dérivée : u(x) - 3§< -6 = UI(X) = 6X
f est de la forme u/v avec v(X) =Xx"+1 = V(X)=2X

£1roe) = BX(x*+1) — 2x(3x° —6) _ 18X

(X) (XZ + 1)2 (X2 + 1)2

#3 — Signe de la dérivée : (x* + 1)* > 0 pour tout x donc f '(x) est
du signe de 18x soit f'(x) >0 pour x>0etf'(x) <0 pourx <0
#4 — Tableau de variation :

X | -00 0 +00

fr - 0 +

f  > -6 /
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4. Application des derivées

X°+5
X—2
#1 — Ensemble de définition : R\ {2} = ]-0; 2[ U ]2 ; +o0]

#2 — Calcul de la dérivée : 5
u u(x) =x"+5 = Uu'(x) = 2x
f est de la forme yaVec: ly(x)=x-2 =v(x)=1

f1roe) = 2X(X —2) —1(x*+5) x°—4x-5
=" k-2 T (x-2)
#3 — Signe de la dérivée : (x — 1)* > 0 pour tout X = 2 donc f '(x)

est du signe de x* — 4x — 5 qui est un trinéme de racines -1 et 5
soitf'(x) >0 pourx<-loux>5etf'(X)<Opour-1<x<5

ex17 : soit la fonction f : x —

#4 — Tableau [ x |- -1 2 > =
i | + 0 - — 0 +
devariation: | &~ 5~ =~




Chap VI - Dérivée d'une Fonction

4. Application des derivées

Méthode pratiqgue d'étude d'une fonction

ex18 : étudier les variations des fonctions :

f:x~»9x-13+§;g:xHx3—5x2+3X—54;
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