CHAPITRE

Produit scalaire

En mécanique quantique, la trajectoire d'un électron
n'est pas mesurable.

En revanche, cette partie de la physique

peut déterminer |a probabilité de trouver un électron
dans une zone de I'espace proche du noyau atomicgue
(figure cl-dessus : vue d'artista de Forbitale atomique 4f).

C'ast en réalisant un produit scalaire,

notion introduite par Hermann Grassmanin, sk mr
qu'on détermine cette probabilité. / e zﬁ“ﬁ“ﬂ_

Grassmann
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.». Distance AB

P Mesure principale de I'angle [u, v

Dans un repére orthonorme (0; Eﬂ. 5if ot B sont

deux points de coordonnéas respectives [x, ; v,)
etifxg; ) alors: ) S 5
AR =ix —x| iy -y

i -
donc 'E"E="l|:t"a"’,s.:'1""#'a‘

w 01 85t une mesure guelcongue en radians

de F'angle | T, V| La mesure principale i de l'angle

| &, ¥| s'obtient en écrivant :
a=f+2mksE f) avec m<Pmm
# La valeur absolue de [a mesure principale

de Fangle [?r, F:Ialrt la mesure en radians de l'angle

geomeEtrigue associé a U et v.

'r Cosinus d'un angle et mesure

de cet angle
% est le cercle trigonome-
trique associé au repére
orthonarmé direct |0; il
Four tout nombre o de

Rﬂp PEIS & Questions-tests

[-1; 1], il existe un seul
nombre B de lnteralle
[0; m] tel que cos B =a.

’. Cercle trigonomeétrique

214

et coordonnées d'un vecteur

Swr la figure ci-dessous, € est le cercle
trigonomeétrigue associe au repére orthonorme

direct(0: 7, f . On note & une mesure quelcongque

de l'angle |7, i .

B, «5 o
¢ M7
T
£
A al T
Br

» M a pour coordonniées (cos o) sin o).

= ON = ii donc le vecteur & a pour coordonnéss
les coordonnéas de M, soit (0N cos a; ON sin o).
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1) I:D;-r':}"_l Bst un repére
orthonormé.

1. Le triangle ABC est-il isocéle? e
2. Démontrez que le périmétre ~
du triangle ABC est égal 1

a 30,2 + 2/5). 13

© Ondonne(i,¥)=2x

1. Quelle est la mesure principale de l'angle (2, ¥ ?

2. Quelle est la mesure en degrés de I'angle
géometrigue associé a oet V7

€3 Dans chacun des cas suivants, on donne cos 4, ¥ .

Quelle est la mesure en radians, puis en degras,
de 'angle géométrique associé 3 T et ¥7

o 3
a] cos| 1, Vi b} cosio, vl = "'T;

(4] [U;-r':f_l est un repére orthonorme direct et
le cercle trigonométrique de centre O,

M est un pointde ¥ etdela medla‘trlce du segment

[DB]; le point M est défini parDI'-.I 20M.
Quelles sont les coordonnéesde W 7

c) cos| T, V) =-1.

(= Vo les comigés . 363 |

m UNE APPROCHE DU PRODUIT SCALAIRE

Les notions de distance et d'orthogonalité sont lides par le théoréme de Pythagore : C
dire que zLetriangle ABC estrectangle en B » equivaut a dire que s A - ABX-BC2=0x»,

2n se pose alors la guestion suivante : «Que devient lexpression §= AC2 - AB2 - BC2
lorsque ABC nest pas un triangle rectangle 7=

Zn note H le pied de la hauteur issue de C dans le triangle gquelcongque ABC, A B

On envisage les trois cas de figures possibles suivant la position de H parrapport a A et B.

On note # |a la mesure de I'angle géométrique *BC ; B est donc aussi la mesure de | ‘angle géometrique
associé 3 AH et BC

C C C
= o~
o i :
-~ | i
- | i a
Vol ;i '
| 5|
A B B <x A X H & B X
Figure 1 Figure 2 Figure 3

A Pour les trois cas de figures, démontrez que &= AH - ABZ - BH® (1)

2+ » Figure 1: 4, B, H sont alignés dans cet ordre, donc AH = AB + BH.
Demaontrez, a partir de (1), que & = 2AB % BC % cos B,
Figure 2 : &, H, B sont aligneés dans cet ardre, donc AH = AB - BH.
Deémontrez gue & = -2A8 % BH =-2AB x BC % cosin —#) = 2AB x BC X cos 8.
Figure 3 : H, &, B sont alignés dans cet ordre, donc AH = BH - AB.
Demantrez que & = -2AB ¥ BC x cos{n — ) = 2AB = BC x cos A.

Conclusion

«Le nombre %J egal a %[.I’Ll!:l—.ﬂ.ﬂ1 - E-El]= &B = BC ¥ cos 8, est indépendant du cas de figure

envisage. || est appelé produit scalaire des vecteurs Eﬁetﬁ et se note AB-BC.

Passons au cas géneéral en posant U = AHetv=BC AlorsAC=AB4+ BC =11 + - ABest |a longueur
de G, que l'on note ||| lon lit enorme de =),

De méme, BC =||v||et AC = |[u + ¥|| On paut alors définir le produit scalaire de ti et v :

5= |5+ 17| - 97} = 61 x ¥l x sl 5}

obleme ouvert

.. Est-il plus facile ?

’ : ’ ] C
ABCD et AEFG sont deux carrés de cotés respectifs 6 et 4 disposés *
comme Findique la figure ci-contre, ; L
O est le milieu du segment [GD].
Les droites (0A) et (EB) sont-elles perpendiculaires ? ar—+ A " B
F E
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n Produit scalaire : définition et expressions

1.1) Norme d'un vecteur

1 Une unité de longueur étant choisie, Ia norme d'un 'ure-cteur U= AB est la longueur AB.

ﬂn"m"”"—lﬁ"— . 'I [ ".-.elrt-znnm-:leun:J
51||u||=1,leuecteuruatd’nu‘italre.

© Conséquences. « [A8] =0 équivauta A =B.

» Pour tout nombre & et tout vecteur o, ":3" =|a] = " 1-"” 4B
= N £ v A 2

Par exemple, |28 = 2[5 et |-33]|= 3], -

s Dans un repére orthonormé l,rD,; _r:I'L si U a pour coordonnées (x; ¥l d

alors [ =P 2

En effet, si M est le point tel que oM = u, alors M a pour coordonnées
{x; ), dol |[5]| = oM = e 2,

1.2) Définition du produit scalaire

Le produit scalaire de deux vecteurs I et ¥ est un nombre réel,
Ce nombre, noté u-v, se lit =1 scalaire V= et, par définition :

E-ir‘=%[llﬁ+FIf‘—IIEIF—IIFIF]- ()
Par convention, U- U est nobé U, Ainsi -0 = |u||2

© Remarques. « Lorsque ii =0 ou ¥ = G, on obtient §-¥ =0.

» ABCD st un pamﬂélu-grammi-_ On puseﬂ:ﬁ.—ﬁ Bt v = AL.

Alors, T+ v=AD et Aﬂﬁf—%rﬁ.ﬂl AB® - ACEL

1.3 Autres expressions du produit scalaire

© En fonction des coordonnédes (exprassion analytique)

Dans un repére orthonormé, si U et ¥ ont pour coordonnées respectives (x; y) et (x'; v, alors

wv=x+yy. (2

[F] Démonstration. Dans ces conditions, ||I.T||1 =x?4 )2 et || ir'||1= By
Le vectaur U + ¥ a pour coordonnées (x + x'; y + v) donc -

|E.T+i.v"||1 =peral # eyt =xt £ 22 £ 2o 4y 4 T 4 2y
Ainsi, en calculant -v =— |] u +"1| -||@ |F - ||F|F}

an obtient uv——ﬁ+f+1ﬂ -,tz,'rr+,j"f+2}'}f ,lfff’ fl

500t aprés .ﬂmpllﬁl:atlun TU-w =

© Conséquence
Si U a pour coordonnées (x; y) dans un repéne orthonormaé, alors & 2= x2 + 2.
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© En fonction des normes et de "angle

Théoréme ] Si U et ¥ sont deux vecteurs non nuls, alors - r-"u"n"v”xmﬁiﬂ. {3}

"-_' uutl.r:.nrl'tnmnltpaurque ]

[2] Demonstration. Posons EIA =1 et CH! = v. Choisissons un | 'angle orienté [, ¥) sait défini.
:.E'::"ﬁi;”' repére orthonorme direct (0; r.._rJ tel que fet OA soient colinéaires '

et de méme sens. Motons M le point dintersection de la demi- B
droite [0B} et du cercle triguﬂclmétﬁque':i’ de centre 0. % 'HE
Call:ulnnsu v =0h-DE. Dans le repere orthonorma! D L ¥
DAa pour coordonnées (04 ; 0}, I B
CI-EE p-uurcﬂnrdnnneesﬂﬂcuﬁlr DHI GEnnr,D-Elluuenn:mE o T - -5
.E}E cus u, ¥ |; OB sin| I, ¥ 1 carlr,.GH 1=, ¥l
Donc, d d'aprés le théoréme 1 :

OA-DB = DA x |08 cosD, ¥ + 0 x (08 sin( 3, 7]
= 0A » OB x cosl L, v,
soit 1 1 = || G| = ||#]| = cos| T, ¥#1

o Remargue. 5i B est la mesure de |'angle géométrique assodié aux vecteurs U et ¥,
alors cos # = cos|y, ¥ | (voir chapitre 8, page 195). Donc: -v = ||| x| ¥ ||:-u:u5£| | “En pratique,an

Hh| sovrverit
© Cas particulier de deux vecteurs colindaires RICHTE,
A——=g A 4 B
C " * [ D= . &

v v
I = AB et ¥ = CD sont colingaires et de méme | § = AB et ¥ = CD sont colinéaires et de sens
sens. Alors (@, v | = 0 donc cus:E ¥l=1let: cﬂntrairEE.Mulsl:E, ¥|=ndonc cosi 0, v =-1eat:
AB-TD = AB x CD. AB-CD = -AB x CD.

B Régles de calculs

Quels que soient les vecteurs O, i, W et les nombres o et b
1.U-v=¥-u 2.0V =0-F+i-w 3. (ai)- (ki) = (ab) - ¥

Démonstration. Démontrons par exemple Fegalité 2.

Dians un repére orthonorme, natons (x; ¥, (x°; %7, (x*; ¥ les coordonnées respectives de o, v, .

= < ’_,”i‘_-_-_H:‘+ e
-V i = xle 2 X+l + y =+ ey =0V W

O Conséquences
* Berdedl, o |- F=—0- a‘[égalitéa aveca=-letb=1] «l[i+07=0"+7"+20.¥
Hn'l:'H:'-H4 '||1 -FE e [t -3 a3
I:ﬁ ¥ + - 20-¥ -I:EJ'-E-u']I-lu—ir"lI:u -
SliunpuEEU:AHEtV:ED,unthient:
s AB-CD = -BA-CD = -AB-DC = BA-DC « |AB + O = AB? + CD? + 2A8-CD

« |AB - CD) = AB? + CD? - 2A8-CD « |AB + CO).|AB - CO)= AB? - CD?
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_ I BB et CO sont deuws vecteurs non nuls,
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B Produit scalaire et orthogonalité
Définttion ]

U et ¥ sont deux vecteurs non nuls, i
Dire que I &t ¥ sont orthogonaux signifie que, si 1 = AB et ¥ = CD, las D
droites (AB) et (LD} sont perpendiculaires. ]
i B h .
Par convention, le vecteur nul O est orthogonal & tout autre vectaur, B[ v
C o

Dire que deux vecteurs I et ¥ sont orthogonaux équivaut a dire que &i-v =0,

Ainsi, dire gue les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires équivaut a dire queﬁ-ﬁ: 0.
Démonstration. 5i I = 0 ou ¥ =1, le résultat est immédiat.

Sin=0etv=0, i v= 0] x| #|x cos|T, 7l

Or ||z || 2 0 et || ¥« 0 donc - ¥ = 0 équivaut a cos{ 1, ¥} = 0.

Or cog 1, ¥ | = 0 équivaut I:EF,TF:I=% + b [k = F). Donc © et v sont orthogonausx,

o Conséquence. Dans un repére orthonormeé, si Uix; ¥) et ¥ix"; ¥J, alors T-¥ = '+ yy', done -
=l et ¥ sont orthogonaux» équivaut a sxx’ + yy' = O,

n Projection orthogonale

Le théoréme suivant permet de ramener be calcul du produit scalaire de deux vecteurs au caleul du
produit scalaire de deusx vecteurs colinéaires, caloul en général plus facile.

Les points C' et [¥ sont les projetés orthogonaux respective-
ment de C et D sur la droite (SB).

Alors : ﬁﬁ:ﬁ_ﬁﬁ

=

':;'-"FE-::i:ﬂla £, cuprui:u.'lﬁ
'L du produit scalaina.

—

[7] Démonstration. D'aprés la relation de &aﬂes,ﬁ:ﬁ_f‘-l-c_'ﬁ'+ O donc :
AB-CD=AB-(CC'+ C0'+ D'D) = AB.CC'+ AR-C'D' + AB-DVD.

Le vecteur AB E!-Er‘th:ﬂjﬂl‘l_ﬁl_l AU vecteurs CC'et DD’ donc AB-CC' =0 et AB-D'D = 0.

Il en résulte que AB-CD = AB-C'DE

> Remarques
» En considérant les pmjetéiuringﬂuﬂ’ et B'des paints & et B respectivernent sur la droite
(CD), on obtient de méme : AB. CD = A8 CD.

= Par abus de langage, on dit que C'D¥ est le projeté orthogonal de D sur AB (en fait sur la droite
(AB). On peut alors retenir le théoréme 5 sous la forme :

Pour calculer le produit scalaire P_.E-Ej,nn peut remplacer ['un des vecteurs AR ou EPEII san
projeté orthogonal sur l'autre vecteur.
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a Droite et produit scalaire

5.1] Vecteur normal & une droite

_I Efinitic Diire gu'un vecteur non nul i (0= I?ﬁ} est normal a une droite o [Xs!
signifie que les droites (PQ) et d sont perpendiculaires. Ainsi, un =
vecteur i nermal 3 une droite d est orthogonal 3 tout vecteur P d

directeur AM de d. !

Dire guun point M appartient a la droite d passant par A et A \

pElEm:liculairEé la droite (PO aquivaut a dire que &M - PO=0
ou AM-A =0.

© Autres conséquences

» 5i 7 est un vecteur normal a d et & un vecteur directeur de d, alars &
« 11 est un vecteur directeur de toute droite d° perpendiculaire a 4;
« I est un vecteur normal a toute droite d* perpendiculaire a d.

» d et d" sont deux droites ayant respectiverment 1 et A’ pour vecteurs d
normaux, U et o’ pour vecteurs directeurs :

dld = [.7=0 = G-r'=0 ** Fetu sontcolinéaires.

5.2| Vecteur normal et équation de droite

m Dans un repérs orthonorme :

» 5i une droite d a une équation de la forme ax + by + c = 0, (@ % 0 ou b = 0), alars n{a; b) est
un vecteur normal & d.

s réciprogquement, si un vecteur 7 non nul de coordonnées {a; b) est normal & une droite d,
alors d a une équation de la forme ax + by + c =0.

Démonstration. « Supposons que [a droite d a une éguation de laforme ax+ by 4+ c=0{g =0
ou b «0) et démontrons que nig; b) est un vecteur normal a d.

Le vecteur t-b; g est un vecteur directeur de d.
Ori-n=-ab + ab =0 donc I et A sont orthogonauws, et 7 est un vecteur normal a o,

» Réciproquement, supposons que le vecteur nla; b), non nul, est normal a d et démontrons
que d a une équation de |a forme ax + by + ¢ = 0. Notons Alx,; y,) un point de d.

DYaprés la conséguence de la définition 4, Mix; ) est un point de d équivaut a AM-fi = 0, soit
b — x,)a + (¥ — ¥t = 0 ou ax + by — au, — by, = 0.
Cette équation est de la forme ax + by + ¢ = 0 avec ¢ = —ax, - by,

© Conséquences
» d et 4" ont respectivernent pour équations cartésiennes ax + by + c=0et ak + by + ' =0
DVaprés la conséquence 2 (5 5.1) - 2d et o' sont perpendiculaires » équivaut a =aa’ + b =0,

» Die méme, 5i d et d’ ont respectivernent pour équations réduites y=me+ pety=mx +p’ alors :
«d et d'sont perpendiculaires s équivaut a emm’=-1=

En effet, i{m; -1] et n{m’; —1) sont des vecteurs normaux & d et "
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Application I“.ﬂ":‘““]

m Choisir Fexpression du produit scalaire la mieux adaptée

i et ¥ sont deux vecteurs non nuls d'angle géométrique associé 8.
Pour calculer un produit scalaire, on peut utiliser les trois expressions suivantes :

—_— 1 e 53 ]
@ i-v= |5+ - ol - [
@ .7 0] % | 7] % cos(, 7 = @] x [ 7] x cos ®

B §-v =1+ py’ ol {x; ) et [x'; ) sont bes coordonnéss de et ¥ dans un repére orthonormé.

Choisir la bonne expression

Pour chaoune des figures d-dessous, caloulez &- ¥ en choisissant Fexpression du produit scalaire qui

vous semble la mieus adaptée.

Figure 1 Figure 2 Figure 3

C

T
45" U

A el -

3

O Mithode

O Solution

« Figure 1 : on connaft les normes des deux =% « Figure 1:0-¥= AB x AC  cos 457
vecteurs et 'angle géoméatrique associé. - = v2

it F=3xin—=32
On chioisit donc lexpression &, - LS IR LNy =
= Figure 2 : le repére est arthonormé, =3 & Figure 2 : AB a pour coordonnées

an peut dnm:_-::baln.ller les coordonnées
des wecteurs AB at AC,
n choisit donc Fexpression €,

{-2-1;-1-3)={-3;-4) et AC a pour
coordonnées (4 -1:1 -3 =(3: -2
U-v=8B-AC=-3x3+(-4i-2=-9+8=-1.

» Figure 3 : on connalt les normes des trais ®™# e Figure3:|T|=4; ¥ =2et| 0+ 7] =5

vecteurs I, v et 0 + .
On choisit donc l'expression @,

EP | 5
donc r.r-u'=TL15 - 15—4I=T.

£ Mise en pratigue Les coordonnées sont relatives 3 un repére orthonormé [ﬂ.' TJ].

n Calculez A AC dans chagque cas.

a) b] ¢
4':;.7|B o o
| | 3
ALA o] ]
, | B
T A-E
-2 ﬁ?‘ 2 d g c
1 IE] *
A B

B3 On donne les points A(3; -2), B(1; 2) et
C(5;-3). Calculez AE-AC.
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ﬂ Dans chacun des cas suivants, caloules o- .
al =27+ 3etv=7-2]

& Pt ix
bl | d] =5, [v|=2etlF ¥l=——7~

o [5l=2, [7] =3 et |47 = 4

B8 ABCDEF est un
hexagone régulier inscrit

dans un cercle de rayon 1.
Calculez

a)OA-OE  b)OA-OC
) OA-BC o) OA-AD,

S e Calouler a partir du produit scalaire
Cans un repére orthononms [EI: ”'j, on donne les points AlD; 4),

B{-2; 0) et C{3; 0.
1. Calculaz le produit scalaire AB- AC,
2. a) Déduisez-en cos BAC.

b} Donnez la mesure en degrés de I'angle BAC, arrondie au dixizme.

3 Méthode

D Solution

1. On calcule les coordonnées des vecteurs = 1. ABa pour coordonnées

—

B et AL

2-0;0-4)=i-2:-4)
Etﬁapﬂm coordonmnées
[3-0;0—4)=(3;-4).

= On en déduit AB- AC. =t eAB-AC=-2 %3+ (—4) x4} =10.
2. a) Pour calculer cos BAC, on chaisit =t 2.a3)AB=+3+16=4,20=25
I'E:plEﬁiunFB-E:AExﬁExcmEA_i AC=3+16=y25=5.
Il reste & calcuber AB et AC
= On en déduit cos BAC. b o AR AC = AR x AC x cos BAC
I
| L
10= 2,5 53 cos BAC
ey 10 1
duncmsﬂﬁ.f:ﬁ:ﬁ

b) On utilise | cabculatrice pour obtenir b ) BAC = 63,4°

une valeur approchée de la mesure en
degrés de Fangle BAC.

O Mise en pratique Les coordonnées sont relatives & un repére orthonormé (07, 1,

ﬂ ABC st un triangle tel que !

AE.AC=18, AB=6 et AC=273
1. Quelle expression choisir pour calouler oos BAC?
2. Quelle est la mesure en radians de 'angle BAC?

n Ondonne les points A(3: 00, BIO: 4) et C(&; 0).
1. a)] Calculez BA et BC
B [Jém:-ntr&z_cju_?_!&_.ﬂ..- E:#ﬂe_tgue:

BA-BC =2005 cos ABC
2. Déduisez-en cas ABC, pUis UME Mmasure de ABC
a un degré prés.

A on  donne
l== points &(-3; 2),
B{3; 00 et C0; 6).

1. Calculez AB- AC.

1

2. a) Démontrez gue cos BAC = T0-
L]

b} Déduizez-an une mesure de I'angle BAC 3 un

degré prés.

u A, B et C sont trois points tels que !
sAB=4;
IEE =3:

T

Cakculez la longuewr AC,

ﬂ Dans chacun des cas suivants, trouwvez
une mesure en radians de 'angle géométrique
associé aun vecteurs U et ¥,

sl g)=3:|v]|=2etT-¥=3,3.
BlU=3T+4eti=41-3
o) 7] =3 |[F] =25 et i-v=-3.

m A, B et C sont trois points tels que !

s A et AC sont colinéaires et de sens contraires =
" E . EE =15

sl =3,

Calculez la longueur AB.
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sur [AB) ou (CD =

——m — mm—— r— —

AB-CD = AB-C'Dr = A'B-CD.

W Savoir utiliser la projection orthogonale

Le produit scalaire de dewx wvecteurs est remplacé par le produit
scalaire de deux vecteurs colinéaires en projetant orthogonalement

Choisir une projection orthogonale

Pour chacune des figures suivantes, calculez AB- AL,

C B
OB est
un carmé
de cfité 4

L

(] A B

Figure 1 Figure 2
O Méthode

= Figure 1 : on indique quel projets
orthogonal on utilise.

untrl.a.nje
isocéle em .

B
| L'unité choisie
: est le chté
1 c d'un caré
I I du guadrillage
A

Figure 3

0 Sohution

=4 » 0 est le projeté orthogonal de C sur (AB),

donc AB-AC = AB-AQ avec AB=AD =2,

s On justifie le sens des vecteurs colindaires. =—# = A est le milieu de [DB] donc AB et AD

sont colingaires et de sens contraires.
&insi, AB- AC = -AB » A = —4.

» Figure 2 : le triangle ABC étant isocdle, =4 » Hestle projeté orthogonal du point C

la médiatrice du segment [AB] est un axe

sur la droite (AB), donc

de symétrie du triangle. AB-AC=AB-AH avec AB =2 et AH = 1.
AB et AH sont colinéaires et de méme
sens, donc AB-AC = AB =% AH = 2.

» Figure 3 = afin d'utiliser ke quadrillage, = s Motons H le projete E

la seule projection exploitable simplement arthogonal du point C surla

est la projection orthogonale sur (AB). droite [AB). Alors : HFL-—C
AB-AC = AB-AH
avec AB=5et AH=12. R

D Mise en pratique

B0 Uunité choisie est ke caté d'un carré du
guadrillage. Calculez &- ¥ dans chagque cas.

al k) AN

B ABCD estun carré de cété 3. CBE est un tri-
angle rectangle exbérieur 3 ABCD tel que BE =2
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AB et AH sont colinéaires et de méme
sens donc AB - AC = AR = AH =10,

Calculez:
al AC-BE b} CE-AD

BLE] ABC est un triangle, H est le pied de la
hauteur issue de C.

1. Pourquoi AB-AC = AB- AH?

2. 0On donne AB =6, AC=4 et AB- AC=-12.
Fourguaoi les vecteurs AR et AH sont-ils colinéaires
et de sens contraire ? Déduisez-en AH.

2. Construisez une figure (unité: 1 om).

m Utiliser I'orthogonalité pour calculer un produit scalaire

Théoréme 4, » «Las vacteurs I et ¥ sont orthogonauws équivaut 2 el-V =0
s #Les droites (AB) et (00 sont perpendiculaires = équivaut d ¢ AB-CD = Q=

calculez DE DE

3 Méthode

1. Omn wutilise les propriétés de la figure pour
calculer les produits scalaires.

QECTTE

l Cin peut résoudre cet exercie en mulnssant paremnple
IErepErem'ﬂ'murmErD LJLJ'.'EEI:IC Aat fE= ;!

2. & On décompose les vecteurs DiE =t DE.

= On remplace DE par DO + OF et DR
par OC + DA, puis on développs.

= On utilize l'orthogonalité de certains
vecteurs pour réduire l'exprassion.

» On conclut en utilisant les résultats de
la question 1.

O Mise en pratique

Bl) AR estuntapize D C
rectangle en & et [ tel que

AR =5 AD=4etDC=3.
O est le milieu de [AD].
Démontrez, a I'aide de la
relation de Chasles, que A
OB-OC=11.

m ABCD est un carré de

m& Décomposer des vecteurs pour calculer des produits scalaires

ABCD est un rectangle. % est le demi-cercle de diamétre [OC] et de centra O
La perpendiculaire en O 4 [DC] coupe 4 en E.

1. Caleulez bes produits scalaires DA- O et DC- DO.
2. En décum;msmt les vecteurs DE et DB par la relation de Chasles,

i

Ofy------4m

2

O Solution

= 1, Les vecteurs Eﬁ.etﬁ sont colinéaires et

de sens contraires dm&l:ﬁ.&-lli:—[}.ﬂlxﬂE

Le point E appartient au demi-cercle de

diamétre [DC] donc DA-OE = -2 x 2 = —4.

o DC et DO sont colinéaires et de méme

sens donc :DC.-DO=DCxD0=4x2=8
[ S D'apréslaa‘elahnndeﬂ\ailes,

DE=D0+0OF et DE=DC+CB=DC+ DA
=+ oDB-DE= mc+|:w tmu:ra

DB-DE = OC- D0 + DA-OE + DC-0E

+DA-DO.

— Eetaéd'unepmtetmetﬂ_ﬁd“autre

part, suntnrﬂ'ln-gunam: dum::

EF':-'DE=D.I'|. DO=

D'oii : D -DE = DC-DO + DA-
=+ sDB-DE=8-4=4.

.J.r:

o
m

m ABCD est um carré de [
ciitd 4. O est le milieu du seg-
ment [AD].

Le but de lexercice est de ©
calculer le produit scalaire
B OB-OC de deux maniéres
différentes et d'en déduire A
une mesure & de Fangle BOC.

céié 2. | et J zont les milieux
respectifs de [ARB] et [BC].

En décomposant chacun des
wvecteurs ﬂ et IE calculez le

% OB-OC=AB - AQ® =12
| 23] Calculez OB et DT
h] Déduisez-en que OB-0OC = 20 cos A.

produit scalaire AJ-D. = =
Que pouvez-vious conclure? A !

B | de I'angle BOC arrondie & un degré pras.

Chapltra 9 « Praduit scalaira

L | 1,.En démmpusantaﬁet Edémm&tre«zque:

3. Cabculez cos A, puis déduisez-en une mesure
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Théorame &. Dans un repére orthomnorme @

Utiliser le produit scalaire pour trouver une équation de droite

» si une droite d a une équation de la forme ax + by + ¢ =0 [a = 0 ou b = 0), alors Ti-b; a) est un
vecteur directeur de d et g, b est un vecteur normal 4 4;
» 5i un vecteur non nul 7 de coordonnées [a; b) est normal 3 une droite d, alors 4 a une éguation de

la forme ax + by +c=10.

Trouver une équation d'une droite perpendiculaire a une droite donnée

Crans wn repémur‘thunnmué[{]:tﬂ. la droite d a pour &quation 3x- ¥+ 5=10.
1. Trouvez un vecteur U directeur de d et un vecteur i normal & d.

2. Construisez la droite A passant par le point A{1; 2) et perpendiculaire 3 4.
3. Trouvez une éguation de A de deux fagons différentes :

al en utilisant un vecteur normal ;

D Méthode

1. On utilise le premier énoncé
du théoréme 6.

2. On construit la drodte A

k) en utilisant le produit scalaire.

0 Solution

= 1.dapouréquation 3x-y+5=0

donc -I..J-[I : 31 ext un wecteur directeur de
et /i3 -1} unwecteur normal & d.

3. 8} On wutilise le second énoncé = 3.a) Les droites d et & sont perpendiculaires.

du théoréme 6.

01 ; 3}, vecteur directeur de d, est un vecteur
nizrmal 3 & Donc & a une Squation

de la forme x4+ 3y + o =00 0r A1 2] est

un point de Adonc 1+ 6+ c=08tc=-7
Alinsi A a pour équation x + 3y -7 =10,

B} Cn applique la conséquence de i b My E A dguivaut a - AN = 0.

la définition 4 du cours.

DnaA_'M[.s.'—L:].r—I}Et 123}, donc
AM-T =0 se traduit par [x- 1) +3y- 21 =0
softx+3y—-7 =0

O Mise en pratigue Le plan est muni d'un repére orthonormé [D'.I,Tl

m 1. a) Tracez la droite d paszant par le point
A1 :—1) et de wvecteur normal 72 ; -3).

k] Tracez la droite A passant par le point &(1;-1)
et de vecteur normal n'(3; 2).

2. Que remarquez-yous? Justifiez.

BL) o est la droite passant par Al-1; 1) et de
vecteur directeur ol ; 2).

Trownvez une &quation de la drofte & passant par
B{1: 1) et perpendiculaire a d.

224  chapitre 9 » Produit scalaira

m dest une droite de vecteur normal #{-3 ; 2).

Trouwez une dquation de la droite !
a) &, paszant par A3 ; 5} et paralkéle & 4;
b] &, paszant par A{3; 5) et perpendiculaire 3 a.

Eﬂ Trouwez une Egua-
tion de chacune des
droites d,, d,, d, passant
par A et admettant respec-
tivement A, [, et i, pour

WaCTSUrs Nanmal.

EX) Questions sur le cours

Complétez les propositions suivantes.

gl Dans un repére orthonormé, Porthogonalité
dhes wecteurs Dx; ¥ et wWx': y) se traduit par

b 5i les vecteurs OA et OB sont colinéaires et de
mé&me sens, alors0A- OB =...... .

c) 5i dans un repére orthonormé, la draite d a pour
dquation ax + by +c =0, le vacteur Ala; bj est

d} Lexpression du produit scalaire - en fonction
de la norme des vecteurs et de Fangle [T, ¥) est

EB) Vral ou faux

Les affirmations sont-elles vraies ou fausses?

Justifiez votre réponse.

a) Si AE-AC = —AB x AC, alors les points A, B et C

sont alignés.

b Il existe des vecteurs T et i tels que :
|o]=5]v]=3eti-¥=20.

€] S5i A, B et C sont trois points alignés distincts

dews & dews tels que AE- AC < 0, alors A est entre

Bet

d] Le vecteur U2 ; 1} est normal A la droite déqua-

ticn x — 2y + 3 = 0 dans un repére orthonormé.

Four chaque affirmation, une seule réponse est exacte. ldentifiez-la en justifiant votre réponse.

1. Dans un repére orthonarmeé, si le vecteur ff-2; 3)
est normal 3 la droite d et si le point &(1; 1] est un
point de d, alors une équation de o est
pl=-dx+dy=0 bl3Ix-2y+1=0 clIy-2x-1=0
LSif: F; alors nécessairement !

ali=v b =7 a|dl=]g]
3. 5i U et v sont deux vacteurs m‘tl;mgunaux de
MQRTES rEEpecli'fEEEtLaiuﬁl:EE—lTj estégala:

b0 ) 37 ch 35

EQ QCM  Au molins une réponse exacte

Pour chaque affirmation, plusieurs réponses peuvent &tre exactes. ldentifiez-les en justifiant wolre réponse.

1. ABC est un triangle, H est

l2 projeté orthogonal des C
sur le segmemnt [AB].

sl AB-AC=12 BIBC=2,7
) :Eﬁ+m'| [Eﬁ +ﬁﬁ]=4

2. Les cencles '€ et 6" ont pour
rayons respectifs 1 et 2. Le
point &' =5t le symétrique
de & par rapport & CL

B est un point de " et de la
tangente en &'a .

4. A pst un point du cercle %

de centre O et de rayon 1, et B

un point du cercle 6" de

centre O et de rayon 2. On

puseﬁi-ﬁﬁ: . Le point B 5=

projette  ocrthogonalement

en H sur [04).

Dire que les points O, A, H sont alignés dans cet ordre
et sont distincts &quivaut a dire que @

alke1:2 bBikEl;H clk=1

a]m-ﬁ=—1
b BO-BA=7
i

€l cos AEIE:T

3. Dans un repére orthonormé, la droite d @ pour
Squation 3x+ 4y + 4 =10.
La perpendiculaire & & d en A4 ; 1) coupe d en H.

'8 11
al H a pour coordonnées Ill?; —?jl.
b] La distancede Addest 4.

¢} Le cercle de centre & passant par H est tangent & d.

—> Volr les carrigds p. 368

Chapltre 8 - Prodult scalalne
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Apprendre a chercher

%:_: Démontrer que deux droites sont
perpendiculaires
BECD est um carré de ofté o, M et W D C
sont des points des segments [AB]
et [AD] tels que

A = AN
Le point | est le milieu du segment ”2 4

(DML a

A M B

Ohjectf Sans choisir un repére, démontrer que les
droites [Al) et (BN) sont perpendiculaires.

1. 0n peut penser 3 démaontrer gque Al-BM=0.

Aucune formule ne permet un caloul direct, d'od
lidée de décomposer au moins 'un des wecteurs afin
d'exploiter I'orthogonalité de vecteurs.

a] Prouvez que 281 = AM + AD.

b} Apegs avoir décormposé le wecteur BM, démontrez
que 24]-BN = AM-BA + AD-AN (1L

2. Le zacond membre de {1] ne fait intervenir que des
'nrecteuriﬂnéairﬁ. On peut donc exprimer simple-
mient 24]-BN.

—

a) Déduisez-en que Al-BN = 0,
b} Concluez.

:':’ﬂ:',. Cholsir un repére pour démontrer
Trods triangles rectangles isocdles OAB. OCD et DAE
sont disposés comme l'indique la figure ci-dessous avec
04 =a et OC = c. Les points |, | et K sont les milieux
respectifs des segments [AE] [DE] et [DC].

L]

E

Ohjectf Démontrer gue les droites (1)) et (AK) sont
perpendiculaires.

Chapitra 9 « Praduit scalairs

1. Om choisit un repére de fagon gue les points de base
de la figure akent des coordonnées simples,
On choisit le repére arthonommeé (0 7 f tel que

EJ"A = ai et E:-QT
a) Quelles sont les coordonnges des points A, B, C, DetE

dans ce repére ?
k] Déduisez-en celles des points 1, J et K.

2. Pour démantrer gue les droftes [U) et [(AK) sont per-
pendiculaires, on pense a calcuber |- BK.

Terminez les calouls et concluez.

7 Exploiter Forthogonalité et les équations

de droites

Dans un repére orthonormé (01, J1, on donne les points
A0 2) et B3 6). ¥ est le cercle drconscrit au triangle
OAB. La droite A est la tangente en B au cercle "€

Objectif Trouver les coordonnéas du point |, centre
du cercle '€, et une dquation de |a tangentea A,

1. Pour guider le miscnnerment, on commence par faire
une figure.

Placez les points A et B dans un repére (0;]] ],

2. Le centre | du cercle " est b2 point de concours des
meédiatrices du triangle AR

Chaoisissez par exemple la médiatrice a du segment
[0A] et la médiatrice d, du segment [AB].

Tracez ces médiatrices, puis le cercle .

3. Pour trouver les coordonnées du point |, un maysn
consiste, au préalable, & trouver une équation de la
mediatrice d1 de [(M] et une équation de la médiatrice
d, de [AB].

Pour d,, on connait un vecteur normal, AE, et un pint,
le miliew d= [AE]

a) Trouvez une équation de d, puisded,
Vaide’ Voir Pexerdice résolu £, page 224, |
b] Déduisez-en les coordonnées du point |

4. Om retiendra gue la tangente en B & 6 est la droite
perpendiculaire en B a [1B].
On connalt done un vectawr non nul, 1B, et un paoint, B.

Trouvez une équation de la droite &, tangente en B 3 %,
" ARAE o Fewercice résolu E, page 224, |

Narration de recherche by

=¥ L'objectil n'est pas seulement de résoudre le probléme pose ; vous
devez aussi noter les différentes idées méme lorsguelles n'ont pas
parmis de trouver b réponce, Expliques pourguoi vous svez change
die methode et ce qui vous a fait avancer, etc.

11 Un caleul d'angle . Chercherun point fixe e c
ABCE st wn carré de ofitd a. ARCD a5t un carrd de cotéd a. HH
Le peint | ast tel que 44| = AD. ) M st un palat gqualcangus H‘x
Donmez une mesure B de Fangle B & un dixidmea da de la drolte (BOY, qul se pro- - )
degré pris, jette orthogonalement en @ Al — L5 |
0 c surla drolte (AB) &t en Qsur oo oooolll '
la drasite (AD). Q
o~ Démontrez guela droite & mande par M et perpendicu-
/(/ laire & la droite (PO pades par un palnt five,
a Ik TN
i Tl QeI A
A, B (et esercice peut également étre bralté en groupe et mener & une mke
erl comimun des réflesfans.
Eﬂ: “ﬂ%’ L
T hmmaeey Chercheurs d’hier
de trouver -
=¥ Volcl quelques mathématiclens Importants
ul ant travalllé dans le damaine de la géamédirie.
Delambre Giwsto Bellavitis
=4 Chap 18 = Chap 7
l..:_:'\.-\. l =T 140
i _Tl T —l
Jean-Robert Argand
—+Chap &
Hermann Giinther Grassmann
(809-1877)

pour obtenir un nombre.

63_':“ EWeb hitpuiww

Mathématicien allemand. Il est considéré comme
le fondateur de la théorie des espaces vectoriels.
On lui doit I'idée de faire « le produit de deux vecteurs =

C'est en 1839, dans sa thése « Theéorie des flots et
des marges », quiil définit le produit lingaire de deux
vecteurs, gui est notre produit scalaire actuel.

Il monitre ses proprietés et en donne la valeur

en fonction des composants des vectaurs.

wiehranormathcormd e ProdSeal. himml

Chaplitra 8 « Pradidt acalales
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Utiliser GeoGebra

=» Pour construire une figure géométrique
=* Pour mettre en évidence une propriété de la figure

* | Appartenance d'un point a une figure donnée

| COMPETENCES |

TICE Mathématiques

= Représenter une fonction m Trowver un vecteur directawr & une droite

m Construire une figure géométrique » Rézoudre un systéme d'équations

u Emettre et tester des conjectures m Prouver quiun point appartient & une ligne
donnée

P 1
Dians un repére ur‘thunnrrrihé [:}; i, i % est la courbe d¥quation y i A et B sont deus points de 6,
d'abscisses respectives — et 3. M est un point quelconque de "€, distinct de & et B. Om note H

l'orthocentre du triangle AME.
On souhaite Etudier la position de H lorsque M décrit 6.

H jBC soiEe
1. Conjecturer avec GeoGebra

al Créez la courbe % et placez les points & et B
outil 5 ﬁ*’:-

B Créez un point M quelcongue sur €, puis le triangle AME. -
¢} Créez les hauteurs issues de M et A, puis le point H, intersection de ces hauteurs. outil 1 ﬂ ;
d] Activez la trace de H, puis déplacez M sur . Quelle conjecture faites-vous concernant be point H?

olf

FAREEIP—

]
=y .
& 1 | =

JE*
i

2. Démonkrer ;
Motons m l'abscisse du peint Mim =2 0 m=2 —:m =2 3).
2} Quelles sont les ordonnées des points 4, B et M 7?

b Démaontrez que les wectaurs 073 2) et -3m; 1) sont des vecteurs directeurs respectifs des droites
[AB] et [BM).

cl On mote (¥ v les coordonnées de l'orthocentre H.
» Pourquoi les produits scalaires MH- & et 8H- ¥ sont-ils nuls?
» Déduisez-en que les coordonnées de H sont sodutions du systéme

2
I+ dy=3Im+—
3 m

—3mx+ ¥ == m -2

= R&solvez ce systéme et prowvez votre conjecture.

Chapltre 9 « Prodult scalaine

Utiliser GeoGebra '*

&
= Pour construire une figure

. Etude d'une configuration

| compérances |

TICE Mathématigues

» Représenter une fonction » Déterminer une dquation d'une tangente

# Construire une figure géocmétrique & une parabala

» Emettre at tester des conjectures » Détarminer une dquation d'une droite
perpendiculaire a une droite donnée

» Résoudre un systéme dBguations

P Xt
Dans un repére orthonormé (O} §, _Tj, #* est la parabole d%quation y =3 + 1, F est le point de
coordonnédes (0: 2], M estun point guelcongue de 3 et d est |a tangent= en M 3 59

On trace par F et M les droites &, et &, perpendiculaires & d. La drofte &, coupe la droite d en B. La droite
&, coupe Faxe des ordonnées en A On note C e projeté orthogonal de M sur Faxe des ordonnées.

Lorsque e point M décrit @ en restant distinct du sommet, on sintéresse :
= a laligne décrite par B; = a la distance AL
1. Conjecturer avec GeobGebra »
e 0.
a) Tracez la pamhulei!‘d’équaﬁnny:T+ 1, puis créez le point F=(0; 2. outil 5 -
b} Créez un point M quelcongue sur %, puis la droite d, tangente & ® en M. | outll & ﬁ A
¢ Créer los droites A, et b, puis |es points A et B.
) Créez le point C, puis le segment [AC].
2] Activer |a trace de B, puis déplacez le point M. Sur guefle ligne semble s2 déplacer le point B
1 Quelle comjecture faites~vous concemant AC?
o 1 " Col ] _.'r.'l Rl . =
ml el - |, -E.-_-_. e .-'E"E,,_I_._ 2 Diéplacer
" o : i
I"-_ H\":\\\ T .";
Y H \;
‘\-\.\\1 . f
e,
ﬂi“ 3
it " 0
W v
. H
x,\_.m---J
0
T R
A

i Démontrer
O mote m 'abscisse du point b,

2] Déterminez une égquation de la tangente d en M 2 la parabole &,
Déduisez-en une équation des droites 4, puis 4,

k2] Exprimez en fonction de m les coordonnées des points A, B et & Calculez AC
ol Les résultats sont-ils conformes 3 wos conjectures ?

Chapltre 8 « Prodult scalaine
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Entrainement

Hm!@g

Pour les exercices £+ a[E1)

Le repére repére (0 i, [ | est orthonormeé.,

E] On considére les vecteurs m-2; x) et w5 1} Que
vaut x si & et ¥ sont orhogonaux ?

E (3 4) est un vectaur. Caloulez | 0],

Eﬂ Det Fﬂuntrl:ieux_vecteurs de coordonnées respec-

thes n:3;-11.et|l%,-4]. Caiolez -1

Ea 5(3; -1) est un vecteur. Trouvez les coordonniées
d'un vectaur ¥ orthogonal 3 o

Eﬂ La droite d a pour eguation ¥ = 2x — 1. Trouvez les
coordonnées dun vecteur i normal 3 d.

m U, W et w7 sont trois vecteurs, U-w=-5 et v-w=3.
Caloulez (20 - ¥ - .

7Y lespoints A, Bet Csonttels que AB=5, AC =G et

AB-AC=-15. -
Calculez la mesure de I'angle BAC.

E] On considére le wvecteur A_'B{—E;all.Tmuveza pour
que AB soit un vecteur normal a la droite d d'éguation
=3 +1=0.

LES DIVERSES EXPRESSIONS
DU PRODUIT SCALAIRE
Les coordonnées et les équations qui figurent dans
les énoncés sont relatives a un repére orthonormé

0 i 7).
m Dans chacun des cas suivants, calcubez - iv.
abﬁ:i?—gﬂ F:Ef_-l-_r
BYET; 20 V] =3 et B 7] =
| =27 =3et|d+7]=4

m Pour chacume des figures suivantes, calculez
AB-AC,
a) k] €] A
C D2C
m
\ i
& E B 5 A B C

230 Chapitre 9 - Produit scalaira

m Dans chaoun des cas suivants, trousez une mesure
en radians de I'angle géométrique assodé 3 U et v,

al [F] = 4: [F] =5:T.¥=10.
Bl T =3;|Ff =2;0.¥=-3,3
o o] =2;|v] =6;T-v=-12
[l:'_'r.' i, f| est un repérs

aorthonormé& 4 et %' sont
deux cerdes de centre O et

de rayons respectifs 2 et 3.
1. Démontrez que B a pour
;3 _:In,'i
cmrdunnéesL—TJ—T].
2. Caloulez : B

a]ﬁ-ﬁ: b] EE-E'A: cl IA-OB.

FTY Mestun pointde la média- I_""’
I

trice du segment [AB] et O astle
miliew de [AE]
Queds zont les «ouwtils: qui vous
permettent d'écrire :
AM-AB = AG-AB AL
AEE

T8 A BetCsont trois points tels que:
AB=4, AB-AC=3 et 'EAE:_;.
Calcubez &C.
m A Bet I'_'_.snnrl:nis points tels que !
AE=2, AB.-AC=-1 et A B Csontalignés.
Cabrulez AL

1. Quelle est la B

nature du triangle ABC? s

2. a) Calculez CA- CB. =

o) Démoemesque: |/ |
Ca- OB = 40 cos ACE. i LA

| Déduisez-en que

Sagse 3 : ==
cos ACB =1 cz‘i:—:':'. ke 4
3. Donnez Une mesure
de l'angle ACE & un degré prés.

m On souhaite construire un triangle ABC {si pos-
siblel tel que AE =2 cm: AC =4 om et AB-AC =6

On propaose le prograrmme suivant

= tracez un segment [AC] de longueur4d cm;

= tracez be cercle & de centre & etderayon 3 cm;

» placez le point H sur [AC] tel que AH=1,5 crm;

= tracez la perpendiculaire en H 3 (AC); elle coupe le
cerde "t en B, et B,

lustifiez Faffirmation : «Chacun des triangles AB,C et
AB.C répond au probléme posé. =

U et ¥ sont dewn: vecteurs tels que !
49 | q

[gl=3, |#]=5 et ©&¥=12
Calculez -

al O[T +¥); b)20--3¥); o (T+7FF

E] Crans um repére urthnnnrmé-[ﬂ:ﬁﬂ. on donne les
vectaurs U = 2 - fet v= 3+ 5] Calculez:

sl U-v: BT e [U-2v)-[25 - 7).

EI ABCD estun pamlléE- Cr (i
gramme. On note 0 = AB,

v=ADeti+v=AC b 3

1. Démontraz que ﬁ-’u'-':%-

2. Calculez (o - F;-i et dédul- 4 3 ""E

sez-an que DB =-10.

i et v sont deux vecteurs ayant pour Nornmes res-
pectives 2 et 3, et tels que O ¥ = —4.

1. a) Calculez | F+ 7.

b) Déduisez-en [T+ 7|,

2. Démontrez que |25 - 7] =41,

E Li et ¥ sont deux vecteurs orthogonaux de normes
respectives 1 et 2. Démontrez gue :

O-v (T3 =32

21 Enphysique
Le point O est soumis & deux

forces I?: et E;d']l"l‘tEl‘lii‘l‘EE res-
pectives 300 et 200 ewtons.

AOE = 50°. Le vectaur R est I3
récultante de ces deux forces

donc R ={_-"1 + I?;.
1. Calculez
2. Déduizez-en l'intensité de A a2 un newton prés

5 Dewsvecteurs T et ¥ sont tels que [ o] = 2,[ ¥ =1
etg-v=-1.

On pose W= 10 + XV, ¥ &tant un nombre.

1. Démaontrez nt:|ue1-'|-'_'E =¥ -2x+4

2. Déduizez-2n les valeurs de x pour lesquelles [ w| = 3.

PRODUIT SCALAIRE
ET ORTHOGONALITE

Eﬂ Dans un repére orthonormé (0 1,7, on donne les
points Ai—4; 11, Bi-1; 2] et C[1; -4).
Démaontrez que le triangle ABC est rectangle.

E Cans un repére orthonormes, on donne les points
A0 1) et B[S 4). M est un point de cocrdonnées (x: 0.
Existe-t-il des nombres ¥ pour lesquels le triangle AME
est rectangle en M7

E:I ABCD est um rectangle, D C
AB=6et Al =4.

1. Exprimez AC et BD en fonc- Fl

tion d= AB =t AL

2. Déduisez-en gue :
AC.ED=-20. A

E] On reprend la figure de D C
Fexercice précédent. :
1. mmiez gue:
AC-BD =A'C-BD.
2. Sachant que AC-BD = -20,
démontrez que !
113

Arcr=T
ABCD est un caré de
cité 7. | est e milieu du seg-
rnent [AD]. Onveut démontrer
que la mesure A de Fangle ACI
est indépendante de a.

1.5} CalculezClet CAenfone | 7 '
tion de a. g

b} Déduisez-en que:
- — a0
O-CA= 5 — oS A

2. a) E:q:lfimezﬁ en fonction de 0 at CB.
- = 3

b} Déduisez-en que C1-CA =_Ia1.

3. Caloulez cos & et concluez

m Une mesure d'angle dans l'espace
H G

r-.:-l-- mm
i i [
-3
Lo

i

-

.

LY
LY
L]
H
o
S

A B

ABCDEFGH est un cube de cité 0 et de centre 0. On se
propose de démantrer que la mesure & de Fangle A0C
est la méme pour tous les cubes,
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On remarque gue ce probléme s mmane 3 un probléme
de géométrie plane en considérant le rectangle ACGE.

1. a] Démaontraz que AC = 3,2 et que AG = a/3.
— e 11
b] Déduisez-an que Of - 0C =3 & cos B,
. Om souhaite calouler Ei OC d'une autre maniére.
On appelle H ke miliew du segment [AC].
a] Exprimez E_:'EEI:EIJIE OA et OC en fonction des
vecteurs OH et HA. !
h] Déduisez-en que OA.-OC = —ET.

3. Déduisez l'expression de cos # des questions 1. et .,
puis la resure de &, en degrés, arrondie au dixiéme.

Cians un repére orthonorméa I'I}T_Tj_, le< droites d'1
&t d, ont pour équations respectives :

x-y-1=0 et Zx+y-3=0.
i, est un vecteur directeur de o, et b, un vecteur
directeur de 4.
1. Calculez de dews: manigres le produit scalaine 31 - Er

2. Déduisez-en une mesure ¢ de 'angle aigu des droites
d; et d, arrondie au dixiégme de degré.

Dans un repére
orthenommé |3; 1 fl, &
on donne kes points i
Alg; 01, BIO; B), Cl2; 2).

1. BExprimez de deux
manigres le produit
scalaire CA-CE.

2. Trouvez en radians 2
la mesure exacte de =
Fangle géométrique !
ACE. 0

[I] Froposition rédprogue
Pour chacune des propositions suivantes, donnez |a
proposition réciproque =t dites si cette rédprogue
est wraie ou fausse. Justifier votrs réponsea,

alSiv=walors 0-v=0- .
e +

bl Siv=valorsu =v .

£l O, ¥ et w sont trods wecteurs non nuls et non

colinéaires deux a deux.

5i - v = -, alors i est orthogonal & 7 - .

] 5 M est un point de la médiatrice du segment [AB],

S g
alors AB-AM =TAEE.

[ﬂ Quadrangle orthocentrique
On dit que guatre points A, B, C et D forment un

qguadrangle crthocentrique si chaoun de ces points est
Forthocentre du triangle ayant pour sommets les trois
autres points. On donne dans un repére orthonormé les
points A5 0, B(-1;-2), C(11;: Bl et D7 4).

Est-ce un guadrangle orthocentrique ?
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| 66| Les points A, B et C sont donnés Jpar leurs coor-
données dans le repére arthonormé [ 1.1 H est le pro-
jeté orthogonal de B sur la draite (AC).

L4

Cﬁ A

I
50T | g

I ' Y P O, 1 iy

1.a) Calculer AB - AC.
b Calculez AC et démantrez que AH = 5.
2. a) Calculez BH.

b] Démaontrez que I"aire du triangle ABC est un nombre
entier.

Test d'orthogenalité ALGORITAMIQUE
Crams be plan muni d'un repére arthonommE, on donne
les points Alx, 3,0 Blags ) Cle iy et D ).

1. Exprimez les coordonnées [a; b) du vecteur AB et
ic; dl du wecteur €D en fonction des coordonnéss
des points A, B, Cet O

2. Compbétez Falgarithme suivant, dont Fobjectif ast
de wérifier l'orthogonalité des vecteurs AB et CD.

Varisbles
e s T O A A A N A - - A

Saigir X e ¥yr ¥r Var
Tegoit ag—ax,
recolE, . L.

or Yor /e

3. Vérifez votre algorithme avec les points A{5; 2],
Bi{-1;3), C[—4;0) st -3, 5).

Les coordonnées et les éguations sont relatives a
un repére orthonormé,

Dans chacun des cas suivants, tracez la droite J
passant par le point & et de vecteur normal 7, puis
donnez une guation de 4.

a) A[2; 1) et i3 ;-2
cl Al-2 7 4) et m-2;0).

b) A3 1) et D 3).
A
dllP-liEJ]etH[-i: ]

m Dans chacum des cas suivants, trouvez une
éguation de la droite A passamt par le point & =t
perpendiculaire & la droite 4.

BlA-1d x-dy+1=0
BlAG 4 d: e -y +4=0.

m Trouwvesz ! ‘1}
al une &quation '
de la droite &, pas-
sant par le point &
et paralléle 3 la
droite o'
bB] ume égquation ! a
[
deladroite A, pas-
sant par le point 4
et perpendiculaira
a |a droite d.

E] Dans chacun des cas suivants, dites siles droites d,
&t d, sont perpendiculaires.

ald tx-2y+4=0:d :6x+3y-7 =0

bld ry=-2x+5;d,x-2y+1=0.

eld i+ B -y +3=0;d, b T -+ y=10.

E‘! Drew: droites &, et &, passent parun méme point A
et sont respectivement paralléle et perpendiculaire
A une méme droite d. Dans chacun des cas suivants,
trouvez une équation de A, etd,

g} & a pour coordonndes [-1: 3} ek m{-3: 2] est un
vecteur normal & 4.

i) A & pour coordonnées {5; 2) et w2 ; 1) est un vecteur
directaur de d.

EF_] Chercher Perreur (] C
ABCD est un rectangle tel

gque AB=3=tBC=6.Eestle *

milizu du segrnent [A0]. E E

AEFG est un carré, &

Le professeur demamde aw:
él&ves de calculer AC-AF.
Voicl deux copias déléwvas, & [

Copie1:

A
ral

Flet O w projeftent ortkogonalement en €
g D sur (AT dont AL AF = ADAE.
Les vetewrs AT ef AE ot lunfnures ef de
mamt et done AL AF = BxC = 48
Copie 21

On thocd e repire. (A AR, AE). Le C
apmrmdmﬁsus.;dﬁj,qm;
ﬁmdmﬁul.a () RE(— 4

BE = —A+l=

1. Pourquoi ces deux réponses sont-elles fausses ?
Justifiez.
2. Rédigez une solution correcte de ce probléme.

Orthocentre d'un triangle

O donne les points A-1; 2), B{2: 5) et J(3; 20

1. &) Comstruisez le triangle ABC.

b Construisez le point M, orthocentre de ce triangle.
2. a) Trouvez une équation de la hauteur issue de A
b} Déduisez-en les coordonndes du point M.

EH Dans le repére B
orthonormé Ifl'_'!l: r_j_L le
paint Hix; ) est tel que
AH-OB=0et OH-AB=0.

1. Que représente H pour

le triangle ACEB?

2. Dérmontrez que les
coordonnées de H wéri- 4 ol T

fient le systéme :
{ —Jx+y=40

1

B

-x+3r=1
3. Déduisez-en les coordonnées de H.

Ej Démontrer avec les coordonnées

d, & A d,

Dans un repére orthonormé [O; 1, fl on donne les
points A0; 6), B(-3; O} et C[4; O). Les droites d, et d,
ant pour équations respectives x = -3 et ¥ = 4 Les
perpendiculaires mendes par O 3 (AB) et (AC) coupent
la droite o, en N &t la droite o, en M.

La droite [MN] coupe F'axe des ordonnées en H.

Le but de l'exercice est de démontrer que le point H est
Forthocentre du triangle ABC.

1. Calculez les coordonnées des paoints M et M.

2. a) Trouwez wne dguation de la droite (MN].

b] Déduisez-en les coordonnées du point H.

3. Cabculez le produit scalaire BH-AC et concluez.

On donne les points A(2; 3) et Bi-3; 6).
Trouvez une équation de la tangente & en B au cercle
de centre & passant par B
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F, ] € estle cercle de centre A(2; 1] et de rayon 5.
1. Vérifiez que Bl-1; -2) est un point de "€,
2. Trouvez une équation de la tangente en B & ¥,

E] Produit scalaire et parabale

[l:}; i_jrj est un repére orthonorms, F est la parabole
d%quation ¥ = x* et M est un point quelconque de
distinct de Q.

La perpendiculaire & la droite (OM} passant par O
recoupe O en M.

On s'intéresse au «déplacements de la droite (MM} lors-
que M décrit la parabaole @ privée de O,

1. Expérimenter avec GeolGebra

a) Construizez fa figure et créez [a
driite {BAM).

B} Déplacez M sur la parabale 4.
Quielle conjecture faites-vous 7

&ctiver latrace
de (MH].

2. Démontrer
Omn note m 'abscisse du point M avec m = 0.

all Calculez les coordonnées de M en fonction de m.

b} Démantrez que be vecteur Hf-m; 1 = m*) est un vec-
taur directawr de la droite (MM

) Déduisez-en une équation de la droite (MMN).

d] Prouvez que la drofte (MN) passe par un point fixe F
repérs lors de lexpérimentation.

E] Etude d'une configuration

Dans un repére orthonorme [:}:T,ﬂ, on donne le point |
de coordonnges (0 4).

% est le cercle de centre | et de rayon 2 et M un point
quelconque de ke des abscisses.

Le cercle droonscrit au triangle 10M coupe e cercle
en AetB

On sintéresse au comportenent de la droite (48]
lorsgue M décrit Paxe des abscisses,

1. Réaliser la figure

a} Affichez |a grille ot oréez les points |, O et le cercle 4.
bl Créez M et le cercle circonscrit du triangle 10M.

c] Créez A et B puis la drofte (AB).

2. Conjecturer aver GeoGehra

a] Activez |a trace de |a droite (AB).

bl Déplacez le point M sur Faxe des abscisses. Cuelle
conjecture faites-wous?

2. Démontrer
La droite (AB) coupe les droites (1) et (B2 respective-
menten H et C.
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a) Justihiez chacune des égalltés de I'Eﬂvl:ha'i'nement sUi-
want: I'I': IG—JC IM—IH IM IE- IM IB

b Déduisez-en les coordonnées de C et concluez.
11 1 M BB (5] i A B
.

Diplacer

15 EX{EA ER BT

L
[
/.(4 A e 1 i__.--:l"x-q "
- =]

RO~

EI Prérequis. 5i U et ¥ sont deux vecteurs non nuls,
f== =1} =3 =7 - - P ]
glors: sju+w/ =0 +v +20-v; e-U-v=-Hu-v,

1. Démaonstration
Cérmontrez que si &, B et C sont trois points non alignés,
alors BCE = AB* + ACE—2AB- AC
. Application
Le point H est Forthocentre A
du triangle ABC,
Ceémnonitrez que :

« AB%= AHZ + HB® + 2AH-HB;
» ACE= AHE + HCE + 2AH. HC.
Déduisez-en gue : B i

AB _ AC*=HB* -HC® c

[ e

£*) ABcDestuncamem D C
et M sont des points de [AE] 5
et [AD] tels que AM =DN. | P
On construit le rectangle
AP,

Démontrez que les droites
(CP) et (MM} sont perpendi- .
culaires et que TP = MM, A M e

m ABC est wn triangle. d est la droite passant par
A et perpendiculaire & (BC), Démontrez Féguivalence
des deux propositions suivantes :

w & M est un point de d.=; » «MA-ME = MA- M »

™) & B et C sont trois points distincts non alignés
tels gue AB-AC < 0. Démontrez quil nexiste aucun
point M tel que AE- O =0 et MA&-MB =0.

I;:W‘ Approfondissement

Ea Disgues et produit scalai Wﬂlﬂ“
A et B sont deux points ﬁsﬁnﬂw
um repére arthonormé,

Pour towt point M du plan distinct de A et de B,
2MA-MB =0 equivaut a «angle AME st droit .
Lé&galite MA-ME = 0 caractérize donc l'appartenance
du point M au cercle de diamétra [AB].

50

1. Dans ﬂal:lilldﬁr'l_ﬂEE figures ci-dessus, justifiez
I'&galité MA- ME = MA-MH.

2, lustifiez les affirrnations suivantes

a) 5i be point M est intérieur au cercle, alors WA - ME
est stricterment négatif.

b 5i ke point M est extérieur au cercle, alors WA - ME
est stricternent positif,

3, a_!"['nu_rﬂuu'r pouwvaz-vous affirmmer !

#5i MA - MB est strictermnent paositif, alors le point M est
extérieur au cercles Y

b Quelle autre afirmation résulte de ce qui précéde 7

4. Complétez alors I"algorithime suivant dont l'objectif
est de déterminer la position d'un point Mix,: w.)
par mpport au cercle de diamétre [AB]. On note P le
nombre MA- ME.

Variables

- e P T

Algorithms

Saimsirc S s e e

E rgcolE,, .. -

g2i P=0alors affichaer. ... ..
Zinom

For Hye ¥Wye F

PinSinon
Fin=i

m Onatracé par C la
perpendiculaire 3 [(AB)
gui  coupe laze des
ordonnées en |

Quelle est  Fordonnmée
del?

Pt s

ET] On souhaite cabculer la mesure a de Fangle BOC.

1. a) Démantraz que !
B
‘ -

OB-OC =DA%+ I.EE
b Dérmontrez qgue @

OB-0C = 150455 cos .

2. DEduisez-en la valeur

£} ABC est un triangle isockle A
elgue AB=6etBC =4
1. Démontrez que BC-BA =8
2. Deduisez-en BH puis HC, '

de a arrondie au dixidéme
de degré.

E] Dites si kes affirmations sui-
vantes sont vraies ou fausses

lustifiez votre réponse.
a) HA Bl =CJ-HA.
b} HE-BC =-BI % BC

E) ABC est inscrit
dans le cercle % de dia-
métre [AE]. Une droite
variable d passant par &
coupe le segment [CH]
en | et le cerde % en 1.
1. lustifiez chacune des
etapes de la chaine sui-
vante:

Al-Al= EfFTB: AH-AE = AC-AB = ACE
2. Déduisez-en que l= produit scalaire H-GEEI.‘"‘IdéFIEn—
dant de la droite 4.

[ ABC est un triangle, ABDE et ACFG sont deux
carrés disposés comme Iindigue la figure ci-dessous.

G
]
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1.a) Uémﬂntrﬂ:qmiﬁ-?ﬁ:—ﬁ_'ﬂ-ﬁ_'c.

b Sa.rl'untqueﬁ:.h_i—féetque E:E—A_ﬁ,
démontrez que (EC) et (BG) sont perpendiculaires.

2.a) BémntrezqueA_E-A_'C =AB.AG.

E]_En tenant compte de |a décomposition des vecteurs
EC et BG de |la question 1. b), démontrez gue EC = BG.

[ﬂ Prolongement de Fexercice précédent

On considére la figure de l'exercice précédent.

0 ast le milieu du segrnent [EG).

1. Démontrez que 2A0 = AE+ AG (1L

2. a) Démantrez que 280 BC = 240 - (AC - AB).

k] A laide de (1} et du résultat de la question 2. a) de
Fexercice précédent, démontrez que les droites (A0) et
(B:C) sont perpendiculaites.

[T} ABC est un triangle équilatéral de cots a.

1. Démontrez que les propositions suivantes sont egui-
valentes,

() = M est un point de la médiatrice de [AC]. =

(00 & AN - AC =¥

2. a] Demontrez quil existe un point M unique tel que:
m-.ﬁ_ﬁ- =0et m-ﬁ_.'i =T.

b] Dérmontrez que ce point M appartient au cercle

circonscrit au triamgle ABC.

m ABC estun triangle rectangle en A
Dérmontrez quil existe un unigue point M distinct de A

ted que MA-ME =0 et MA-MC = 0.
(el point particulier abtient-on?

5} Distance d"un point a une droite

Dans un repére orthonormé [0; 7, |, o est la droite
déguation 3x - 4y + 12 = 0, A le point de coordon-
n&es (5; 3) et A la perpendiculaire menée par A & d. Les
droites d et & == coupent en H. On souhaite calculer &H,
distance de & a d

1. a) Trowvez un vecteur 5 normal & d.

k] Justifiez que AH = k7, k &tant un nombre non nul.
c) Déduisez-en les coordonnées de H en fonction de k.
2. a] Em écrivant que H st un point de d, calculez &

k] Déduisez-en que A8H = 3.

£} ABCD est un camé de D C
centre O et de cité 4. Le point | :
est le milieu du segment [AB]. '
1. Démaontrez que =i M est un Y
point de la droite (Ol), alors
EJ’I._HJ:E |"|. 7] ih AL B
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2. Réciproquerent @ peut-on affirmer gue si AB-AM = R
alors M est un point de la droite (00)7

E73 AB = 2a et | est le milieu M
du s2gment [4B].
1. Démantrez que pour tout
point M :

MA-ME = M - &,
2. Agplication AT
ABCD est un carré de cité 4. o '

1 est le milieu du segrment [AB].
Démontrez  I'affirmation  sui-

wante !

«[¥ire que MA - MB = 16 égquivaut

a dire que M est un point du . T B i
cercle de centre | passant par C. . 4 i

) Dans un repére orthonormé (0; 7, ], on donne les
points A4 11, Bi0; 5] et Cl-2;1).

1. Construisez be cercle ¥ de centre | circonscrit au
triamgle ABC.

2. Calculez le= coordonnées du point | ainsi gue b= rayon
du cercla .

m Equivalence

1. ABCD est un rectangle. a
4B = g et AD = b Le
point | est le milieu du
segment [AE]. On donme o
les propasitions !

(P)rea= b2 s

[0} : «Les droites (D} et (AC) - T
sont perpendiculaires. s

Cmontrez que ces propositions sont &quivalentes,
2. ABCD sont quatre points distincts deux & dew
On donne les propositions

P : 2 Pour tout pu'rrrth'...fﬁ-ﬁﬁ: AE-DM.»

0 ! «Les droites (AB] et (CD) sont perpendiculairas. @
Démontrez que ces propasitions sont éguivalentes.

mem

— i

Iz

EEE: ABC est un triangle rec-
tangle en A | est le milisu de
[BC] et H |e pied de la hauteur
izzue de A. ] et K sont les pro-
jetés orthogonaw: de H sur les

droites (AB] et [AC). K-t A

On weut démontrer gue les i

droites (KJ} et (Al) sont perpen- -
diculaires. A 1] B

1. D&montrez que !
AB-JK=aAB-HAQ) et AC. JK=4C.AH (3.

2. Démontrez que AB-JK + AC. JK = 221 JK  (3).

3. Deduisez de (1), (2) et (3) gue les droites (4l) et {JK}
sont perpendiculaires.

EED Coordonnées de I'Tmage d'un point

par une symétrie axiale
Cians un repére orthonormé [l:'_'l,' r_;_j, la droite d a pour
equation Ix+4y-12=0.
1. a] Construisez cette droite.
b] Trouwvez ume Squation de la droite A passant par
Forigine du repére O et perpendiculaire 3 4.
2. a) DEduisez de la question précédente les coordon-
miées du point |, intersection des droites J at A

b} Quelles sont les coordonnées de O, image da O par la
symétrie d'awe d7

i-:' I Dans un repére nrthnnnrmé[ﬂ:T.f_L on donne les
pints A0-1; 4] =t B{5; 2}
Atout point Mix: y) on associe be nombre MAE - MB2

1. Calcubez MAE - MB® en fonction de x et y.

2. Démaontrez que Fensemble des points M tels que
MAE - ME* = 4 est une droite d perpendiculaire 4 la
droite (AB).

EEL] Droites conoourantes

Drans un repére arthonommeé [0} E_f_j, andonne les points
Al2;5), Bi-1;3) et C[5; 1).

On mote A) B et C' les projetés orthogonawx respectifs
de A, B et C sur I'acee des abscisses.

d, estla perpendiculaire & (BC) passant par A

d, est la perpendiculaire & (AL passant par B

d, est la perpendiculaire a (AB) passant par C:

Le but de |'exercice est de démontrer gue les droftes d,,
d, et 4, sont concourantes.

1. a] Trouvez une équation de J, et une équation de d,

b] Déduisez-en les coordonnées du point |, intersection
de ces deux drojtes.

2. Veérifiez gue | est un point de J, et concluez.

EE:! Droites particulizres d'un triangle

Partie A : Caractérisation de droites particuliéres dans
un triamgle

ABC ect un triangle, O est le milieu du segment [BCL

1. Dans chacun des cas suivants, construisez I'ensamble
dies points M.

a) AM-BE =0, b) OM-BE =0,

] AM et OA sont deus vecteurs colinéaires.

2. Cuelles droites particuliéres du triangle ABL olbbenez-
wvous ?

Fartie B : Exploitation de cette caractérisation en géo-
métrie repénde

Dans un repére arthonormé, on donne bes points AL ;4]
Big;—3) et C-3; 0).

Orest le milieu du segment [BCL

En exploitant les résultats de la partie A, trouvez :

1. une Equation de la hauteur &t une équation de la
médiane issue de &

2, une équation de la médiatrice du segment [BC].
WAIEE Motez (x; ) les coondonnées du paint M. |

il m
T .
ETT ABCD est un rectangle tel que DC =6 et AD = 4,

| est le milieu de [AE].
D & C

A A
Trounvez une valeur approchée en radians de [angle A,
“::' OAB est un triangle B ,
rectangle en O tel gque #
OA=4etOB=6. I.'
OAM, et OBM , sont deux 1!'

I

f

triangles rectangles iso- S
cédes. M est le milieu du
segment [, M,] et | celui N
du segment [AB]. Al
En choisissant un repdre
arthonomé bien adapts, i
démontrez que N est un f
paoint du cercle circomscrit

au triangle OAE et que CIN 1
ast un wiangle rectangle

iscoéle
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Travail en autonomie

=¥ Les exerdices suivants permettent de revoir les principales méthodes
de résolution abordées dans le chapitre. Faites ces exercices a votre rythme,
en utilisant si besoin les coups de pouce f"'.!.Lg page 381.

“ Un pliage |1

Dans um repére orthonormé
10; 1, j|. d est la droite passant
par les poimts B0 2) =t C[1; -1).
Le point A a pour coordonndss
[4;1).

Guelles sont les coordonnéess
du point A] syrmétrigue de A par
rapportad?

Lal-

I3 Angle de deux droites 712

Crans un repéra nrthmmmé[ﬂ;gj.undunnelﬁdmlte;d
et d° déquations respectives y=x -1 ety = -2x + 3.
Trowvez la mesure en degrés, arrondie au dizigéme, de
I'amgle aigu formé par ces dewux droites.

K= o'un triangle i son aire 73
On donne, dans le repéra nrthmurmé[ﬂ; |'_,_r_j,, les points

H(%; 5} B(-3;2) ex J(3; -2,

Cuelle est Faire du triangle ABCT

) Alarecherche de l'orthogonalité 4
x0y est un angle drait,

¥
Les points A, B, Cet D D
sonttels que DA=0C=a
et OBE=00=h.
| &5t le milieu de [AD]. C [
Démontrez  gue  les
droites (CB) et (Ol sont -
perpendiculaires. !
ol T A B ¥

H Passer des cHtés aux diagonales 7§

ABCD estun rectangle tel gue :
ABE=6etAD=4.
Caloulez le produit scalaive AC-BOL

Chapitra @ « Pradult scalairz

ﬂ Une figure remarquable ) &
ABCD est un carré de cdté 1. Les points M et M sont tels
gue AM =kAB et BN =KBC k =10 1[

B C
A N
!
/
!
& M B

Démantraz que |e triangle OMMN ast rectangle izocdle.

5} Triangles équilatéraux emboités 2
ABC est un triangle équilatéral
de cfité a. Les points M, M et P
sont tels gue : .
BM = kBC, AM = kAR

et CP=kCA ES[0;1].
1. Vérifiez que :

WP = g3k -3k + 1)

2. Démontrez que le triangle N &
MMP est Squilatéral,
I} Une équivalence (&
ABC est un triangle gquel- c
conque et H est le pied de la
hauteur issue de A, H
1. Démaontrez que !
AB-AC=AH +HB-AC
L Déduizsez-en 'Equivalence: 4 B

< ARC re_crlagile En_'_iw equi-

vauta « HE-HC=-AH =

BB ot estialigne? 18

ABC est un triangle rectangle isocéle en A Le but de
I'exercice est de tw qnf_lleﬂgne appartiennant kes
points M tels que C8.CM - AB. CM =0,

1. Simplifiez Fégalite.

2. Concluez et faites une figure.

'k

n Du bon usage des vecteurs colinéaires < 18

ABCD estun trapéze rectangle en Ast [
0 et |2 milieu de [ADL On pose A}E:u,CD:I:Et Al =c.

Cérnontrez que Eﬁ-ﬁ:m-%.



