CHAPITRE

Comportement
d’une suite

Le néologisme « fractale » (du latin fractus : brisé)
est créé en 1974 par Benoit Mandelbrot,

alors qull étudie des objets étranges,

invariants lors de changements d'échelle.

Des algorithmes de construction permeattent
de construlre des « figures limites » qul sont fractales.
Leur surface peut tendre vers une limite finle alors

que leur périmétre tend vers une limite non 'ﬁnlg_/

En savoir plus sur
Benoit Mandelbrot
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& Questions-tests

DES « FLOCONS »

.». Comparer des nombres

Pour comparer deux mombres a et &, on peut
gtudier |e signe de leur différence.

s 0= bequivautaa-b=0.
s 0 = béquivautaa-b=0.

P> Sens de variation d'une fonction

» fest une fonction strictement croissante
{resp. strictement deécroissante] sur lintervalle |
signifie que, pour a et b appartenanta | :

sig < b, alors fa) < fb) (resp. Aa) > Ab)).

» 5i Fest dérivable sur lintervalle I, et si pour
tout nombre x de |, Mx) = 0 (resp. Fx) < 09, alors
f est strictemient croissante (resp. strictemeant
décroissante] sur [intervalle |,

# U &5t une fonction définie sur un intervalle |
telle que pour tout nombre x de |, wlx) = 0.
Les fonctions u et yu ont le méme sens

de variation sur Firterallz 1.

P Algorithmique

s Une boucle conditionnelle s'arréte lorsque
la condition imposge nest plus remplie.

Tant que condition faire
tache
FinTamt

» Lalgorithme suivant permiet de déterminer
le plus petit entier naturel o tel que:

2
< 0,01,
= | A

Variable

i entier positif

Algorithms

I Tepoit 1,

Tant que 2/i*1 = §,01 faire
I megoit i+l

FinT=nt

Afficher 1
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) nestunentier naturel. Comparez les nombres AetB:
A=pf-n4+1 et B=3n-3.

E n est un entier naturel {n = 2}

Comparez L i

n-1 i

€} On considére la fonction trindme f définie pour tout
nambre x par fx) = &* — 3x + 1. n est un entier naturel,
=2

Comparez fin] et fin + 1).

) a) lustifiez que |a fonction fdéfinie sur | =[1; 4|
par fx) = 2x* - 3x* est croissamnte sur L.

b) n étant un entier naturel non nul, comparez alors fn)
et i+ 1).

€3 a) lustifiez que |a fonction fdéfinie sur | =11 4+
par fix) = L : est strictement décroissante sur L.

b} 7 étant un entier naturel, n == 2, comparez f{n)

etfin +1).

{) a) Etudiez les variations de la fonction f définie sur

Iintervalle [-3; + e[ par fix) = x + 3.
b} n est un entier naturel, Comparez An) et in+ 1L

x
X

) a) Quel est le but de cet algorithme?
b} Qu'obtiendra-t-on a I'affichage?

Fou

Algorithme

i regoit O

u regoit 5

Tant gue o = {4,001 faire
1 repoit o*b.2
I repoit i+l

FinT=nt

Afficher wg» i === o

) (v )est la suite définie pour tout entier naturel n, par ;
o, =1
b

1

et =E Uy

Ecrivez un algorithme permettant de déterminer

le 11* terme de la suite {u,).

u

Les polygones ci-dessous sont construits successivernent en utilisant le processus |
suivant : chague segment est remiplacé par la ligne brisée obtenue comme lindique |- —-1—

- k N . H 1|
le schéma di-contre (3 partir du partage en quatre segments de méme longueurl.Le T
premier polygone est un carré de coté 4 cm. :I[ZI[ |
L
F
A .
:. I I I 'TI _.'_ ¥ -I + 1
I, Elmy M
"'u'l__'- e 5'.__5-
i
1 Justifiez que I'aire de ces polygones est constante. i Moths |

EHETTT) Les fractales

2 On sintéresse dans cette questi_cl.n Aux pélimét.res -I:l-E_CE! i % AT s obicts i
polygones. Onnate p,, p, p. les périmétres des trois premiers | oo o e par changerment

polygones. déchelle.

EICE‘EU!EIP,-PEETPE- Dans la nature, on rencontre de nom-

bireuses farmes fractales appraxirnatives,
b) Quelle est la nature de la suite (p ) 7 Justifiez,

tedles co chou romanesao.
g} Est-il possible dobkenir, avec ce mode de construction,
un polygone dont Faire est 16 cm? et dont le périmétre est
supérieura 15m?a100m?

2 Lesecond polygone est, par construction, plus «larges que le
premier (42 cm). Le troisiéme est plus «large» que le second

[4—; crnJ le quatrigme est plus zlarges que le troisime
g
[-I-TchEtr_

Cette = largeur» peut-elle dépasser 7 cm 7 Justifiez

LES TRIANGLES DE SIERPINSKI

Les fiqures ci-contre sont construites successivement an fﬂH
utilisant le processus suivant : & chaque étaps, on construit F gk /
dans chague triangle non coloré un triangle coloré dont les r'lv\l. /
sommets sont les milieux de ses cités. Le premier triangle est .
equilatéral de coté 5 cm. Etape 1 Etape 2 Etape 3

o,

1 Justifier que, quelle que soit la figure, l'aire de chague surface colorée ne dépasse pas

".1= Omn sintéresse dans cette question au perimétre des surfaces colorées.
a)] Calculez les périmetres p,, p, et p; des trois premieres surfaces.
b Est-il possible d'obtenir avec ce mode de construction une surface colorée dont le périmétre est
supérieura 15m?7?
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() est la suite définie par u, = 1 et, pour tout entier naturel n, u
Fixira %x+ 3 est la fonction affine telle que = flu ).

Lobjectif est de conjecturer le comportement destermes de lasuite T T 000 2 1= o) e e
a partir d'une représentation graphique. T y

";,-.

vy

probléeme ouv

VARIATIONS D'UNE SUITE

i =E i

. . | o e
sl A Iaide de CoaGebia, créce outit1 O/ i

la droite & d'équationy=xetla *"‘|'
draite d d&quation y = % + 3, | Vious pouvez utiliserle fichier éabii | e A
dams lexestice 25 du chapitne 5. AT -

qui représente la fonction £ _ N

b} Déterminez les coordonnées du point {3, intersection de d i B

et i,

c] Créez, dans l'ordre, comme sur la vue d%cran, le point A de N

coordonnées (u, ; 0) (saisissez A=(1,0}), puis les points B, C, D, E,

F. G, H et | en utilisant les icanes : N
Ridelf ) (

fprés awoir constuit les paints, masquez les deoites
peapendiculaines § un des aves en démcham{= S

_| POUr CTEEr UN segrment. La figure era pis lishle.

_, pour tracer une perpendiculaire;

,";l pour définir un point dintersection ;

d) Sachant que toutes les droites tracées sont perpendiculaires & un des axes, justifiez que les
coordonnées du point B sont (uy; u,) et que celles du point C sont (w,; u, ).

Rappel : A est le point d'abscisse u,

Déduisez-en les coordonnées des points 0VE, F, G, Het L.

&) Créez alors les points de 'axe des abscisses correspondants aux nombres v, v w0,
Pensez & utiliser licine *:‘F_I, intersection entre deux objets.

Duelle conjecture pouvez-vous émettre concernant be comportement des termes de la suite?

a} On admet que pour tout entier naturel m, u, < 6.

Démontrer que pour tout entier naturel n, u,,, -u, =3 —%.
b} Déduisez-en que pour tout entier naturel o, &, - u, = 0.

) Comparez dewx termes consacutifs guelcongues de la suite.

... Est-il plus facila ?

Antoine, Boris et Camille font du calcul mental.

Chacun choisit un nombre entier et lui appligue le petit programme de calcul suivant : = Ajouter 1004 la
maitié du nombre choisi = Puis, chacun fait subir le méme traitement au nombre obtenu, et ceci six fois
de suite.

Antoine constate quil obtient des nombres de plus en plus grands. Pour Boris, au contraire, les nombres

sont de plus en plus petits. Quant a Camille, il affirme que ses ohservations ne correspondent ni a celles
d'Antaine ni a celles de Boris. Quel nombre a choisi Camille au départ ?

Chapltra 6 « Compaortement diuns sulte

G0

n Sens de variation d'une suite

1.1) Définition

(17, ) est une suite definie pour tout entier naturel n.

= Diire que (u, ) est stricternent croissante signifie que, pour tout entier naturel n, u_<u_ .
= Dire que (u ) est stricternent décroissante signifie que, pour tout entier naturel n, u >u_ .
» Dire que (u,) est constante signifie que, pour tout entier naturel o, u, =u,,,.

On définit de méme une suite croissante ou décraissante en utilisant des inégalités au sens large.

Une suite croissante ou décroissante est dite monotone.

O Exemples
w» La suite [arithmétique) des nombres impairs 1,3, 5, 7, ... est strickemant croissante.
u La suite [géométrique) 1,%.%, %,_i—;, ... de raison lzest stricternent décroissante.

D Ramargue. Dans certaines situations, on étudiera la monotonie d'une suite pour des valeurs
de n supérieures ou égales a une valeur donnée entiére m. B Exercice résolu A, page 149,

* D Attention. Il existe des suites non monotones. Far exemple, la suite définie pour tout entier
naturel n par u, = [-1)", qui est [a suite 1;-1;1;-1;1;-1; ... n'est ni croissante ni décroissante.

1.2) Etude du sens de variation
Pour étudier le sens de variation d'une suite (v ), on compare, pour tout entier naturel n, u_ |, ety
» 50it en étudiant le signe de la différence v, - u,;
» s0it, lorsque tous les termes v, sont strictement positifs, en comparant % et 1.
n
En effet, 221 — 1 =
u

01 "N Erant donné que }'I}.Eﬂﬂ -Tetw ,-u sontde méme signe;
n n n
» s0it, lorsque la suite (u ) est définie par (u,) = fin], en étudiant les variations de |a fonction £

O Cas particulier des suites arithmétiques

(i) est une suite arithmeétique de raison r. Alors, pour tout entier naturel n, v, —u, =r.
Le sens de variation dépend donc du signe dar:

o sir > 0, alors (v ) est strictement croissante;

» 5i r < 0, alors (v,) est strictement décroissante;

» 5i r= 0, alors (v, ) est constante.

© Cas particulier des suites géométriquas

i ) est une suite gaométrique de raison g et de premier terme u (avec g > O ety > 0).
Alors, pour tout entier natured n, v = g"w, doncu, >0 et % =4q.

Le sens de variation dépend donc de la place de q par lappl;l‘t al:

w50 < g < 1, alors (u,) est strictement décroissante;

» 5i 1 < g, alors {v,) est strictement croissante;

w» sig=1,alors {w ) est constante.
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1.3] Cas des suites définies par u_=f{n) 2.1) Exemples d'une accumulation

) Observons les termes de la suite [u ) déhinie pour tout entier naturel nn = 0, paru =—:II }
kel saalligi e s e, wesiliey spodhey
o R T TR T T s T T Tl T e T

La suite {u ) est définie par u_= fln], ol fest une fonction définie sur intervalle [0; 4 e[,
» 5i fest stricternent croissante sur [0; + e, alors la suite (u ) est strictement croissanta.

» 5i f est strictement décroissante sur [0; +=(, alors la suite (u, ) est strictement décroissante. 1 11
100 & 4
Le théoréme est encore vrai pour une fonction croissante ou décroissanta, R : :
De trati LS 0 i 1
Emons ion 10 5 3 5

» Pour tout entier naturel n, 7 < 7 + 1. La fonction fest strictement crodssante, donc An) < An + 1)
Ainsi, u <u la suite Ifun:I est stricterment croissante,

» Pour tout entier naturel n, fétant strictement décroissante, n = + 1 entraine A7) > An+ 1) et
wy, = Uy, 213 suite (u)) est strictement décroissante.

Les termes finissent par s'accumuler prés de zéro.

Les termes v, etant tous strictement positifs, plagons-nous, par
exemnple, dans lintervalle | =10; 1077

; » : : i P La suite () est stricternent décroissante. Il en résulte gue siun 1
 Exemple. La fonction affine f: x 5 ¥ 3 est strictement crois- 11 T des termes de la suite se trouve dans lintervalle |, alors tous 1 1002 4
sante sur [0; +eof ; la suite définie pour tout entier naturel n par : T 2 < ceux qui le esuivents, cest-a-dire dindice supérieur, appar- 1003 1001
i om g ;3 == [ tiennent aussi a limtervalla ). 1 B
B0 L O Yo ; ' o ] ' .
est dutype u_ =fn). Elle est donc stricterment croissante. : e Dans notre Exemple,m mappartient pasal, T est a L
T BEERERTE glément de | et entraine ainsi tous les termes suivants. .. - |:I1|'.I':'."
O] 1234567 Ce phenoméne est vérifié quelle que soit la longueur de Fin-
) tervalle |, aussi petite soit-elle. On dit alors que la suite (u )
» I Attention. Le théoréme 1 ne s'appligue pas aux suites pour limite 0 quand n tend vers £ e 2
definies par récurrence. Par exemple, les suites définies 7t ~ e O niote - .ILT»"'=Q'-|
pour tout entier naturel n par: &4 AT - 1
u, =48 v, =1 5l ol 2 Observons les termes de |a suite (v ) déhinie pour tout entier naturel n non nul, par v, =_—:I_
u et v g iw g i
L e v =Yg _ R G A A A
e ™2 W L R 23 e s T Y s T e
sont telles que v, = flu ), ob fest la fonction affine 347 | e E b ' . . o .
f:xl--s-% + 3, qui est stricternant croissante sur [0 +es[. 1 b . 27 _i 0 1 l '
s - N S 3 2
Cependant, la suite (u | est strictement décroissante alars b R i :Ii-I: :
gue la suite (v ) est strictement croissante, 5 _:P'J : ;: : pi:;-'*"i :.! ;‘“ ;;1 Les termes finissent par s'accumuler prés de zéro.
Flaconz-nows, par exemiple, dans lintervalle J de
centre 0 et de rayon 1073, soit | = 1-1073; 1073
Pour tout entier n, non nul, sin > 1000, alors i ' 1 1
g{i.:_r;mﬂ_‘;m{_l{u_ “T001 1003 1004 1002
- "= n f ] ¥
Approche de la notion de limite o ) ; P — ]
Les deux nombres s et o sont dans linter- T: ¥ 1 =
Que deviennent les nombres v, lorsque n prend des valeurs de plus en plus grandes, vers £ plus valle J: 0
lirfini= ? Des exemples nous permettent de conjecturer diverses situations. v, est dans l'intervalle J. < 1
On peut donc affirmer gque tous les termes din- 1000 1000
Unt | U o n dice n supérieur 3 1000 appartiennent a linter-
: valle 1.
_—. Ca phénomene ast vérimé quel gue soit le rayon
g T ’ are W - de lintervalle |, aussi petit soit-il. On dit alors que
P T 5 ; . o m lasuite (v ) a pour limite 0 quand n tend vers + e, ,ﬂ_:_:.ijl
0 n| | ; 0 Exemples - .
Les termes Les termes deviennent| La suite tend vers — =, Les termes se » Les suites définies paru, = Llet v, =+ (r entier, 2 1) ont pour limite 0 quand n tend vers + oo,
s‘accumulent prés de plus en plus dispersent. ”1 W
d'un nombre fué. wgrands: vers +. » La suite définie par ¢, =2 +F ir entier, 7 == 1} a pour limite 2 guand n tend vers 4=
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COURS Application [

2.2| Exemples d'une limite «infinie» ,
m Etudier le sens de variation d'une suite

© Observons les termes de la suite [u,) définie pour tout entier naturel n paru, =3n+ 1

1;4;7;10;..;3001 ;1071 844 ; .. ; 3000001; ... Pour &tudier le sens de variation d'une suite, on peut :
Les termes deviennent de plus en plus grands. s étudier le signede -, ;
Considérons, par exemple, le nombre M= 10% (un million). La suite (v ), arithmétique et de raiscn 3, s Etudier le sens de variation ':': f paur les sultes definles par u, = fim) (volr théoréme 1);
est stricternent croissante. Il en résulte que si un des termes est supérieur & N, alors tous ceux qui » &tudier la place du quotient—=L par rappaort a 1 {lorsque tous les termes sont strictement positifs).
le suivent [dindice supérieur) seront aussi suparieurs & M. fa
Or, 30+ 1 2= 105 équivaut & 3n 2= 999999 et a n == 333333,
A partir de Uy 333q5¢ HOUS les termes de la suite, sauf un nombre fini [les 333 333 premiers...), sont EtI.IdIEI' la monotonie d'une suite {EVEI“:I.IE"EI‘I'IEI‘I'I: i Fﬂl‘tl’ &'un certain lﬂl‘lg}
dans lNintervalle [N; +2<[. Bt cec est vrai quel que soit le nombre M choisi. On dit alors que [a suite
(e ) a pour limite +e quand n tend vers + . P TR e P

Etudiez le sens de variation des suites () et{v | définies powr tout entier naturel i par:

= Onnote: lim w =+sa, | In—1 n
. — I by 1v“=F
2 Observons les termes de la suite (v ) définie par v, = -1 et pour tout entier naturel n, n =1, O Méthode O Solution

v . =2v_Il s'agit de la suite géomietri de ier te -1 et de rai 2
el sl e et b e 1. On reconnait en v, Fimage de Fentier n = 1. Four tout entier naturel n, u, = fin) ol

Alnsh vy Vol BaREN, =2 par une fonction homographique définia | R, x-1 st définie sur | = [0+l
=258y 1024, 0P sur intervalle [0; + o] x+2
Les termes de la suite sont tous négatifs et deviennent de plus en plus grands en valeur absolue. = On &tudie le sens de variation de £, =  ufestdérivable surl et pour tout x = 0,
Considérons, par exemple, le nombre M =-105, i = 3&+I}—2[31x— 1) _ 1 _:rg:.i"
¥ X
La suite lfn-'n:l est strictemient décroissanta car pour tout entier I'IEtLI:J'EEJ'I,-'I."M1 =2v soity -V =V, donc Fix] }g i E::_. Ot

donc V-t =0 strictement croissante sur L.

Il en résulte que siun des termes est inférieur 3 M, alors tous ceux qui le suivent [dindice supérieur) » On applique le théoréme 1. = slasuite(u ) estdonc strictement oroissante.
seront aussi inférieurs a M. 2. © Avec le signe de la différence =+ L@ On étudie le signede v, - v,
2" 2 ~10% équivaut 3 2" = 10°. Or 2*° = 1048576 danc -2% < — 105, soit v,, < M. i g i Bl JER N30 3 ol
- 1 Nl LS
En_remarquant que ¥,5 > M, on peut donc afﬁrmerqueﬁmus les termes de la suite, sauf un nombre B pat g — a0r1-n ::EI;I équiugut 5 rr.fi e puir
fini {les 20 premiers...), sont dans Fintervalle |- e=; -105]. tout entier naturel p = 2,v,_ — v, <0
Ceci est vrai guel que soit le nombre M dhaisi. la suite est strictemnent décroissante & partir
On dit alors que [a suite h"_"j a pour limite —e quand n tend vers + ca.__ = .Dmm. du terme d'indice 2.
i p! &) En comparant e gquotient a 1 = Autre méthode
Les termes v, d'indice m non nul, &tant tous Pour tout entier o, =1, v = 0et:
o Exemples ) ) T ¥ n+l  2m n+i 1-n
3 stricternent positifs, on compare ——a 1. T A ol T - e -1 s
» Les suites définies par u, = 2n + 3, v, = n® et w, = «n [n entier] ont pour limite + < quand n tend v Vi i 2 L 2n 2n
VErS +ou. s On conclut. =t sDonc—L 1<0pourn>1soitn=2,
s Les suites définies par u, =-2n 4+ 3 etv =-2 x 3" (p entier] ont pour limite — e quand n tend vers ce qui R T A
420,
O Mise en pratigue
2.3| Exemple d’'une « dispersion» u] & Pour les exercices [} a0
: —t Etudiez le sens de variation de la suite (v ).
Observons les termes de la suite (u ) définie par v, = (-1}"n et dont les N O ; e
prermiers termes sont 0,1, 2, -3, 4,-5, . ] (1 hpu,,:%n-z. (3 aly, =S5
» Deux termes consaoutifs de la suite sont de signes contraires. i X
. L 4 [ 2 | a] y, =2 et, pour tout entier m non nul : b) u, = i - 5F.
» Les termes de rang pair sont de plus en plus e grands= et tendent vers + . | |
: : R : W=y, —m B3 Fourtout entier naturel n = 1:
» Les termes de rang impair sont tous négatifs et deviennent de plus en i R R 32 gn
! I I B = ! U =—.
plus grands en valeur absolue. . RN Ju, ~ 13 h
2n dit alors que la suite na pas de limite guand n tend vers +e.
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Exploiter une représentation graphique i Animatio | m Etudier des comportements de suites a Finfini

La suite (u ) est definie par e, % et, pour tout entier natured n, o

=pl [
n Y

! = Dans le cas d'une accumulation (en L), on montre gu'a partir d'un certain indice, tous les termes

TrBeprtrenyes surdimenamiie 1= Ny 1Ll oncian Eelic Gue oy, = Ru;) et consmkwes o polrts de |a suite appartiennent a un intervalle de centre L et de rayon choisi awssi petit gue Fon veut. g
Alery i wy), Bl sug), Cluy i), Dl fug) et Bl f u). » Dans le cas d'une limite infinie, on montre gu'a partir d'un certain indice, tous les termes de |a w
2. Conjecturez le sens de variation de la suite. suite e dépassent un nombee choisi aussi grand que 'on veut lorsque |a limite est +e2;

3. Justifiez que pour tout nombre x de |, fix) appartient a |, puis prowvez wotre conjectura, » e dépassent pas un nombre choisi aussi «patit: que ['on veut lorsque [a limite st —e,

4. Conjecturez le comporternent de la suite borsque n prend des wvaleurs de plus en plus grandes.

© Méthode O Solution Cas d'une accumulation

1.1-:H‘|TEFII'HEITEEE‘FEMUDHfELETﬁHtETHH"EL — 1.Laf|::_=n|:r|c-n fest [a fonction carré; O T W e S S e 2k +i-
puis on oonstruit les points A, B, C, D etE sa restriction a Fintervalle 10 1[ est Farc de n L T
@ parabole (en rouge) ci-dessous. 1. Démontrez que la suite (v, ) est décroissante et que pour tout entier i non nul, Lr"}%.
Comme , = g}, |e point Alw, ;o ) appartient & lan de 1 ™ 2. Prouvez qu'a partir d'un certain entier m, que vous préciseraz, tous les termes diindice n avec
parabuole précédemment tracé n =m, sont dans intervalle | = 1049; 351
Le paint B{u, ;) appartient & la droite d'équation y =2,
drmite qui parmet de reporter e nombes o sur Faxe des O Méathode O SEolution
abedsses, et de méme les nombres u,, o, etc | A : —— e
i / ; 1. On &tudie le sens de varation = 1.u, =fn) ol Festla fonction
B g A de la suite (L ). f:xl—-‘-% +% définie et dérivable
Uyl o E E ' [emarguel Les trais méthodes comvienment | sUF]0: + ol
ol u, uoowous Puurtautx.‘:-ﬂ.ﬂ:‘]=—§fdmf'm:ﬂ.
Z. On lit sur les axes les premiéres valeurs. — 2.U, :-r U= U, >, ... Ala lecture du . » On applique le théoréme 1. b fostdonc décroissante sur ]0: 4 o]
graphigue, an peut conjecturer que [a suite et la suite (i ) est aussi décraissante.
est strictement décroissante. 1 . ; 1 3
L] t— en étudiant | = g Pour tout entiern, n > 0,0, -——=—.
3. On vérifie que siu appartient 3 — I.5i0<x<lalosdsoxed, ;EEE?;;;::QE S HERI e ML e
lintervalie |, &, appartient awssi & donc sl x = |, alors fix] =1 On a dane u"_%:, O soitu }%_
Iimtarvalle L Ainsi, pour tout entier naturel n, 0 < o <1
1 3 :
entaine 0 <ul<wy <1etdoncu, , <u. 2. On cherche le plus petit indice mtel que: =k 2049 e 051 équivaut &
! y 04% < w = 051,
el v S id i et i iy 05 < 3 <og: ComMe >0, pour que
]
oo ém‘r_EEw = ces conditions soient vérifiées, il suffit que
. - ; 5u
e = ;éL: T R T Ty Bt tous les fermes dtant B gy % <100, sait m > 150. Ainsi m = 151 est
FERgsare. supéripars & 0.5, on déter- = 2
4. On observe sur le graphique =3 &, Graphiquement, on peut conjecturer que mine |e premier temme de I___ 3 EDhJ_ tion et tous les It_'l!ﬂ'l'lF-'E dindice n, avec
une accumulation des abscisses u, des points lim u =0 la ﬂlrlt; Wgﬂimh: ln- e 05 R n = 151 sont dans lntervalle |
construits vers 0. Sl Eam:v:s;tdai:lw msx (40 0,51
Mise en pratique
o en 0O Mise en pratigue
Pour les exerci:esﬂ E'l'] (] u, =9 et, powr tout entier naturel n,
C R uz Pour iEEE{EHimmém m u = =5 ,L=ﬂ-E‘tF=I—I'I:|"1.'-ﬂ[.
1. Représentez la fonction felle que u,, , = fiw, ). Ui =Th Lasuite (v ) a pourlimite Lquand ntend vers + =, "oIntd
2. Utilisez cette représentation et la droite i : Trouvez (Eventuellement & la caloulatrice) un A =l L=0et]=]-10: 104
d'équation y = x pour déterminer graphigue- [ 7] by = B pLT Ak pariier natured n, indice m tel que, lorsque n > m, les termes u_ A ; :
| Y
mentieg premiers tenmes el sulte; Uy =Vl i e i (15 TS sl L—zeri=13- 10434 1040
3. Conjecturez le sens de variation et le com- : 1 ' n’ '
= 2 tout 1] mat | '] _—— = — - -
portement de la suite lorsgque i tend vers + . ':I Up T R RO E? e m Ua \'n'L Getl=N;10H m {On passe d'un carmé
Uy =7 a l'autre en divisant la lon-
2 n = = = H d 'Eﬁté l LE'
BNy, =1 et pour tout entier naturel n, 8.8 u, =6 et pourtout entier naturel m, i v, P Tt oY, ?:l:!?:er :arré EEI?:,: draire L
1 1
u =—u +1. =—u + 2 “
MET 3o 1 7 on _ L=Cet|=10: 104 25 e, combien mesure le cdté du premier carmé
EE U = A0 dont 'aire est inférieure & 1 mm=?
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Cas d'une limite infinie

[u,,) est la suite définie pour tout entier natured n par u, =42n+ 1.

1. Démontrez que pour tout m, u, > 0 et que la suite [u ) est croissante.

2. a) Quel est le plus petit entier m tel que w, = 10°7

b} Déduisez-en que pour tout nombre entier a, n > m, u, E110%; 4=,

3. Reprenez la question 2 en remplacant 10° par un nombre positif guelcongue A

& Méthode O Solution
1. On démontre que pour tout m, u, > 0 =g 1.Pourtoutm 2n+1 >0, doncu, > 0
» 0Un utilize le sens de variation =3 ulafonctionf:x—y +Iau'ec:;=-—%

de la fonction associée (th&oréme 1).

est associée a la suite (u ).

La fomction g :x - 2x + 1 est croissante
sur [0 4 ==[, il en et done de méme de la
fonction £ I en résulte que |a swite {u ) est
Croissante.

2. 8) On est ramené & résoudre = 2.8)4/2m+ 1 2= 10° dquivaut &

une inéquation.

2m 412109 ard m =5 % 10°- 0
Le plus petit entier solution est m =5 x 10,

b} On exploite les résultats de [a gquestion 1. =% b) La suite (1 ) est croissante donc pour

3. On reprend la question 2. =% 3../2m+ 1= Adquivautam =

© Mise en pratigue

E [u,) est la suite définie pour tout entier
naturel n par !
u =2—n
n 3 e
1.a] Démaontrez que :
pﬂmtnutn;ulun:u

b} Démontrez que |a suite (v ) est décroissante.

2. a} Cuel est le plus petit entier m pour lequel
o, = -1057
b] Déduisez-en que pour tout entier i, n 3= m,

u, E]-ea; -10F].

3. Est-il wrai que pour tout nombre A négatif aussi
grand soit-il en valeur absolue, Fintervalle -==; Al
contient tous les termes de la suite & partir d'un
certain indice?

Chapitra & « Comportement dune sulte

toutn = m, u, > u, = 105 1l en résulte que

u, EN0F; +eal. o

Omn choisit pour m e premier enties
I _
supEriaur ou Sgal a%.
De plus, la suite est croissante ) ainsi, pour
tout entiern, telquen=m, u, = u = A,

donc o, S04+l

m Dans chacun des cas suivants

e dérmontrez gue I:r.rn:l est strictament crzissante;
s trouvez un indice m tal que, lorsque n 2= m, les
termes o, appartiennent 3 Fintervalle | proposé.

al un=§nl gt |=[10% +=a.

5I‘|
bl o, =F gt 1=[105 +=a[.
E] [ ) est |a suite définie pour tout n de FJd par
u, =-2x5"
1. Démontrez que pour tout n de &, v <0etque
la suite (ir ) est décroizsante.

2. Trouwez un indice m tel que, pour tout entier i

tel que m == m, les termes U, appartiennent & [in-
tervalle ]—=: —10F].

EX) Questions sur le cours

Complétez les propositions suivantes.
&) Dire qu'une suite (v ) st croissante signifie que
pour tout entier naturel mu,

b Une suite (u ) telle que, pour tout entier natu-
rel m, U, =, est une suite

€] La suite [v ) est telle gue, pour tout entier natu-
rel n, v, = fin), avec f déoroissante sur B,

La suite {v"j est

d] Tows les termes de la suite I:I..r":l sont strictement

positifs. 5i, pour tout entisr naturel n, % =1,
alors la suitetr.rni est :,

E3) Vral ou faux

Vrai ou faux ? Justifiez wotre réponse.

aj La suite définie pour tout entier naturel n par
u, =3m -1 estcroissante

b] La suite définie pour tout entier natwrel m, n 20,

N
paru, = [”Ir
€] 5i une suite est strickement croizsante, alors ses
termes finissent par &tre supsrieurs a nimporte
quel nombre chaisi.

d} 5i f est une fonction croissante sur [, alors |a
suite définie par u, =fin), n SR, estc

&) fest la fonction définie sur B par ﬂrﬁ:T+ 1.

La suite définie par u, = 5 et, pour tout n, par
= ﬂ:.rh:l est croissante.

25t monoctomne.

Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. ldentifiez-la en justifiant votre réponse.

1. La suite définie pour tout entier naturel n non nul

I3} décroissante

o} non monotone
2. La suite définie pour tout entier naturel @ ron nul
paru, =1etu  =-du +35est:
@) Croissante ) décroissante
¢} constante ol non monotone
3. [u ) st une suite croissante et (v, ) est la suite défi-
nie pour tout entier w par v, =u, - 3.

QCM Aumoins une réponse exacta

Pour chaque affirmation, plusieurs réponses peuvent &tre exactes. ldentifiez-bes en justifiant wolre réponse.

La suite [v) est:
o} croissante I3} décroissante

) constante | non monotone

4, (U ) est une suite décroissante et [v) est définie
pour tout entier n par v, =2 + 7. La suite (v ) est:
2| croissante 1] décroissante

] constante 1 non manotons

5. La suite (r ) est définie pour tout entier naturel n
paru,=1+2+3+...+n

21 {u ) est décroissante. i

r
b —n3l =
:I n+1

Uy

¢ Pour tout entier n &= 63, w, > 2011,

1. La suite définie pour tout entier | 2.lasuite(u ) estdéfiniepourtout | 3. La suite (v ) est strictement

naturel n mon nul par:
u = - 504 Best:
a) croissante
2] décroissante
cll croissante & partir dun certain
rardg
il non manotons

entier naturel m par u, =
a) fu,) est décroissants.

b} Pour tout n= 10, o, =10; 0,01L
el Il existe i > 10 tel que u, > 001,

- oroissante et u, = 1. La suite (v, ) est
m+ 1 définie pour tout entier natural n
parv, =t + o F oyt b
&l Pour tout i, u, = 0
b} Pour tout m, v, = n.
c] (v, ) est strictement croissante.
d} lim W, =+,
S

~3 Volr les carrigis p. 368
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Apprendre a chercher

J",} Etude d’une suite définle par récurrence
La suite (v ) est définie par u, = 4 et pour tout entier

natured n, 0 S u,+ 1.

Objectif Etudier la suite {u,), c'est-a-dire son sens
de variation et son comportement lorsque n devient
trés grand.

Dans I'étede d'une suite définie par récurrence, il
est souvent utile de représenter graphiguement les
premiers termes. Cela est fait sur la figure ci-aprés. La

fonction f:xl—a%x+ 1 est la fonction affine associée 3
la suEte I!Lr"j L, = ﬂt-rhll.

activité 3, page 144, et exercice résolu B, page 150,
¥ +

(S — S S,

0 HEX?

X

=]

C

Cette figure permet de conjecturer gue la suite () est
déoroissante et gue les termes semblent saccumuler
vers 2. Dol Fidée d%étudier la suite [v ) définie pour tout
entier naturel n parv, =u -2

1. a) Calculez v, et prouver que, pour tout entier natu-

1 :
rel m; v, =V Cuelle est la nature de la suite (v} 7

b Exprimez v, en fonction de n.

¢} Quel est ke sens de varation de I:u'ull'.-' Justifier wotre
réponse.

2. a) D¥duisez des questions précédentes le sens de
wariation de (v ) et Fexpression de u, en fonction de n.

b] Pourquol peut-om affirmer que pour tout entier
naturel mou =27

£} Déterminez un entier naturel m tel que, pour tout
entier naturel n = m,u, E12; 2Z0001[

0 coresidéne bes suibes néoumentes défindes sur ) par:

u 1=m1_1+h-',u=lletu=1}.
Bles sont dutype i, = fu, ), od Fest |a fonction affime v 1 ax + b,
Pour étadier ces suites, oeutilis2 [a suite suxiliaire définiepary, = u, —cx,
oil % et Fahsoisse du point dimtersaction des drottes d'éguations p =3

ety=1y.

Chapltra 6 « Compaortement diuns sulte

"~ Etude d’une ligne brisée
Les droites passant par le point O font, deux & deux,
b
des les de—, et |la mesure ast &gale a 4.
angles de 3 OA, estég

Ay

Objectif Etudier Févolution de la longueur de la
ligne brisée A A A, .. A lorsque ndevient trés grand.

1. Tirons des conséquences immédiates de la figure
Chacun des segments [A & 1 forme avec le point O un
demi-triangle dquilatéral.

Pour simplifier la rédaction, on note d, la distance
A8

a el

al Précisez les propriétés comrmunes & ces triangles et

déduisez-en qued, = % d,

) Quelle est [a nature de la suite (G )7

] Calculez dy, et pour tout entier naturel . exprimez d|
en fonction de n.

2. Notons w, 1a longueur de la ligne brisée A AR, A
Pourtoutn,u =d, +d +...+d_ .

Le probléme est donc d'étudier be comportement de |a
suite (u ) lorsgue n devient tres grand.

&) Quel est le sens de variation de la suite I:Lr":l'.-'

b} Vérifiez que v, peut sBorire

u, = d[,['1 +% +E1; +... +2%-"|.
) [

£] Déduisez-en, pour tout entier naturel n, une expres-
sion de u, en fonction de n.

3. Cette expression du terme v contient une partie
variable % On admet que cette expression peut étre

rendue aussi proche que 'onveut de 0 lim ll =1
drwhomn .2]

a] Justifiez que, pour tout entier naturel m, 4, < 3.

k] Comment se comporte la longueur v, lorsque n
devient trés grand ? Concluez.

=% Lohjectif n‘est pas seulement de résoudre ke probléme posé @ vous
devez aussi noter les différentes idées méme lorsguelles n'ont pas
permis de trouver la réponse, Expliquez powrguol wous avez chamgé
de méthode et ce gui vous a fait avanoer, etc.

i |:r.r":| est |la suite définie pour tout entier naturel n

mom nul par:
e 345474+ . +[2n+1)

n n
Etudiez ses variations et son comportement quand n
devient de plus en plus grand.

j:_-_- 3 i ) est la suite définie pour tout entier naturel »
par:
3 T1+n
A B
Etudiez ses variations et son comportement guand n
devient de plus en plus grand.

-n.ll.ﬂiu
ils st cherché i  Chercheurs d’hier

de trouver :

= Void guelgques mathématiciens importants
gui ont travaillé dans le domaine de FAnalyse.

frchiméde
5 Chap. &

|saac Hewtom Lesnhbard Euler
= Chap 4

- (hap. 2

J. 10 1604 l. l 1500 o

ANTIQUITE MOYEN AGE EPOGUE MODERNE EPOQUE CONTEMPORAINE
ak- Kharwarizmi Gottfried Leibniz
= (hap. 1 =% Chap. 3
Benoit Mandelbrot

[1924-2011F)

se reproduisent =a Finfiniz.

des images spectaculaires.

Cette technique est utilisée dans la production
cinématographigue pour réaliser des effets speciaux.

@Ieﬁeh ity ferven ted.oom b benolt
mandelbrot_fractals the art of roughnesshim

Avant quitté avec sa famille la Pologne en 1936,

il s'installe en France et est inftié aux mathématiques
par un oncle professeur au Collége de France, a Paris.
Ce mathematicien est surtout connu pour ses travausx
sur les fractales, figures géométriques qui

Installé aux Etats-Unis apres la guerre, il utilise loutil |
informatique pour obtenir a Faide des fractales |

Sa création emblématique :
I'ensemble de Mandelbrat,
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| Une approche du nombre d'or

Utiliser les outils de calcul

=» Pour étudier le comportement d'une suite

i Histaire |

1. On considére |a suite (v ), dite de Fibonacd, définie par
up=l =1, u,=u,+u, =2, w, =y, + U, =3, et pour tout
entier naturel o, par v, =u,; + U,

desf™™ Fibonacci

Mé b Pise, fils d'un
comimercant  [os-
can, ca mathémati-
cien ialien dmigre
en Algérie, vayage
en Egyple Sicile,

Gréce et Syrie,
Dislix AME Aprés son
retaur en Italie vers
12000 il Evtraduit

ajCalculez Uy, U U, U, U, U, U
b} Conjecturez e sens de variation de la suite (v ) et son
comportement pour les grandes valeurs de n.

2. On considére maintenant la suite (v} définie pour tout

entier naturel n par v = i 71

L, Léorard da Piza jmna i
al Calculez vy, v, v, v, v, v et placez surune droite graduée | 1180enw. 12500, dit Lrie: SO .
Flcmaccl ol Era S0 o, o

junité 5 om} les points ayvant pour abscisses les premiéres

valeurs Wy ¥ BT

b Conjecturez le comporternent de [a suite (v, ).

résoudre un pre-
bléme de  repro-
ductian de lapins.

2. Lhiliser un tableur

a)] = Renseignez les cellules A2 & A4 Recopiez la formule de la cellule A :
Ad=AZ+AZ vers le bas pour obtenir les premiers termes de la suite [ ). ; o ! E.Il-.ﬁ.'.-&
w Dans la cellule B2, entrez | =A3/A2, et tirez cette formule vers le bas pour [ 2 -.ﬁzn-:jl =ALn3
3 mALIL
obtenir les premiers termes de |3 suite [v, ). e —— s

| Note

Paramnétrez le nombre maximal dz didmales a Faffichage
(meras Farmat; meru Cellules. ..  anglet Hombres),

b Vios conjectures sont-elles confirmées ?
o
d. Utiliser sa caloulatrice |

o

Lalgorithme suivant a pour objectif de déterminer les valeurs
des n premiers termes de la suite (v, ).

a] Complétez |e tableau suivant indiguant les wvaleurs des algorithme

variables a, k. c et v suivant les premigres valeurs de i, Faipir o

2 regpit 1
i d b £ ¥ b regoit 1
1 1 7 regoit 1
1 Four I de 1 josgu a =z
crecoit-ash
3 a recoit B
b repoit £
b Quel est l'objectif des guatre lignes encadnées 7 v recoit Bfa

¢l Utilisez cet algorithrme pour programaner votre caboulatrice. LPFICHBR wve i ®=% T

Fin Four

On pewt démontrer qu [a sulte | ) tend vers hmﬂn%‘—?appﬂénumh‘e

iy, borsque o tend vers + ==, Le nombre Jior est une grandeur 3 lageelle on a
attribuné, au cours des sibdes, des proprigtés esthétiques vaira mystiques. On I'a
alnsi « dherché = dans des domaines aussi warlés que andiecturs, la peinture, |3
mrusigue, mais aussl dans des E¥ments naturels comme la fzur de toumesol ou ke
nautia.
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Utiliser Algobox
=* Pour étudier le comportement d'une suite

Au voisinage de la limite

Cranis de normbreuses situations, on est amend & conjecturer que les termes d'une suite sont de plus en
plus prés dun nombre fizé (que ['on appellera limite de la suitel.

Lalgorithme ci-dessous a pour abjectif de déterminar 3 partit de quel indice n les termes d'ume suite
monatone de lirnite L sont dans lintervalle IL - r: L + . ob r est un nombye stricternent positif choisi
par |utilisataur.

ull-'l II'rll ul.l—l

| P L
S, o I =
F r

L-r L+r

=1

La suite (u,) est définie pour tout entier naturel n, par :{ U, = 2u, 1
I 3

O admet quee cette suite est croissante et tend vers L= 3 quand » tend wers += [vous pouvez le vérifier

graphiquernent).
Lalgorithre ci-dessous & &bé Scrit avec AlgoBox. -

H.

outh 146 4

| T R PR

c = EFI_ DT TEC2 DOCr2
= fOENEF P TTF G LI KB
£ . EFI DO TIOZ DErE
% = BST_RC_T"F1 TR
[ TEEC G T

“ FXLZD LA VALITR 1
FAELE o whaE R T

4 =IFET =

Ir [

1. TRELLUE a7 wu Tl balad
1 [l o o S

1z TN T 3 SRCE R D S | RS BT

11 L [SEDDX SR VASETT a+l

| (NS BRLE T v

E LTS T e G 1

1 AFFZCCR o

[E5 Sl Tl L T TS B SR ISR PLEITIRL BN

L T AL AENITHEE

il

T LY [ ERpu T PR [ LN PSCRN T LY I EOut T i S
e Fopi= 270 = 10

2] A quelle ligne précise-t-on |a valeur du premier terme w, ?
b Quel est le rdle de la fonction qui apparait & La ligne 227

o) Les lignes 11 & 15 comespondent 2 une boude conditionnelle. Quel est ke test gui conditionne le
fonctionnement de cette boucle 7

d} A guelles actions comespondent les lignes 13 et 147

&) Utilisez cet algosithrme awvec AlgoBox ou programmez-le sur votre calculatrice afin de préciser a partir
de guel indice n, u, appartient & Fintervalle:  «12,99; 3.01[; » 12,9998; 3,00020; » 13 - 10-%; 3 + 10-[.

F'-idﬁ_["ﬂns chacun des Cas, Commencez par kuhpe_rr_l
1 Comment modifier cet algorithme powr faire une étude équivalente avec la suite défnie, pour towt
entier naturel n, par:

p=6

[
u,

= 43
# 7

i

O admiet que cette suite est décroissante et tend wers 4 guand m tend wers + == (vous pouvesz le wérifier
graphiquernant).
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Entrainement

mumeriques

oc e (9 €

Pﬂurlesmrcimsmﬁm

Calculez les cing premiers termes de [a suite. Quelle
conjecture concernant son sens de variation pow-
wez-wous émettre T

E] u =5+n.

£l u,=1-2n

Eﬂ u,;ﬁ [avecn =)

E::I Uy, =-2etpourtoutn,u, =-2u,

Pour Iesmuimsmﬂm

Conjecturez le comportement de |a suite (u ) lorsque
n tend vers + e,

1
£ u,=

n+1°

Eﬂ u = i -l-% {avecn = 0).

Eﬂ un=3—% [avecn =10,
Efd v, =1-2n,
inlese:erd:e;E ETE]

Donnez un indice m & partir duguel tows les ternmes
de la suite (v ) sont dans Fintervalle | {on ne demande
pas ke plus petit indice m).

38 u"=%ett=m:umrr,
EL) u, = +netl=[10000; +=f

SENS DE VARIATION

La suite (u ) est définie pour tout entier natured n,
par:
U =nt -9 -20.
1. Calculez uy wy, vy, Uy by Que remarguez-wous?
2. Erudiez be sens de variation de |a suite (i
a} en utilisant le signe de v, —u, pourn > 4;

bl en étwdiant les variations de la fonction définie sur
[0; +ca par fix} = %% —Sx-20.

EI La suite (v ) est définie pour tout entiern == 5 par:
v, =nf- 100 + 26.

Exprimez v ,, - v, en fonction de n. Démontrez que la

suite (v, ) est strictement croissante.
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EI La suite (v ) est définie pour tout entier natursd m,
par:

u =20 - 300*+ 54n.
1. Etudiez les variations de la fonction fdéfinie sur I par
fix) = 2% - 308 + S,
2, Déduisez-en que la suite (u ) est strictement crois-
sante & partir de indice 9,

La suite (v, ) st définie pour towt entier naturel n
nion nul, par:
v, =3 +%-

1. Etudiez les variations de la fanction £ dé&finie sur Fin-

tervalle J0; + = par:

m=3+%-

&, Déduisez-en le sens de variation de la suite (v, ).

El L= suite {u, ) st définie pour towt entier naturel o
nion nul, par: 40
=TT
1. Calculez u,, U, ty, u,. Que remarguez-vous ?
2. Calculez o, —u et déduisaz-en le sens de varation

de la suite (U ) pour n == 21.

T} implication réciproque L,____u-—-'r"m
fest une fonction définie sur [0 4 ={.

[u) est la suite définie pour tout entier naturel n par
{wr ) = fin). D'aprés le théoréme 1 page 146:
5i fest croissante, alors (U ) est crodssante.

1. Enoncez Mmplication rédprogue.
2. & Faide d'un graphique, vérifiez gu'slle est fausse.

]
L] Aveclacalculatrice

1. Chioisissez un nombre a stricternent supSriewr & 1.
& Tlaide de wotre calculatrice, caloulez les premiers
termes de la suite définie pour tout entier naturel n par:

{ w,=a
—
uu—l i "'uh

Qus pouvez-vous conjecturer?

2. Recommencez avec un nombre a tel que § < g < 1.
Que constatez-wous?

m La suite {u, ) est définie, powr tout entier naturel 7,
parv, =1+2+3+...+n.

1. Précisez le sens de variation de la Eu'rtetunll.

2. Existe-t-il des termes de la suite supérieurs & 20117
A 10000007

7} Laballe aux bonds ALGORITHMIQUE

Cin l3che une balle d'une hauteur de deux matres,

A chague rebond, |a balle perd 10% de sa hauteur.
Complétez I'algorithme suivant, Scrit avec AlgoBox,
afin de déterminer le nombre (minimum) de rebonds
# Iissue desguels la hauvteur du rebond de [a balle
sera inférieure & dix centimétras,

v VARIABLES

n EST_DU_TYPE NOMBRE

n EST_DU_TYPE NOMBRE

v DEBUT_ALGORITHME

h PREND_LA_VALEUR 200

- n PREND_LA_VALEUR.

w TANT_QUE (h ) FARE
- DEBUT_TANT_QUE
-1 PREND LA VALEUR n+1
- h PREND_LA VALEUR ...,
L FIN_TANT_QUE

- AFFICHER 1

“ FIN_ALGORITHME

7)) Vralou fau?

La suite (u ) st définie pour tout entier n, r =0, par:

ll'" =2__l'

i
Est-il wrai gue, pour towt emtier naturel non nul &,

= 1,290 0997 Justifiez votre réponse.

Eﬂ Las suites (u ) et (v ) sont définies pour tout entier
natural n par !

n+1
s =
g,=nt ot v = RIS
1. Vérifaz que les deux swites sont strictement crois-

sanies.

2. Prownez gu'a partit d'un certain entier m, que wous
préciserez, tous les termes dindice n de la suite [u,),
avec n == m, sont dans imtervalle | = [10000; + =

3. Prouvez que tous les termes de |a suite {v,) sont infé-
rieurs a 2.

Pour les exercices i1 ) & E]

La suite (v ) a pour limite += ou -== quand n tend
VEFS 4o,

Trouvez [éventuellement a la calculatrice) un indice
mtel que, lorsquen = m, lestermes v appartiennent
a lI'intervalle | proposé,

m ‘u"= Er:ill'l'ﬂtﬂ:-l-wl'l=[1ﬂgr+m[
'-}"_I u = E%.'Ilnﬂte ttoar = [105 +.

53 -i-;_—” « limite : —os} | = J-oe; —10%],

EI u,= w2 + 1:limite : +=a; 1= [10% +=[.

Pour les Exa'cﬁcesm a8 m

\férifiez que la suite (v ) est monotone et que tous
les termes de la suite appartiennent a Fintervalle |

PO,
2
| 55 u, =% etl=10;2.

2
B u =13 avecns0jeti=1-3; 3]
n ﬂ‘l

.; STl r.r,;ﬁ—# (awec = 1) etl=[4; 5L

E Les suites ['I"n:l &t {wh:l sont définies, pouwr tout
entier naturel n, respectivement par v, = " etw =10
1. Calculez les cing premiers termes de chaoune de ces
suites. Que conjecturez-vous ¥ Démontrez-le.

2. A partir de quel indice N, a-t-on v, > 100007

A partir de quel indice N_, a-t-on w = 100007

3. N, étant inférieur a N, on peut traduire cela par l'ex-
pression suivante : la suite (v, ) atteint «la premiéra s le
nombse 10 000,

Est-ce encore wrai pour le mombre 1 0000007 pour tout
nombre supérieur 3 10¢ p &tant un entier naturel 7

5] Verre teinté

Une plaque de varre teinté atténus
de 15% lintensité lumineuse d'un
rayon qui la traverse.

On naote i, Fintensité d'un rayon
lumimeux & l'emtrée de la plaque et
iy son intensité A la sortie.

1. Exprimez i, en fonction de [,

2. On superpose cing plaques iden-
tiques. On note i lintensité dun
rayon a la sortie.

Exprimez j; en forction de i,

3. Comhbien de plaques doit-on
superposer ([au minimum}) pour que
Fintensité soit atténude de 90%7

m Mathématiques et gourmandise

Stéphane adore la galette. Il en achéte une et, amivé
chez lui, il en prend une bonne part (la moitié). Aprés
sBtre régalé, il ne résiste pas a I'envie d'en reprendre une
part (la moitié de ce gui reste).

Et la gourrnandise aidant, il répéte ceci plusiaurs fois.

Il est awssi friand de mathématiques et, en présence
d'une toute petite part restante de galette, il note :

Lot 1 1 1 1]

—t— e b b — [ =1,
[2 4 8 18 32 32

ce qui correspond aux cimg parts gu'il a mangées et a la

part qui reste et qui représenteé de |a galette initiale.

Il résurne la sfituation en notant !

En cing passages, jal mmgé% de la galette.
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1. Quelle fraction de la galetta mangerait-il en diz pas-
sages ? en quinze passages ?

On note u,, la fraction correspondant & n passages, o
stant un entier naturel non nul,

2. Exprimez v en fonction de n.

3. Quel est le sems de variation de la suite (u )7

4. Fourquaoi les termes de cette suite ne dépasseront-ils
jamais 17

5. Déterminez le nombre de passages [virtuels) 3 effec-
tuer pour que le reste soft inférieur & 11 000000 de |a
galette initiale.

[1} construction d’un aéroport

La population d'une ville est de 1000030 habitants en
201 1. Suite & la création d'un a€roport sur une zone trés
proche de la ville, on émet Fhypothése que la population
de cette ville va réguli#qrerment diminuer da 5% par an.
On note v, la population en 2011, v, la population en
2012, eitc.

1. Bprimez u, en fonction de u, .
2. Quelle est [a nature de la suite (u }?
3. A l'aide de votre calculatrice, déterminez en quelle

année la population de cette ville sera inférieure, pour
la premiére fiois, & 50000 habitants.

La population d'une ville augmente de 10% par
an. En combien dannées double-t-elle ¥ Peut-on envi-

sager quee, sous cette hiypothdse, elle soit un jour multi-
plige par dix?

Chapitra 6 « Compaortement duns sulte

=] Deux entreprises
1. La production annuelle
d'une entreprise spécia-
lisée dans la fabrication
de phares de plongée
augmente  réguliérement
d'une méme quantité. On
note P la production de la
m-igme année.

La production Py de la
& année est de 14000 uni-
tés, et la somme des pro-
ductions des six premigres
annéss ast de 66 000 unités,

a] Calculez P, ainsi que Faugmentation annuelle de la
production.

b] Quelle est [a mature de la suite (P )7

| 5i la politique de production reste la méme, au bout
de comblen d'années la production dépassera-t-elle le
double de la production F, ?

2. Dans une seconde entreprise, la preduction de la
i™ année a &té de SO000 unités. La production aug-
mente réguligrernent de 10% par an.

Om naote Q2 praduction de la n-igme année.

al Calculez Qs

&3] 5i la poditique de preduction reste la méme, au bout
de combien d'annges la praduction annuelle dépassera-
t-elle le double de la production Q1?

i
Deux placements |
Valentine et Léonie ont
ouvert, chacune, un Livret
leuns powr v placer lewrs
économies. Les  intéréts
annuels de 5% sont ajou-
tés au capital et produisent
A leur tour des intéréts.

1. Valentine a placé une
SOMME L,

On note b, le capital quelle
obtiendra aprés n années.
Elle a calculé qu'au bout de cing ans, son capital v, sera,
au centime prés, de 510,51 €.

a) Quel &tait le capital uw, placé au départ?

b} Combien d'années doit-elle laisser son argent sur son
livret afin que le capital initial soit doubl&?

2.Léonie aversé 100 € enjanvier 201 0. Elle verse ensuite
towes les ans, en jarvier, 30 € sur son livret

On note v, le capital quielle obtiendra aprés n années.
8] Justifiez que pour tout entier n, v, = v, x 1,05 4+ 30.
k) Quel sera son capital em jamvier 20157

¢} A quelle date son capital dépassera-t§l 500 €7

b ®» =D

Une étude du processus délimination du principe actf
d'un médicament a permiz dobserver gu'a chaque
heure écoulés, la quantité de principe actif encore pré-
sente dans le sang du patient est réduite de maoitis.

On injecte dans le sang dun patient ure dose de
médicarnent contenant 4 milligramrmes de principe
actif.

On note g, la quantité initiale de principe actif et q,_ |a
quantité encore présente au bout de n heures.

1. Exprimez g, en fonction de n.
2. Calculez le nombre d'heures nécessaires & IElimina-
tiom de 99 % du principe actif du médicament.

m La suite (u,) est définie pour tout entier naturel
nicn mul n, par:

1. Calculez u,, w,, .
2. Quelle conjecture faites-vous pour u,?

3. Om suppose gue cette conjecture est vérifide jusqus
lindice n.
Est-elle encore wraie & indice n+ 17

m Une approximation « rapide =

1. Ezpérimenter
a) & Faide d'un tableus, calcubez {avec six dédimales) les

trente premiers termes de la suite (w,) défnie pour tout
entier naturel n par i = 1,001,

A _ B
1 0 ={ DO1eAl
7 1 ={l GO1PAZ

b Conjecturaz le sens de variation de |a suite {u ).

c] Observez les premiéres décimales de chacun des
termes. Quelle proprigté semble avoir la suite des tron-
catures & 0,001 prés des termes de {u )7 On note (v )
cette suite.

2. Démontrer

a) Dérnontrez la propriétd conjecturée a la question b).
I} Bxprimez la sufte (v ) en fonction de n et faites afficher
les trente premiers termes dans la colonme C

3. Reprenez l'exercice avec v, = 1,002"

4. Sans outil de caloul, donnez une valeur approchée de
1,004 3 0,01 prés.

ROC

m Monotonie d'une suite

Prérequis @

Dire gu'une suite {v_ ] est stricternent croissante signifie
gue, pour tout entier naturel m, o, > o,

1. Démonstration
[u ) est une suite & termeas strictement positifs. Prouvez

A ]
que si pour taut entier m, L'r—'“ -1 =0, alors la suite {u,)
est strictement croissante.

2. Application

a) Enoncez la propriété pour une suite strictement
décroissante.

b} Etudiez le sens de wvaration des suites (b et {v)
définies respectivernent, pour tout entier naturel n, par:
aned

=

B tives
| e ==
m Que peut-on conjecturer pour la suite définie
pour tout entier naturel m non nul par:
uy =1
Upg'=—7—

; prETas

Yy

) Une ligne brisée est canstituée

de segments. Chacun d'ewx a pour
longueur le tiers de la longueur du
sagment précédent. Le premier 90
mesure 90 centimatres.

= e —
ILrJI—l,. W =

7

1. Quelle longusur, au micrométre
prés, est nécessaire & la construction, 30
de cette maniére, d'une ligne brissa
constituée de dix segments ?

2. Peut-on atteindre une longueur supsrieure 3
1.5 métra?
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Ei) Proches de zéro lu_uﬂ'rl'“‘"_'

1. Montrez que la suite (U ) définie, pour tout entier

1 -
naturel n, parw, = £ a5t décroissante.

2. On conjectures aisément que les nombres positifs
1

Fs“appmdrent aussi pras que Fon veut du nombre 0,
Pour conforter cette imtuithon, créez un algorithme
[en vous inspirant de celui de l'exercice £5J) pour
déterminer indice du premier terme de la suite I:r.rnfl
qui appartient & un intervalle de la forme J0; f od r
est un nombre positf gue l'on choisira {de plus en
plus petit).

3. Programmeez ainsi wotre calculatrice afin de déter-

rimer Findice n a partir duquel% < 1078,

E! Les suites [ et {v ) sont définies raspectivement,
pour tout entier naturel n, par

iv ¥o=1
3n=1 & b 5
GE | F|H|=?l.-'"+1

1. Caloulez les cing premiers termes de chague suite.
(e pounsez-wous conjecturer concernant leur sens de
variation ?

2. On admet que pour des valeurs de n de plus en
plus grandes, u, et v, sont de plus en plus proches du
namibire 3.

s

Vs pouver B2 wérifier & Faide dun tableur pu de mplﬁmtihrﬁi
graphiques.

Onweut comparer les £ facons » d'approdher le nombre 3
par chacune des suites.
Pour cela on note, pour tout entier naturel n:

U,=3-u etV =3-v,
Les nombres U, etV sont les sdistances» respectiva-
ment de v, et v, au nombre 3.

a] Exprimez U, en fonction de n.

b) Exprimez V., en fonction de V. Déduisez-en la
nature de la 5urn=_-wn:| puis exprimez '|.I'II en fonction de n.

€] Pour chacune des suites (U )et{V ), déterminez lindice
du premiar termea qui appartient & Fintervalle 10; 1075,

m Uilisez votre calculatrice ou wn tableur pour la suite W}.J

d} Reprenez la question précédente avec lintervalle
10; 1079 Que constatez-vous ? Quelle conjecture faites-
wvous concernant la «vitesse dapproche = du nombre 3
de ces deuyx suites?

Rz

i Lalgorithme de l'exercice 50 a pour objectif dhadier la faon

d'approcher e romibre 3 par [a suite (o).

Chapitre & » Comportement diune sulte

Fs) Lasuite [ ) est définie pour tout entier natured n,

par !
uu=1

Jl"' I=u -3

i u“+1

1. Calculez g, wy, ;.

2. (ue powvez-vous conjecturer a propos des variations
de |a suite (v )7

3. Exprimez v, en fonction de u . Conduez.

k]

El ABC estun triangle rectangle isocgle.
A8 = AC = 2 cm. On construit des carrés de la manigre
suivante -

b B
) 'k

A B A B A B

s 1™ étape : on constrult un premier carré dont trols
sommets sont les miliewe des cités du triangle.

» 2* étape : dans les triangles isocéles «restantss, on
construit des carrés selon ke méme principe.

On note v, Faire, en crm, de Fensemble des carrés verts
que Fon vient de construire pendant cette r-idme étape.

1. Queile est [a nature de [a suite {u )7

2. Expliquez pourquoi la swite [v) définie pour tout
entier naturel 7 non nul par :

v,= ”1 + r.r1+ — H"
est croissante, et pourgquod, guel que soit m v, < 2
3. Au bout de combien d%étapes l'aire de la partie
orangée sera-t-elle infériaure & 0,1 mm*?

E La swite [u ) est définie pour tout entier naturel m,
par u, =2" —40n -20.

1. a] Démantrez gue la suite est croissante 3 partir du
rang &.

B} Déduisez-en que pour tout entier naturel n, sim = 9,
alorsu, =0,

2.0n note [v,) la suite définie par v, = 2" - 200"

Bl Démontrez que v, — ¥, = U,

b] Déduisez-en le sens de variation de (v, ).

c) A partir de guel rang a-t-on v,=07?

¥.-] Datation au carbone 14
Le but de Fexercice est Fétude de la désintégration d’umn
corps radicactif ! le carbone 14

1. 5oit M, le nombre d'atomes de carbone 14 a linstant
t =10, N, l2 nombre d'atomes de carbone 14 un sigde
aprés, M, le nombre d'atomes de carbone 14 aprés
k sigcles [k entier).

On zait que le nombre d'atomes de carbone 14 diminue
trés lemtement au cowrs du temps, denviron 1,24% par
sigcle.

a} Exprimez M, en fonction de N, puis N, en fonction
deM, .

b] Déduisez-en la nature de |a suite [M,) et exprimez N,
en fonction de N, etde n.

c] Donnez, en le justifiant, le sens de variation de la suite
N,

2, Le carbone 14 est repouvelé constamment chez les
&tres wivants 1 3 la mort de cewx-ci, Fassimilation cesse et
le carbone 14 présent se désintégre.

Des archéoslogues ont trouve des fragments d'os dont
la t=neur en carbone 14 est 40 % de celle d'un fragment
d'os actuel de la méme masse, pris cormme térnoin.

& I"aide de la calculatrice (ow d'un tableur), calculez [Age
die ces fragrmenits.

On arrondira au sigcle préc

EZd Vers Finfini t%“
&) Montrez que la suite (u,) définie, pour tout entier
natured n, par g, = 2" — n est croissante.

b] On conjecture aisément que les nombres positifs
2"— n deviennent de plus en plus «grands = et finks-
semt par étre supérieurs a nimporte quel nombse
chiisi, aussi e grands soit-il.

Pour conforter cette intuition, créez um algorithme
pour déterminer l'indice du premier terme de la suite
() qui appartient & un intervalle de a forme [A; +ea
ail A est un nomibre gue Fon choisiva (de plus en ples
agramd =L

FRidel yos pouvez wous insgirer de l'algorithme de Hexertic=£50. |

F7] Méthode de Héron (TIEE)

On considére 1a suite (u ) définie pour tout entier natu-

rel m, par:
”u =1 ]
; R
l o =)
1. 8} A l'aide d'wn tableur ou de wotre calculatrice,
cakculez les vingt premiers termies de la suite (v ) (faites
afficher le macdrmum de décimales).

&

|
w1 AT +20AT)

]
wl—-

b Que pouvez-vous conjecturer 7
2, Modifiez le contenu de la celiule A2 afin dobtenir
les premiers termes de |a suite définie, pour tout entier
naturel n, par
r_r =
l STE Yoo A . —
= Z | =N 3Ar)

a] Cue pounvez-wius conjecturar?

b) Remplacez u, par un nombre stricterment positif
autre que 1. Cela modifie-t-l le comportement des suites
précé&demment Studides 7

3. Quelle modification devezr-vous effectuer pour ohte-
nir une suite de nombres gui tendent wers 57

: pL* m

_{ Oinletives |

E] Les suites {u ), {v,) et {w, )} sont définias pour

tout entier naturel n non nul, par:

LR} =l i = ln i 5

" n L

a) Comparez, suivant les valeurs de n, les termes v,
u-"El'I-'I-'".

® W, =3u,

b} Quelle conjecture pouvez-wous €mettre conoer-
nant ke comportement de la suite (v, ) lorsque n tend
Vers 4o}

m La suite (u ) est définie pour tout entier natu-
relmpar:u =1+2+43+..+n
& Faide d'un tableur ou de votre caloulatrice, trouvez
deux entiers naturels m et p tels que:

U, = 10F Etumt: 108

m Sur la figure ci-contre,
tous les triangles sont égqui-
latéraw. |
Le cercle est de rayom 3 cm.
Combien de triangles ainsi
construits ant une are supé-
rieure 3 0,1 mm?
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Travail en autonomie

=¥ Les exercices suivants permettent de revoir les principales méthodes
de résolution abordées dans le chapitre. Faites ces exercices a votre rythme,
en utilisant si besoain les coups de pouce ,-';‘ﬂ page 381.

n Conjecturer et démontrer

La suite ju ) est définie pour tout entier naturel non nuln
1. g2

=+ |=].

par i"II n [l 3 l|
1

1. Calculez w, o, v, 1,
2.a) Calculez -, en fonction den, 112
b] Déduizez-en que |a suite w, ) est strictement décrois-
sante. i

ﬂ Conjecturer uniquement |4
Dans un repére arthonomé, an a tracé la courbe %
représentative de la fonction  défnie sur [Q; +e<[ par
flx) = 2.x et la droite d déquation y = x. On note () la
suite définie pour tout entier naturel m par :

UIH:=1».|'J.T" et o, = 1.

W

l."_'li X

1. Reproduisez la figure ci-dessus.

2. Conjecturez le comportement de la suite lorsque n
prend des valeurs de plus en plus grandes.

B De la variation & un encadrement
La suite (u,,) est définie pour towut entier naturel » par:

3+l
= n+3
1. a) Etudiez les variations de la fonction £ définie sur
Iniel s
0 oo = ot
[ [ par fix} =13 il

b) Déduisez-en que la suite (u ) est strictemnent Crois-
sanite.

2. 8} Démontrez que pour tout entier naturel m:
u, < 3. 8
b] DEterminez un entier naturel m tel que pour tout
entier n,m = m, o, £120009;3[ 47
I} lusquiod cette suite de carrés ?

a carrés sont disposés comme lindique la figure d-
aprés, Le cité d'un carré est égal 3 la moitié du cité
du @mé gui le précéde. Le premier carré a pour cité
£ =4 em.

Chapitre & » Comportement dune sute

Onposed, =¢+...+¢c,

1. &) Exprimez ¢, et £, enfonction den. 58
b] Justifiez I'affirmation suivante :

pour tout entiern == 1, £ < 8. 4%

2. Détermninez un entier natursl m tel que pour tout
entiern, n=m, £, 18- 105; 8L 19
E Une somme de différences

Dans un repére arthonomeé (O 1, 1], on a tracé, pour
x == 1, les courbes représentatives des fonctions :

Bt gixis

Frae—s—
x

x+1

O nm+1|(n+2
1. a] Pourquoi &, est-elle au-dessus de ‘-Ea'y pour toaut

nombrex, x = 17541
b} A tout entier natural n, on associe MH.

Justifiez que MM =l— . :
n n+1
2. La suite (u ) st définie pour tout entier naturel n,
1
n=1parw,= R
a) Calculez v | en fonction de n.

b} Démontraz ql.I-EEI-H'-?- o fh
u, n+2
¢] Déduisez-en le sens de variation de [u":I. g F
3.a) Vérifiez que €, =t +, + ..+, =1 — 1 = £

bj Pourquoi £, < 1 pour tout entiern,m =17

£} Déterminez un entier m tel que pour tout entier n,
nam, &, E11- 103 101



