CHAPITRE

Variations
des fonctions
associéees

Lors de la Coupe du monde de football de 2010

en Afrique du Sud, les vuvuzelas sont venues perturber
les retransmissions télévisées, Pour pouvoir

se débarrasser de ce bruit, Il faut réussir & séparer

un signal indésirable dun signal utile.

Pour cela, les ingénieurs réalisent une opération

de « démixage » qui revient 4 falre une soustraction
de signau, c'est-a-dire une soustraction de fonctions. Cala

n‘aurait pas été possible sans les travaux de Leonhard

i il
Euler, gui a introduit le concept de « fonction ». 1;1“:::_5 ::ls:

=% Chercheurs d'hler p. 59



Rappels

} Résoudre graphiquement
une inéquation

Résoudre l'inéquation fix] > gl c'est chercher
les nombres x dont Iimage par f est supérieure
3 limage par g. Hral v
Graphiqguement, cela —T f‘ﬁ
revient a trouver les 1

abscisses des points
de la courbe %r situss

& Questions-tests

au-dessus de la courbe | /fﬂr‘d-"' ||
i@ ' == R =

] H .
Sur cet exemiple, fix} est supérieur a glx) pour
x = -2 pt pourx =]0; 2[.

P> Sens de variation
¥ est une fonction definie sur un intervalle .

» Dire que f ast stricternent croissante sur |
signifie que pour tous nombres g et bdel :

si g = b, alors fa) < AB).
On dit que fconserve Fordre.
» Dire que fest strictement décroissante sur |
signifie que pour tous nombres o et bdel

si o = b, alors fa) = Ab).
On dit que finverse I'ordre.
» La fonction affine définiesur B parxr+ax + b
est stricternent croissante sur B sig > 0.
Elle est strictement décroissante sur B sia < 0.
La fonction carré définie sur B par x -~ »* est
stricternent croissante sur Fintervalle [0 4 s,
Elle est strictement décroissante sur |—es; 0]

La fonction inverse définie sur B* par x H-%

est stricterment décroissante sur J—es; 0[
et sur |0; 4+ el

P Sur une droite graduée : distance
a l'origine
Les points M et N, d'abscisses respectives x et -x,
sont a la méme distance de Forigine O. Cette
distance est égale a ¥ si x est positif, et 4 —x si x ast
neégatif.
- o I, st . -

M o1

+
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£} Résolvez graphiquement
les inéquations suivantes.

a) x =y |
h]x:"i | ;.-'j‘lzk'
X I|. e 1 i
dat-Lcg A S
X A e, — 1
b 1 [l

Les fonctions suivantes sont définies
sur lintervalle | = [-1; 5).
Précisez leur sens de variation sur .

alflel=3x42.
b glx) = 5.
c}h{xﬁ=—%+1
) kix)p =2
£) Comparez les nombres A et B,
a]A:ietB=i.
m 3
3 1 4
bjA=—ptB=— avecx > —.
4 x 3
cl A= ] etB= ! Lavec x = 0
x+2 x+3

\rai ou faw?
f est une fonction stricterment croissante sur [0; 4 oo
et fi5) =0.
al 5i 4 < x5, alors fx] = 174); 0L
b) fi2) % f3) = 0.

) Sur une droite graduée, de repere (0, [), M est
le point d'abscisse x.

Trouvez F'ensemble des nombres x tels que :

al OM = 5,

bj2<OM=<3.

—  olr las corrigés p. 353

m DES PARABOLES ET DES OPERATIONS

-

s 10!

b] Créez un curseur k. Réglages : —10 = k = 10; incrément 0,1; largeur 300 o)l 3 m

a] Avec GeoGebra, tracez la parabole représentative de |a fonction
Frxrex? 3 -4

) Tracez la parabole représentative de la fonction g :

gix) = fix) + k. e EEOT
2 o g dagn gl ']
d) Faites varier k. Observez les deux paraboles. e otsle-d e | T Y {
Que constatez-wous 7 - g antute \ "
&) k étant fixé (k différent de 0 et de 1), créez deux points | ) 00" AL 4
de méme abscisse : A sur une des paraboles et Bsur fawtre. | 0700 1 k4 J
Créez le segment [AB]. 1l af
Lﬂi{i:', g
| Tracez |a perpendiculzire & Fae des abscises passant par & afin de aéer |e paint B. | S ol e
i

f) Dans |a fenétre Algébre, repérez la longueur du segment [AB], nommée b. Déplacez A et surveillez
I'évolution de b. Que constatez-wous 7

g Faites varier k. Dans la fenétre algébre, chservez les variations de k et de b. Que constatez-vous ?
b est |2 valeur absalue de k.

si kest positif b= ...

e { si kest négatif, b=_.....

a) Effacez la fonction g et créez la fonction b en saisissant hix) = k=f{x).
La parabole représentative de la fonction b s'affiche.

b) Faites varier k, [k 2 0] et observez les deux paraboles. Que constatez-vous?
) Pourguoi les deux paraboles se coupent-elles toujours sur I'axe des abscisses 7
d) Pour guelle valeur de k les courbes sont-elles symétriques par rapport & 'axe des abscisses ?

e EE D™
il Warin
s T &
(L S ’
iy g o i
A5 gl <S80 b
R -
SRR TS T 4 = o [®y B &
a1
I -
|
%
/
| W
|
f
| £
na B
— 1
|
1
idi | |

|éme ouvert .. Est-il plus facile ?

Virgile affirme quil est en mesure de proposer deux fonctions fet g définies surun méme intervalle |,
toutes les deux strictement croissantes sur |, telles que la fonction b « produit de Fet g définie sur
par hix) = flx] = glx) est strictement décroissante sur |. Ju'en pensez-vous ?

Chapltra 2 « Vardztaons des fonctions assocl ées

49



COURS

COURS

mxeﬂunnnnﬂfpn&itii sPourtoutxE[0;1],x* =x=x.  sPourtoutx©S]1;4+ e[, Jrcx <t

= A [=] Demonstration

1.1 EtudE de la fonction racine carrée -+p & s 0 = x = 1. En multipliant chacun des membres par x (positif], on obtient :
Oxx=xxx==lxxdoncl=x=yx (1)

n Fonction racine carrée

Tout nombre positif x a une racine carmée notée |x : c'est le nombre positif dont le carré est x.

La croissance de la fonction racine carrée sur [ + e[ nous permet alors d'affirmer que :
La fonction 2 x = 'x est donc définie sur [0; 4 e=[.

W=Jd=)rdoncqued=x=.x (2
Ilmhl! £ = - |

La fonction £ x v x, définie sur [0; + [, est strictement croissante sur [0 +=f Finalement, on deduit de (1) et [2) que x* = x = yx.

# 1< x On multiplie chacun des membres par x :

x 1] ]
Ixx<xxx doncx<syt
fix) I}"'_'_'_-_-_-_._H_._-_H Puisque la fonction racine carrée est strictement croissante sur [0; +e=, X < x. Ainsi, 4 < x < k2
5 &, = Dén‘mnstratinn
Lngique Pour démontrar que f est strictement croissante sur lintervalle | = [0; 4=, il suffit de prouver
+p 54 gue si v et v sont deux nombres de | tels que 0 = v < v, alors flu) < fw). B F t. I h I
Autrement dit, si u - v < 0, abors Au) - fiv) < 0 ou encore Ju - 4w < 0. onction valeur absolue

v et v étant positifs :
—w={u) - (v = (e + e — ).
; S cie e, 2.1| Valeur absolue d’un nombre
Par hypothése, 0 = u < v, ainsi, v > 0 d'ol yv > 0 et comme Ju = 0, alors Ju + v = 0 =

DFapres la régle des signes :

b = G T -0 Four tout nombre x, la valeur absolue de x est &gale a x si x est positif, 4 (-x) si x st négatif.
—v={y — v,
: 3

pasitif Elle se note |x|. | = { x lorsque x =0
u - v &t /u — yv sont de méme signe. En condusion, si v - v < 0 alors o - v < 0 —# lorsque x = 0
epresantation graphique emargues. Pour tout nombre x
© Représentation graphiq r @ Remarques. Po bire
Un tableau de valeurs permet de tracer la courbe. B i I o x| = |-
| B Ak R He o )
- PR N i i s x| =0 équivauta x =0
4 —p 1 | I
1 a1 4 0 x . i
| o|=|1]2]3 i ! : 2.2| Etude de la fonction valeur absolue
b 3 ] e

La fonction f : x == |x|, d&finie sur K, est, par définition de la valeur absclue d'un nombre, une
1.2) Comparaison de x, \x et x? (pour x positif) fonction affine « par morceaux ». En effet :

» sur lintervalle |-e=; 0], fest &gale a |a fonction affine strickement décroissante x 1= —x;

Sur l'intervalle [0; + =], les trois fonctions :

| x [0 1 b w sur lintervalle [0; + ==, Fest &gale a la fonction strictement craissante ¥ == x.
Frxre i, grrre xethoyrsxt fix) ; L ;
ont le méme tableau de variation. glx) _._._______________._4- g feite | Miramine suant,
hix) | o —1 m La fonction f:x —» |x| définie sur [ est: g | —ou 0 .
—_— - » strictement décroissante sur lintervalle |-e=; 0] ;
RpNGUEmEnT, N constiie que: » strictement croissante sur [intervalle [0; 4=, fix) \\ 0 /
» les trois courbes ont en commun les points O(0; 0) et A(1; 1);
-puuerI{I:1L|E|murbe‘ﬂr&wtawdeswsde‘ﬁg,elle-mém : = . ) ) s
au-dessus de €, ; Iﬂ Heg:sa:;numlﬂ?phliu? D$5 un rEpElErE m'lli:l'lurllnrme; | a:l ¥ :ix;
R a représentation graphique de la fonction valeur absolue est % =# | | 7
;ﬂ;:u:d'z{;armurhe %y estiawedessus:ce %ﬂ" ellemime la réunion de deux demi-droites d'origine 0. Pour tout nombre ™ : kbl B M
i ) _ X, %] = ||, soit flx) = f-x). Ainsi, les points M(x; fix}] et i t f i
. dEI:IS un repére Drthup?nne, les courbes 4, et 4, sont W'(—x; fi—x)) sont symétriques par rapport a axe (Oy). 1 4 &
symetriques par rapport a "'E'g- En conséquence, les deux demi-droites sont symétriques par _: A ;_
Le théoréme qui suit permet de justifier ces constatations. rapport a I'axe des ordonnées. :| !
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B Sens de variation des fonctions associées

3.1) Variations de x — uix) + k

v est une fonction définie sur un intervalle | et k est un nombre fixg

@

v est la fonction définie sur | par wix) = uix) + k.
Les fonctions u et v varient dans le méme sens sur Fintervalle 1.

Démonstration. Supposons la fonction u strictement croissante sur |,
Pour tous nombres o et b de lintervalle |, sia < b, alors wia) < wib),

d'od wla) + k < wib) + k, soit encore viag) < vb). La fonction v est stricterment
croissante sur lintervalle 1.

On démontre de la méme maniére que si u est strictement décroissante
sur |, alors v I'est aussi.

o Remargue. Dans un repére, la représentation graphigue de v se déduit de celle de v par la
translation de vecteur w de coordonnéas (0; k).

3.2| Variations de i.u, (A 2 0)

#. est un nombre non nul. Ao est [a fonction définie sur lintervalle | par A @ x e b o).
Far exemple, si u{x) =x* + 3, la fonction 5u est définie sur B par Suix) = 5(x* + 3).

u est une fonction définie sur un intervalle | et A un nombre fixé non nul ;

Four Fédude de
oiTe-SxEmples :
ESFES &5

et 25 TP

© Exemple. La fonction u est définie sur B par ulx) = x® et = ——.
_ll u est la fonction définie sur B par x - ——; =,

w 51k est positif, u et Lu varient dans le méme sens surl;
» 51 /. est négatif, u et bu varient en sens contraires sur .

Démonstration. Prouvons le résultat dans le cas od v est strictement croissante sur | et < 0.
Prenons les nombres a et b dans lintervalle | tels que o < b. Puisque la fonction v est strickement
croissante, ulal < wib).

En multipliant les deux membres par & {négatif), on obtient Aula) = Luwlb), ce gui montre que la
fonction Au est strictement décroissante.

On démontre les autres cas de maniére analogue.

X — i Q e
el \ 0 /
i

pal L

- p GO ELE] * D Attention. Il nexiste pas de théoréme général donnant le sens de variation de la somme ou

du produit de deusx fonctions.

Chapitre 2 » Varations des fonctions assooées

3.3 Variation de Ju

m v est une fonction définie sur un intervalle I telle que pour tout nombre x de |, wix) est positif.
v est la fonction definie par wix] =/ ux).
Les fonctions u et v varient dans le méme sens sur Fintervalle |.

Demonstration. Prouvons le résultat dans le cas ol |a fonction w est strickement croissante sur
Fintervalle .

Prenons les nombres a et b dans lintervalle | tels que g < b. Puisque la fonction v est strickement
croissante, 0 = wla) < wib).

La fonction racine carrée est strictement croissante sur [0; 4=, donc J/wia) < /ulb), soit encore
wa) < bl

On conclut gue la fonction v est aussi strictement croissante sur lintervalle |

On démontre de maniére analogue le cas olb la fonction u est stricternent décroissante sur
limtervalle L.

© Example. Lafonction u est définie sur Fintervalle ]~w .a—llz] par u(x] = -2x + 1. Cette fonction est
strictement décroissante sur cet intervalle.

Pour tout nombre x de Fintervalle ]4- ;%]. wix] est positif.

La fonction w: x =+ +—2x + 1 est donc déhnie et strickement décroissante sur Fintervalle ]—w ,%]

3.4) Variations de -;IT

Théoreme u est une fonction définie sur un intervalle | telle que pour tout nombre x de |, wix) est non nul
et de signe constant. :

v est la fonction définie sur Fintervalle | par vix) = Ty

Les fonctions u et v varient en sens contraire sur lintervalle I

Démonstration. Prenons les nombres o et b dans lintervalle | :
1 1 wib) - wla)
-wib - = :
el -viE) =T ~ R ™ "t )
Pour tout nombre x de |, u(x} est non nul et de signe constant, le produit wia)-wb) est donc
stricterment positif. Il en résulte que via) - vib) et vib) - wla) sont de méme signe sur | et done que
wiag) - wib) et wiag) - wib) sont de signes contraires.

En conclusion, les fonctions v et v varient en sens contraire sur .

] Example. Sur lintervalle 12; + [, la fonction v définie par wix] = 2x — 4 est stricternent
Croissante,

Paur tout nombre ¢ de lintervalle 12; + e, w{x) est strictement | |¥ |

positif. La fonction v x e est donc déhnie et stricterment | ! | S R
décroissante sur 12 +f. 3 | | [ | frs2xr-4

X 2 o

- \-._\‘ g = T =
'S +
1ol 1/
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Application I‘:&"ﬁ““|

m Etudier une fonction du type \u

m Etudier une fonction du type %

urest une fonction définie sur un intervalle | tel que pour towt nombre x de |, w(x) est non nul et de -

. 1
signe constant. Les fonctions u et ?varlenten sens comntraire sur |

54

u est ume fonction définie swr un intenvalle | telle gue pour tout nombre x de |, wix] est positif.
Les fonctions u et .o varient dans le méme sens sur .

Etudier une fonction du type ,/'u sur un intervalle

On étudie la fonction f définie par fix) = 2x— 5.

5
1. Vérihez que la fonction f est définie sur Iintervalle | = [?; +==-[.
2. Frudiez les variations de la fonction Fsur Intervalle L

i
3. Déduisez-en un encadrement de flx} lorsque x appartient a l'intervalle 1 = [? T]

D Mithode D Solution
1. La racine carrée d'um nombre n'a de sens =% 1. Lla fonction f est définie powr toute valeur

que si ce nombre est positif ou nul. da x telle que Zx - & == 0, clast-a-dire x = i
La fonction £ est définie sur Fintervallze 1.

2. Les fonctions u et U varient =3 2, |Lafonction u:x—= 2x - 5 est affine.
dans le méme sens. On ftudie d abord Le terme en x a pour coefficient 2 {positif].
ke variations de la fonction [affine] donic v est croissante sur Fintervalle 1,
définie sur I'intervalle [ par wix) = 2x - 5, Surl, les fonctions v et 4 varient

dans le méme sens, donc la fonction §

a5t crolssante sur |,

8 Etudier une fonction du type % sur un intervalle

1

On &tudie la fonction F définie par fx) =

x-4-

1. Justifiez que la fonction Fest définie sur Fintervalle | = 14; +-=[.
2. Ftudiez les variations de la fonction fsur Fintervalle 1.
3. Deduisez-en un encadrement de fx) lorsque x appartient & 1= [5; 7]

3 Méthode

Q3 Sohotion

1. Tout nombee non nul & un imeerse. =p 1. Fest définie pour toute valeur de x telle

Sewl zéro nfa pas dimeerse.

1
2. Les fonctions u et =+ Varient en sens
contraire (théoréme 7. On éudie d'abord

le= variations de la fonction [afine)
diéfinie sur | par wfxi=x—4.

que -4 20, cest-a-dire x = 4.
fest danc bien définie sur | = 4: +=[.

=p 2. Lafonctionu:x—- x5 —4 est affine.

Le terme en x a pour coefficient 1 {positif)
donc w est croissante sur Fintervalle |,

1
Sur Fintervalle |, ret = varient en sens

comtraire, donc Fest décroissante sur .

# On conclut et on vérifie = D'l letableau de variation =

& On conclut et on vérifie =4 [D'ol le ableau de variation = 3 Faide de la calculatrice graphique. X 4 5 Fa +m
a Faide de la calculatrice graphigue. 5 21 A e i
X i 7 o +== T
Fl ]
fx) 44— 3.0n utilise be sens de variation =—yp 3.4 < 5, donc intervalle J est contenu dans
1] ——3 de la fonction £ sur J. Fintervalla |,

3.7 % donc l'intervalke | est contenu

dans lintervalle I
# Une fonction croissante conserve Fordre. =% u Lafonction fest donc croissante sur J.

3. On utilise le sens de variation
de la fonction fsur Fintervalle .

!

La fonction fest donc décroissante sur J.

» Une fonction décroissante inverse 'ordre. =3 Puisque b = x = 7, alors /7] = fx) = {5)

i
etdnncTH; x= 1.

L e 21
Pulsque 7 = x =—- alors, fl7) = flx} = !LTJ
et donc 3 = fix] == 4.
O Mize en pratigue
D Mise en ne
Pour bes exercices [l 3 L)) m fix) = 2 I =]-1: dea.

Dans chacun des Exercicesn ﬁﬂ B ﬂx}:nlﬂ + 1, 1=[0: +==[.
a) Vérifiez que la fonction f est définie sur

o i KD fo=ix1=1=:0

b Etudiez les variations de fsurl.

cj Utilisez votre caloulatrice pour représenter £
et wvérifier vos résultats.

ey
ED o1+ =Tl

B} L= fonction f est définie pour tout nombre

Ix+3 :
x = =3 par flg) = — Utilisez le tableau d=

a) Vérifiez que la fonction f est défimie sur
Fintervalle 1.
k) Etudiez les variations de fsur .
ch Utilisez votre calculatrice pour représenter £
et vérifier vos résultats.

1
B = 1=13; 4=l

3-x

¥+1'
=
Bl fd=—m—l= |54,

E] La fonction fest définie pour tout nombre
x»3par:

i
i e oy

1 o B Utilisez be tableau de variation de cette foncti
[ 1] el =y5 + 1. 1=[-31 4=l variation de cette fonction pour donner un 8 | = 1=F=:ll e =atl ge van ® 1 o
Ix+3 1 pour donner un encadrement de lorsgue
B3 fxi= =53 1=]-=;3] CCaNement 08— - omauexe 18] ED = =10 ¥ £ [4; 191 -3

Chapitre 2 « Varztions des fonctions assocées
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m Etudierlesvariations d'une fonction surune réunion d'intervalles

» U 25t une fonction, & un nombre. v est |a fonction définie par wix) = ulx) + &

Les fonctions w et wont le méme sens de variation.

# k&5t un nombre non nul,
® 51 A > O, les fonctions v et u varient dans le méme sens. m Vral ou faux
® 5i k< 0, les fonctions o et Au varient en sens contraire : ces résultats s'appliguent sur tout
intervalle | sur leguel les fonctions utilisées sont définies.

Compléter les expressions suivantes. Les affirmations sont-elles wraies ou fausses?

1. La fonction £ x -» X st Justihez yotre iéponse.
: gl F:x = x¥et g x> x alors, pour tout x E R,
a) définie sur l'intervalle | = ) = glxl.
Etudier une fonction de la forme 7.0+ k b) strictement ] T
On étudie la fonction f définie par flx) = _% A 2. La fonction g x = |x| est: nl:]ni.afmlc_tlan défimie sur 'intervalle | = [0} +=={ par
1. Justifiez que la fonction fest définie sur | U J avec] = 1-e=; O et J = 10; £ ==, &) strictemnent .. ... sur J-e=; 0 2’;};‘2‘” f‘ 5"'3:“‘;‘{“““&”“'5“‘;3“‘5 b
: : nombres x non nuls.
2. Etudiez les variations de la fonction fsur Fintervalle |, puis sur Fintervalle 1 b stricbement ... sur [ +==] e
3.5 0 = x = 1, alors x, X et ¥ sont rangés dans Six<yalors— :"?' 3
O Méthode 0 Sohution . &) La fonction rl—a-l—? est stricternent croissante
1. On repére les valeurs de ¥ pour lesquelles  ®=# 1. La division par zéro est impossible : fest 4. a est un nombre non nul. La fonction £ définie wuriimervalie I O _
flx) West pas calculable. Seule la division définie pour toute valeur de x non nulle. 1 ) f] La fonction x +» (x| est définie pour tout
par x peut poser probléme. fast définie sur 1 LI 1L ppar fix) = SRS S Fintervalle ]0; +={ normbre x.
2. On anabyse la suite dopérations =3 2, Sur I'Intervalle |, comme sur intervalle J, L=t Xy 3 xatteint s minkmum en 0,
a effectuer pour le caloul de fix). On peut f se décompose de la maniére suivante @
ainsi remarquer que f est de la forme w + & 1 1 2

1 f:rl—a?l—a—ix—rl—h—?+3-
E"l'ElEI'.I'{ﬂ:T. L=-2etk=13.

Four chague affirmation, une seule réponse est exacte. ldentifiez-la en justifiant votre réponse.

1
& On étudie les variations de |a fonction £, =% g lafonction w:x-=— ect décroissante sur .
X 1. La fonction définie, pour tout nombre x > 0, par | 3, La fonction définie, pour tout nombre x == -1, par

séparément, sur chacun des intervalles | et J. Les foections o et 21 varient e Sens o [ S fL STy

contraire, donc sur l'intervalle |, T X 3 @ * i

B e S s 2 s -] constante '} crofssante ¢ décroissante ol constante b croissante | décroizsante

Eifivt ciimna Xt ——IUILH] PR 2. g est un nombre non nul, La f1|::ncriun définie sur | @. Dans un méme repére, les représentations des
: : lintervalle | = 10; + =, par fix] =—— st - fonctions fix) = [ et gix) =—|:

varient dans le méme sens : “axt

la fonction fest croissanta sur L 1 2 crodssante surlsig = 0: &) nont aucun point commun ;

Sur Fintervalle J, la fonction v x i b} décroissante surl si g > 0; b forment dews droites sécantes;

est encore décroissante. | ¢ ni croissante ni décroissante. ¢} somt confondues.

O arrive donc a la méme conclwsion
la fonction fest croissante sur 1.

» On conclut par un tableau de variation = @ Dol letableau de variation :

et on wérifie 3 l'aide de la @lculatrice

QCM Aumoins une réponse exacts

x| - i 4o
graphique. 9 / “ /r Four chaque affirmation, plusieurs réponses peuvent étre exactes. ldentifiez-bes &n justifiant wotre réponse.
1. La fonction £ définie par: 3. La fonction f est stricternent | 5. Pour tout nombrex = 1:
fix) = x* + 1 est strictement crois- déaulﬁa%t_e sur [2} 5], avec:
. |
© Mise en t sante sur lintervalle : a) fix) =y— b fx) =262 — 10
Bl [0; 4=l Bll-1;4e] < [1;3] :r1
Dans chacun des exercices[LE] 2 1] 3 = 2 D= e DL e, 2. La fonction f est strictement | < Xl =——
a) Justifiez gue |a fonction Fest définie sur D, -H- crolsgats sr s 4 ] s
b) Etudiez les variations de f sur chacun des i i 1 : & Pu:rl D "H:"h': ¥ ApparE-
intervalles qui composent D. B0 fd=——+4:D=Tm; MU el alfig=2x+3 blifig=—_+1 | nantalinenale2;5): il
c) Donnez le tableau de variation de £ ) fix) = | -1 a]—x{ﬂj bl x<x® clx<qx
1 1
BE) M= -5:D=l-=; 00U 0; 4=l D o= iD= U el

=% ‘Wolr kes corrigés p. 266
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ACTIVITES DE RECHERCHE

Apprendre a chercher

'“, Modéliser une situation
Cians un repére orthonormeE (O A, B], M est un point
ivariable) d'abscisse x sur Faxe des abscisses.

Objectif Etudier les variations de la longueur BM
lorsgque M décrit Faxe (O A).

1. Intuitivernent, on remarque, par exemple, que
lorsque M s€éloigne de O, la distance BM augmente.
Cette distance BM dépend du nombre x,

Cians un tableau, indiguez les variations de la fonction
x = BM (croissance, déoroissance, maximum, mini-
mum).

2. Pour démontrer cette conjecture, on exprime BM zen
fonction = de I'abscisse x du point M.

Justifiez que BM =% + 1.

3. Unhjectif est donc maintenant d'étudier les varations
de la fonction 1 x-s 0 + 1.

Expliquez pourqucd fix) existe queal que soit le nombre x.

La fonction Fast dutype-u. Lesvariations de fdépendent
de celles de la fonction .

al Etablissez le tableau de wvariation de la fonction
définie sur 1 par !

wrxeer + 1.
b) Déduisez-en les variations de £

] Wos conjecturas sont-elles ainsi prouvéas?

Le repere &tzmt orthonommE, k2 minimum de la fonction Festla distance
du point B & 'axe des absdsses,

Les outls du chapitre % vous permettront de c@hulen, daes un repées
orthonome, |a distance d'un point B & wne droife queloongue d e
déterminant les coordonnéss du profetd erthogoral du paint B sur la
dratte d (woir Fexendie %5, page 236}

Chapltre 2 » Vardetians des fonctions assoodées

| Utiliser une transformation d'écriture

Objectif Etudier bes variations sur lintervallel = [0: 5]
Ix-2
de la fanction définie par fix) =———, puls préciser

la position de sa courbe représentative , par rapport
a la droite A dégquation y= 3.

1. Sous cette forme, Pexpression de F ne nows permet
pas, en utilisant les fonctions de référence, de préciser
les variations de .

Transformons Féoriture de fx) pour essayer de résoudre
le probléme. Une méthode consiste a faire apparaitre
Fesgpression [x + 1) au nurmérateur.

g} Trouvez les nombres o et b tels gue, pour tout
nombre x de l'intervalle [0; 5],
Ix—2=alx+1]1+b.

k] Déduisez-en I'esxpression de Ax) sous la forme:

b
el b
2. Pour calculer l'image de x par £ sous cette forme, on
commence nécessairement par calouler x + 1.

Complétez & programme de caloul donnant une
décompaosition de |a fonction £

iyt b——

x+1
3. La fonction & +== x + 1 est strickement croissants sur l.
On peut, avec ke programme de caloul précédent,
terminer, de proche en proche, Btude du sems de
variation de la fonction £

Faites un tableau puis conduez.

_[_Emm oy
Les chapitres 3 et 4 vous apporteront de nouvesu outils pour étudier les |
variations d'eme fonction homographique. [
Retenez cependant que la transformation dune expression p-eut!

| permetire de résowdee des problémes. |

4. Pour savoir si la courbe %, est au-dessus ou au-
dessous de |a droite A, il faut comparer fx) et 3 suivant
les valeurs de x.
MNotons d la fonction « différence s définie sur | par !

i) =f{x) - 3.

a} Choisissez la forme la plus adaptée de fix) et calkulez
).
b) Erudiez le signe de dix) et concluez.

Narration de recherche 1 =g

=3 L'objectif n‘est pas seulement de résoudre le probléme posé @ wous
devez aussi noter bes différentes [dées méme lorsgu'elles mont pas
permis de trouver la réponse. Expliguez pourguol vous avez changé
de méthode et ce gui vous a fait avancer, etc.

| Vous pouvez définir la
fonction £ représentée cl-des-
sous en décompesant [ en
guatre intervalles et en expri-
mant fix] sur chacun de ces
intervalles, mais essayer de
trouver une expression wniquwe wvalable pour tout
nombre .

| Les points A, B et C sont alignés et sont tals que :
AB=2cm et BC=1cm.

A B iC

OO placer ke point M sur la droite (AB} pour que
MA +ME-MC=4cm?

E“ ﬂll!iil ’ -
s ont cherché avant Chercheurs d’hier
de trouver :
=+ VWold gquelques mathématiciens iImportants
gui ont travaillé dans le domaine de FAnalyse.
Archiméde al-Khmwarizmi Gottfried Leibuiz Benait Mandelbmt
= hap. 5 = Chap.1 =»i(hap 3 = (hap. &
l l 1604 l‘. 1800 1900 l
ANTIQUITE MOYEM AGE EPOOUE MODERME EFOQUE CONTEMPORAINE
[saac Newtan T T
= Chap. 4
Leonhard Euler 1 METHOD
)

Index.ph p3 tactlon=affichefaguol=culer

Parallélement a des études de philosophie et de droit, || magialn 1

il sintéresse aux mathematigues, domaine dans kequel [ i

ses5 talents lui valent détre remarqué par Jean Bernoulli, [

Sa notoriété et I'side de la famille Bermowlli lui permettent | g PR
d'obtenir un poste de professeur de mathématiques I

a l'université de Saint-Pétersbourg, ol il terminera sa carriére
aprés un passage en Prusse a finvitation de Frédéric le Grand.

Son euvre concerne tous les domaines des mathéematiqgues. ol
Ses contermnporains le considéraient comme le plus

s grand mathématicien de tous les temps.
SurleWeh hittp:ereew bl bmath.net/hlos!

allne méthade
pour trounser les lignes
courbes |oulssant de propriétés
die maximurm ou de minimurm =

Chapitra 2 « Vardatons des fonctions assoolées
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ACTIVITES DE RECHERCHE

&0

~* Pour analyser les variations de fonctions

.| Etude des variations da la somme de deux fonctions monotones

Diire que f est monotone sur Fintervalle | signifie que fyarie toujours dans le méme sens sur | : elle est
toujours croissante (ou toujours décroissante, ou toujours constantes).

1. Tracer les courbes

Faites afficher bes représentations graphiques des fonctions fet g

définies par : 1

fisl=x et glx =
Crans un premier temps, on ne sintéresse quaux valeurs positives
de x.

2. Conjecturer
a} Les fonctions f et g sont-elkes monotones sur lintervalle 10; +=a?
k] Faites afficher maintenant la fonction & définie sur intervalle

10; +=a] par hixl =x +%. Cest-d-dire hix] = fix] + gix)

La fonction h est appelée somme de fet de g.

Elie peut étre notée £+ 4.

La fonction h semble-t-elle monotone sur 10 +==[7

¢} Observez les yariations de ces mémes fonctions sur lintervalle
o= 0L et rassemblez vos résultats dans un tableaw.

o] Aprés avoir effacé les courbes précédentes, faites afficher les

représentations graphiques des fonctions £, g et £+ g, défimies sur |
Iirtervalle [0; 4= par: fx) =x=, gixl =-xet f+glxl=x-x

» Etudiez les variations de ces trois fomctions sur Fintervalle
[0 + =[ et rassembilez vos résultats dans un tableaw. |
» Faites de méme sur lintervalle J—==: {].

el Quelles conjectures pensez-vous pouvoir émettre aprés ces
Studes?

2. Démontrer

al fet g sont deux fonctions définies et croissantes sur un intervalle |.

a et b sont deux nombres de | tels gue a < b

Traduisez la croissance de f et de g. Que pouvez-vous en déduire pour la fonction £+ g7 Enoncez la
proprigts Stablie.

2] Que se passe-t-l si l'on remplace Fhypothése «f et g crodssantes = par £ fet g décroissantess?

» Enoncez la propriété &tablie.

| Expliguez pourgquaoi vous pouvez affirmer que Fénoncé suivant est faux !
«La sormme de deux fonctions monotones sur un intervalle | est une fonction monotone sur =

4. Application

a) Etudiez les variations :
= de |a fonction fdéfinie sur intervalle [0 + o=] par fix) = 2+ 1 4

» de la fonction g définie sur lintervalie 11 ; +==[ par glx) = - X

%=1
) VErifiez vos résultats en représentant & la calculatrice les fonctions et g.

Chapltre 2 » Vardetians des fonctions assoodées

)

'k

Utiliser sa calculatrice I -

=+ Pour analyser les variations de fonctions

. Etude des variations du produit de deux fonctions monotones

5i fet g sont dews fonctions définies sur un intervalle |, la fonction x — Az = glx) définie sur | est appelée
produit de fet de g.
On la note £ q.

1. Tracer les courbes
Faites afficher les représentations graphiques des fonctions f et g définies par:
1
ofixl =2 el =—i (F x g)(x] = fix) = glx) = x.

Cramis wn premier temps, on ne s'intéresse qu'aux valeurs positives de x.

2. Conjecturer
a} Les fonctions f, g et £ = g sont-efles monotones sur Fintervalle 10; +=[?

b Btudiez les variations de ces mémes fonctions sur Fintervalle J—==: O, et rassemblez vos résultats
dans un tableaw.
c| Aprés avoir effacé les courbes précédentes, faites afficher les représentations graphigues des
fonctions £ g et Fx g, définles sur intervalle [0; +=<[ par:

sfixl=x";  egixli=-x  elfxglix) =fix) x glx) = -x°

» Observez les variations de ces trois fenctions sur Fintervalle [0 + el
» Razzemblez vos résultats dans un tableaw.
» Faites de méme sur lintervalle J—=: 0].

i} Les études précédentes vous permettent-elles de conjecturer:
« le sens de variation du produit d'une fonction croissante et d'une fonction décroissante ?
e sens de variation du produit de deus fonctions déoroissantes ?

2. Démontre

fet g sont deux fonctions définies et croissantes sur un intervalle |
a et b sont deux nombres de | tels que a < b,

&) Traduisez la croissance de fet de g surl.

2] Prouvez qgue la propriété suivante est fausse :
«m, i, p et g sont des nombres. Sim = netp=galosm=zp=nmx gz

¢ Pouvez-wous énoncer une régle générale donnant le sens de variation du produit de dewx fonctions
croissantas sur un intervalle?

o} Avez-vous maintenant une idée de rdponse au probléme ouvert de la page 497

Chapitra 2 « Vardatons des fonctions assoolées
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Puurlese:erci:esm ﬁm

Donnez le sens de variation de la fonction F sur
Fintervalle I.

F5) fixesx® 4 1:0=00; 4oL

F7) fooms Sa 0= 1 4ol

Eﬂ Frxvea e 41 1=

Eﬂ f:xl—a-%:I:]—m:i[.
-x

Pour les exercices [£1] a 5]

Comparez A et B,

E A=yIx4+3etB=42y+ 3 avecDox< )

1 1
Eﬂ A= N etB= Wil yavec <y y
1

Ea A= 1:_5 et B= IF_E,ME{;E{;.

E Encadrer |x| pourx & [-2;0].

Eﬂ Encadrer || pourx & [-2; 3],

f est la fonction définie sur Iintervalle [% +n:{
par:

fixl=+2x—1.
Dionmez un encadrement de fAx) pourx = [5; 411

D'UNE COURBE A 'AUTRE :
RECONNAITRE

Dans les Eterdcesm ﬁm

Associez & chaque fonction sa représentation.

E f:xl—:rl+x—1.—t'.1fetlf-
T
M .

|
1]

Chapitre 2 - Yardztions des fonctions assodées

m Cherchez Fintrus
f. g et b sont trois fonctions.
o Pt
sgixee 42
oo (x4 20

Quelle courbe ne correspond 3 aucune de ces trois
fonctions?

m La figure ci-dessous est un extrait de la représen-
tation graphigue des fonctions suivantes :

1 1 1
l-.l'l—i—r l-.:ltl—i?; Il-.:l'l—i*;_I

aet b sont dews nombrestels que 1 =g < b,
Associez a chaque courbe sa fonction.

—_—

.
F -
a tr

7] La parabole % est la représentation de la fonction
carré dans un repére orthonorméé (O 1, 1),

LRV EEYITE

Précisez, parmi les fonctions suivantes, celle qui est
représentée par la courbe %, image de O par la trans-
lation de vecteur —0J, et celle qui est représaentde par la
courb=s | image de 9 par la translation de vecteur ol
o fix)=lx+ 13 sgixl=4+1;
l-h{iﬂ:[.ﬁf—”l: ||’|![.I!':|=.:|‘i—1.

D'UNE COURBE A LAUTRE :
CONSTRUIRE
| gy On appelle fla fonction représentde ci-dessous,
dans un repére orthonormeé, par le demi-cercle de

centre &2 0.

¥

] [
Construiser les courbes représentatives des forctions
iﬁﬂ:—.ﬂ:ﬂ = flx) = 20x) w N = A 4+ 2

m Tracez, dans un repére orthonormé, la courbe
représentative O de la fonction définie sur i par fx) ==,
Déduizez-en les représentations graphigues des fonc-
tions suivantes :
gixext-2;

ehixee-2e¥s akixes|x2-2]

m Tracez, dans un repére orthonormé, la courbe
représentative ¥ de la fonction définie sur 10 + ==[ par:

1
fix) T
Déduisez-en les représentations graphiques des fonc-
tions suivantes &
1 1 1
-g:x-—a?+2: -h:xl—a—x; wiy e |?+2|.

m Tracez, dans un repére orthonormé, la courbe
représentative € de la fonction définie sur [0} + e[ par
flx] = yx Déduisez-en les représentations graphigues
des fonctions suivantes :

—_—

-g':xl—i-q'x_'—h -h:xl—a%-

{'7] Le tableau de variation suivant est celui d'une
fonction fdéfinie sur lintervalle | = [-1; 4],

X —1 o 2 4
flx) 3.\"‘-1. ﬂf""'"’z“-"""-u'l

1. Dressez |e tableau de variation des fonctions définies
sur l'intervalle | par:

sgbd=14+2; ehpd=—f; =kix) =T
2. a] Tracez une courbe susceptible de représentar Fsur
Fintervalle L

b] Crams e méme repére, tracez des courbes susceptibles
de représenter g, h et k.

E] Le tableau de variation suivant est celui d'une
fonction fdéfinie sur lintervalle | = [-5; 3],

x |5 -3 -l H] 1 2 3

a3
"‘1‘_1;

1
f | 0=""T=g 1

1. Dressez le tableau de variation des fonctions définies
sur | par:

s gixl=1xj-1; s Hfx) =-2 Ax).
2. a) Tracez une courbe susceptible de représenter £ sur
lintervalle |

h] Dansle méme repére, tracez des courbes susceptibles
de représenter g et h.

3. a) Prédisez sur quel ensemhble E le calcul de 4fx] est
possible.

b} Dressez alors |e tableau de variation de la fonction
définie sur E par kix) =/ fx.

gl Dans le mérme repére, racez une courbe susceptible
de représenter la fonction k.

7] £ est la fonction définie sur Fintervalle [-3; 31
représentée ci-dessows.

g

e

1. Dweszay |e tableaw de variation de £

2.0n note g la fonction définie sur [-3; 3] par glx) = |fx)[.
&) Représentez la fonction g.

b] Déterminez graphiquemenit le nombre de solutions
de ['‘&quation gz} =1.

3. m est un nombre guelcomgue. Discutez, selon les
valewrs de m, le nombre de solutions de Féguation

g{x]:m.

Chapitre 2 « Varations des fonctions assoclées
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DECOMPOSITION ET SENS
DE VARIATION

Puurlesmuimim g m

Décomposez la fonction £ a I'aide de fonctions
usuelles et déduisez-en le sens de variation de Fsur
chacun des intervalles donnés.

WHilisez votre calculatrice pour représemnter £ et wéri-
Tier vos résultats.

ET) fib=x+ 31 =100 00; 1 =10 +oel.
(51 fix) = + 331 = ]-e 01 1 = [0; +-oo]
1
£ = il=F o) = [0 4l
i) =X =4; 1=[4; +oa],
1
2] ==l = Ml
ED ma=2p-1;1=
L) i=5-xl=]w=; 50
-2
E2d fird=—zil=T-e 001 = 10; 4L

E] Hx}:%sur .

b
1. Trouwvez les nombres a et b tels gue fx) =a+—.

2. Etudiez le sens de variation de fsur H.

| Volr Feeecice résols B . 55 et Fesercicn 22 p. 58, |

LF ]
E_j Avec la calculatrice | 3E

1. Wiilisez votre calculatrice graphique pour représenter
|la fenction f définie sur ¥ par flx) = &%

2. Quelle courbe pensez-vous reconnaitre ¥ Quelle £ga-
litd pouvez-wous conjectures 7

2. Démantrez gue cetta Agalité est wraie pour tout
nombre x.

m Des chemins différents? L“qﬂnmlu_‘_

Comparez les programmes de calcul suivants.

sP x .. S .. > .. 3 ...
1 rufsplien wdtabrioe 1 v 4
pard B Facl e G
L e e . iy
BT ubapler G T peeredn b ek
o
sPoox——> . 4 7
A wutrane prom v ba kel n'uhP:'
P'Ir
w Py » 3 3 rd
+ T e T pendal 77 mubipled
et i riscing carrde par

Chapltra 2 - Varathans des fonctions associées

R
1] Avecla calculatrice |

b

1. Etudiez le signe du trindme.
x%=2x -3 suivant les valeurs de x.

2. Déduizez-en lensemble O des valeurs de x pour
lesquelles la fonction F: x = %% - 2x - 5 est définie.

3. Etudiez les variations de f sur chacun des intervalles
gui composent I'ensemble O

4. Etabliszez |e tableau de variation de f et wérifiez &
l'aide de wotre calculatrice graphigque.

m 1. Vérifiez que la fonction F:
fE_ AL n

K=o jx® - Qx4 2 ast définie pour tout nombre x.
2. Erudiez les variations de la fonction f.
3. Déduisez de ce qui précéde un encadrement de fx)
pour x = [0 5],
LOGIQUE
Démonstration par 'absurde 0
Démontrer quelafonction o-» xest strictement crois-
sante sur Fintervalle [0+ =] revient & démontrer que!
si @ et b sont deux nombres tels gue 0 == o < b, alors
\'E{ '..IE-
Raizonner par Fabsurde consiste a ajouter une
nouvelle hiypothéss, [a négation de la conclusion, et
2 en déduire guon arrive alors a une absurdite.
a) Exprimez la négation de la conclusion {2 < b.
b Utilizez alors une propriété de la fonction carré
sur [0; +=a] pour montrer quion arrive, avec cette
nouvelle hypothése, & wne absurdité et concluez

{71 Une question de signe H_uilw
Lalgorithme subvant, &crit avec AlgoBox, traduit un

programme de caloul définissant une fonction £,

Ll VARIAHLES
—x EST_ DU _T¥PE NOMERE
y EST_ DU TYPE MOMBRE
¥ DEBUT_ALGORITHME
- LgE =
W Sl k120 ALORS
— DEBLT_S1
=y PREND:_L& WELEUR 21341
L FIN =
W Sl iw==li20 ALORS
— DEBLIT_Si
y PREND_ L& WBLEUR 24x-1
— EFFCHER “f1i)="
- BFFHCHER
— FIN_5I
FIN_ALGORITHME

Reconnaissez-waous la fonction Fainsi définie ? Utilisex
une fenction déja programmée dans |e logiciel pour
simgplifier Pécriture de cet algorithme.

ALGORFTHMIOUE

Ecrivez um programmie définissant la fonction qui au
nombee x associe v + 1 i x est négatif et [1 - x| si
¥ B5t positif.

Eri générad, la fonction recne carnée se mofe sgrt|de square raast, &n
amghais} et b fonction valear absolus, abs.

(65] Par morceaux

l-_’-l A et B sont dews points distincts appartenant 2 la
courbs représentant la fonction définie sur l'intenvalle

[0; 4 o[ par fx) = yx.

\

\

1
\

nlllllll\\}

1. Montrer gue k= milieu | du segment [AB] est situé
«en dessous: du point J de fa courbe ayant la méme
abscisse, clest-a-dire que ;< y,

EA_HE Sigw= b, alors big—-B ] 0.

2. Exprimez [en terme de movennes) la propriété ainsi
dérmontrés.

[_'Ei Avec |a calculatrice
On affiche sur I'&cran de la calculatrice la partie cbtenue

power 0 == x == § de chacune des courbes des fanctions !
X, xrerx+1, xeegxi+ll

1. Repérez chacune des fonctions.

2. Une des courbes semble « boguée» entre kes deux
autres, Far quel encadrement pouvez-vous traduire ce
phénoméns?

3. Cet encadrerment est-il v&rifié pour tout nombre x
positif?

m Danes un repéra orthonomeé (O 1, 1), les points A B
et i sont les points de Faxe [0 1) d'abscisses respectives
-1, —2etxix=0L

Le demi-cercle de diamétre BN (dans le demiqplan
déguation y > 0] coupe a3 droite d¥quation x = -1 au
point B

B | M
-2 | -1 |0 1 x

Lobjectif est de déterminer un encadrement de |a
longueuwr du segment [AP] lorsque x = [0; 3].
1. Utilisez les triangles PAE, PAM et PEM powr démontrer
que:

AP =yx+1.
2. Uilisez les variations de la fonction f défimie sur [0; 3]
par flx} =% 4+ 1 pour résoudre le probléme posé.

IJ Line personne est chargée de la surveillance d'un
domaine ayant la forme dun camré d'un kilométre de
o,

Le croquis ci-dessouws représente ke domaine ABCD, st le

point M indigue la position du gardien lorsquil en fait
I touwr.

D C

A —— M B
Le gardien part du point A et tourne dans le sens indi-
qué par ka fléche.
Four chaque position de M, on note x la distance par-
courue depuis le départ de A.
A chague instant, on note d ka distance (en km) qui
sapare M, & wol d'oiseau, du sommet D

Chapltra 2 « Vardztaons des fonctions assocl ées
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1. Conjecturez les variations de d en fonction de x et
notez-les dans le tableau suivant :

Sommet | A B C O A
X o 1 2 3 4
d e e o 1

2. Pour chaque cfté du carré, donnez Pexpression de d
en fonction de x.
Exemple ! pour3 <= xec 4, dlx)=3-x

3. Verifiez l'exactitude de wos conjectures en &tudiant
les variations de d.

'] Conjecturer puis démontrer
(ARdel VioirFexerdee 22p 55 |
f est la fonction déhnie sur lintervalle -2 + =< par !

2x-1
M T

1. Ezpérimenter avec GeoGebra ou la caloulatrice
a) Construisez la courbe de la fonction £

b] Conjecturez la valeur dun nombre & tel que pour
tout nombre x de Fintervalle |2 + e[, fix] < A

c| Conjecturez les variations de la fanction £

2. Démontrer
a) Wérifiez que pour tout nombre de l'intervalle ]-2 ; +==[,

5
{5 bt =+
b] Deduisez-en que pour tout nombre x appartenant &
Fintervalle 1-2 ; 4=, fix) = 2.
¢} Exploitez les résultats des guestions précédentes
pour déterminer le sens de variation de la fonction £ sur
Fintervalle -2 1 4+ =[.

Chapitre 2 « Varztions des fonctions assocées

RO\

Fil Prérequis
Une fonction u est définie sur un imtervalle | et pour tout
rombre x de |, wix) > 0.

. 1 .
Les fonctions et s warient en sens contraire

1. Démonstration

& est un nombre stricterment positif, £ st une fonction
stricterment crodssante sur un intervalle |, et pour tout
noimbire ¥ de |, fix] = 0,
Prouvez que la fonction x =
décroissante sur l'intervalle 1.

2. Application
Une fonction f définie sur Fintervalle | = [1; +==[ ast

stricternent crofssamte surl et f1) =0,
Démontrez que, pour tout mombre x appartenant &

1 B
m est stnctement

Fintervalle |, la fonction g @ x - est définie sur |

1
fixi+1
et que pour tout nombre x de |, gix] == 1.

|| _lesinit =
EI Précisez |e sens de variation de la fonction £

définie sur lintervalle 10; +==[ par :
=
ﬁﬂ=‘|'5"'_?

El Le plan est rapporté & un repére arthonormé
d'origine O

La courbe “% est la représentation graphigue de la
fonction racine carrée.

¥

0 1 ' x
& estun point de la courbe 6.
La perpendiculaire a l'axe des abscisses passant par

le miliew M du segrment [0A&] coupe € en un point N
et Faxe des abscisses en un point P

PM
Prouwvez que ke rappmﬁ et constant quella gue
soit [a position du point A sur la courbe 5.

Approfondissement

Y Produit de fonctions monotones et positives

1. Démontrer

fet g sont dewr: fonctions positives sur un intervalle |, ce

qui signifie que pour tout nombre x appartenant 2 I, M

et glx) sont positifs.

On suppose de plus gue les fonctions et g sont crois-

santes sur l'intervalle |.

On note pla fonction « produit de fet g = défnie surl par:
pl =fix] = gix).

Frouvez que |a fonction p est croissante sur Fintervalle L

2. Conjecturer

Que pouver-vous conjectursr sur le produit de deux

fonctions positives et décroissantes sur un intervalle |7

Démontrez-le.

Exercice 28, poge 61.

3. Applications
Trouvez le sens de varation de chacune des fonctions

suivantes sur Fintervalle | donné.
alfi=mx+3: =014l

1
h] g[.-ﬂ:m:l':m: +D='[,-

m Swr le graphique ci-dessous sont représentdes les
fonctions définies sur Fintervalle | = [0} 1] par = fix) =%

et gl = x.

i
i
1
i
i
i
i
i
i
i
i
i
L]
1

ol | x
& et B sont des points des dewx courbes ayant la méme
abecisze x.

Lobjectif est de déterminer la longueur maximale du
sagrent [AB] lorsque x parcourt intervalle [0; 11

1. Aprés awoir associé a chague courbe sa fonction,
exprimeaz |a longueur AB an fonction de x.

2. 0n note g la fonction définie sur | par
gy AR
Far des considérations graphigues, éablissez le tableau
de varigtion de la fonction g.
3. Varifiez que pour tout x de l'intervalle | :

& TRER

| gix) = etqueg| [=—.
Py =
R

Développez le —-EJ :

&, Concluez.

1
F) 1. Vérifiez que la fonction définie par fx) =x - —

est définie sur ]-e=; O 1L 30 ; + ==, ¥
2. Om siintéresse, dams un repére arthonomé, 3 la
représentation 6 de f pour les valewrs de ¥ strictement
positives.
lustifiez que ¥ est toujours située en dessous de la
dridte o dequation y=x.
3. Om note & le point de % d'abscisse x et B celul de d
avant la méme abscisse & 1
Justifiezr que |a longueur AB est &gale 3 e

1
La fomction x = = est strictement décroissante sur
10 +==[. Quie pouvezr-vous en déduire pour la courbe € 2
4. Tracez la droite d puis la courbe &, pour x = 0.

Ez] Alintérieur? L_;m-__lﬂl__{lfl;_,“

Les courbes représentatives des fonctions f et g sont
définbes sur 10 + o= par: =
:’_

Md=x*-5x+4 et glxl= =

Elles déterminent une région du plan colorée en
orange sur la figure ci-dessous.

H"\ /

Sl

[
3

/

/

1. Attribuez & chague fonction sa courbe.

2. Ecrivez un algorithme qui permet de préciser si
un point défini par ses coordonnées appartient 3 la
partie colorée [frontiére comprise),

3. Réalisaz le programime et testez-le an chaoisissant
des points pour lesquels une simple lecture du
graphigue ne suffit pas (exemphe : A(1,2; 0,50

k) Distance d'un point 3 une droite

Cians um repére 4 orthonormé, on considére les points
Al 1) et Mlx; wl. M est un point de la droite @ d'équation
y=x-4

Lobjectif st détudier les variations de la distance
A lorsque M parcourt la droite d, et en particulier de
déterminer la distance AM minimale.

1. a} Exprimez la distance AM en fonction des coordon-
nies x et i de M.
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k] Justifiez ensuite que AM = 26 - 10x + 25,
2. A chague nombre réel x corespond un unique
point M de la droite d et réciproguement, chague point
de o est associé un unique réel x.
Lobjectif est donc maintenant d¥tudier les variations
de la fonction :

Frmves /2% - 10x + 25,
a) Justifier que fx) existe quel gue soit le nombre x.
b) Etablissez le tableau de variation de la fonction u
définie sur [ par

wexes 2t - 10w + 25,
¢} Enoncez le théoréme qui vous permet de déduire des
varigtions de v celles de £

d] Déduisez-en la valeur minimale de la distance 4.
[REmaraie]

(ette waleur est, par dfinition, la dstanes du point & 3 la dmite o fvir
evendice 5, page 16 du chapitee 9],

¥} Représentation de |f|
1. Dans un repére orthonormé, représentez la fonction
affine définie sur i par
flxl =2w—d.

2. On note g la fonction définie sur | par gix) = [fx}].
2x—dsixmd
—dx+dsix=sd
bj Indiquez un moyen de placer le point de coordonnédes
[, glx)), borsque !

sXE}oor 8 X [2) +eal.
¢} Construisez la représentation de la fonction g définie
sur | par gix] = [2x - 4|.

a) Justihez que glx) = [

m 1. Dans un repére orthonormé, représentez la
fonction trindme f définie sur 18 par flx) = x* - 3.

2. En vous inspirant de Pexercice précédent, construisez
la représentation de la fonction g définie sur 2 par :

gl = - 3]

m Donnez une expression «simples de [a fonction b
représentée ci-dessouws !

E La courbe d-aprés représente, dans un repére
arthonormeé, une fonction £ définie sur lintervalle
I=[—; 4]

Chapitre 2 » Varations des fonctions assooées
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Reproduisez le dessin. Envousinspirantde 'esercice ),

construisez la représentation de B fonction g définie
sur | par gix) = |fx)|.

L] 1. Etudiez les variations de la fonction f définie
sur B par fix) = 26+ 2y -4,

2. Etudiez le signe de fix) suivant les valeurs de x.

3. Représentez la fonction f et déduisez-en la représen-
tation de la fonction g définie pour tout nombre x par

gl = 2 + 2 - 4],

m Démontrer une équivalence
Dewx propositions (F) et (0 sont Egquivalentes
lorsque (P impligque [3) et (O) impligue {FL.

a et b sont deux nombres réels.
1. 8} Pourquol Iégalité 4 = b implique-t-elle b = 0
et g= b7
5} Pourguioi, réciproquement, les conditions b 2= 0 et
a = b impliquent-ellesya=b?
¢} Enoncez I'équivalence ainsi démontrée.
2. Deémaontrez Féguivalence :

(i == B) == [0 = g et a = b).
3. Donnez une proposition éguivalente 2 -

wa=b.

Pour les exercices E & Eﬂ

Résolvez dans [£ Fequation ou inéquation proposée
(en utilisant bes résultats de Fexercice [ 7 1) et wérifiez
a l'side de la calculatrice graphigue.

Ea .,'ﬁ =3 -x. m uﬁ:xﬂ.
m t+y1—-2t=2 m yi—u=wu-1.

a2 -1 E) a+1=

m 4+-B-x=x

m 1. Représentez las fonctions fet g définies par !
fix)=+2x -1 &t g'[.ﬂ:.:‘.

2. Graphiguement quelles sont les solutions de égua-

tiony2x—-1=x7

3. LUscran de la calculatrice ou du graphsur n'étant

qu'une fendtre, wérifiez par le caloul Pexactitude de
votre conjecture.

&

1+T'

(LoGIavT,

£ 5] fest la fonction définie sur lintervalle [-1; +ea[
par fix] =41 + x. On a construit c~dessous |a courbe %,
représentative de £

il

O 1 X

1.a) Sur lintervalle[-1 ;+ ==[, comparezles nombresT+x

T
1=} T

b] Paur quelle valeur de ¥ obtient-on !
1 4+x=1 +%?

2, a) Représentez sur le méme graphiquet et la droite d
déguation y=1+ %
b] Déduiser de la guestion 1. la position de la droite d
par rapport & la courbe %

El Les segments [AB] et [CDY, de longueur &, sont
perpendiculaires en A, awec AD = 2.

M =t M somt variables respectivernent sur [AB] et [CDN
tels que Al =CM=x, 0 == x =< 6.

C

E 3

41 P

St B
2
(]

a| Bxprimez en fonction de x l'aire fix) du rectangle
AMPN (wous distinguerez dewx cas suivant la place de M
par rmpport & Al

b] Représentez graphiguement la fonction f.

e} Utilisez le graphique pour déterminer les valeurs de x
pour kesquelles Paire du rectangle est supérieure & 3.

Eﬂ Résoudre une égquation Imﬁnmellem

L= plan est rapporte 3 un repre orthonorme,

Par wun point M {d'abscisse positive) du demi-cercle de
centre O, de rayon 1 et de diamétre [AB], on trace la
parallale (MM} & I'axe des abscisses.On note x I'abscsse
du point M0 == x == 1) et on sintéresse aux variations
du périmétre p du trapéze isocdle AMME en fonction de
l"abscizss ¥ du point M.

E o i L P OO B o ot || e
A L o ke Bt R Rl L il

1. Construire aver Geohehbra

Créez le demi-cercle de diamétre [AE], et le point M.
Créez la parall&le a I'axe des abscisses paszant par M puis
le point M. Créez le périmétre p, somme des mesures
des chtés affichées dans la fendtre Algabre.

1. Conjecturer
Ceplacez le point M sur le demi-cerde (I'abscisse x de M

restant positive). Pour guellels] valeurs) dex le périmétre
samble-t-il maximum. Quelle est alors sa valeur?

3. Démontrer

Cans cette partie, on envisage de résoudre algébrique-
rent le probléme suivant :

Powr guelles valeurs de x l2 périmétre est-il égal 8 57

a) Démantrez que le point M a pour ordonnée 1 - x

= Déduisaz-en que !

AM =421 -xjetquePlx) =2 + 2x+ 2/2{1 -x}L

= Werifiez gue répondre & la question pnsége revient a
résoudre dans [0; 1] 1'Squation = /2{1 - x} ==X {E

b] Cette équation est dite irrationnelle parce quil ¥
figure un radical que I'on ne peut pas simplifier.

» L'éguation (E}, de la forme Ja = b, n'a de sens que si
a et b sont positifs. Yarifiez que pour x = [0; 1], les
conditions sont respectéas.

Exercice 84, Logique, page &3,

s Expliquez pourguod, ces conditions étant remplies,
rézoudre I'Squation (E} revient & résoudre Féguation (E7

3 ]
z[i-x]=[3—x:] :
£} Résolvez I'tquation (B puis répondez a la question

posée au deébut de cette partie 3.

1L m
[ el
m {21, 1} est un repére orthonormé. Déterminez
les points Mix;: 1) du plan tels que |x| + i) = 1.

m [ I, 1} est un repére orthonorme, & a pour
coordonnées (0; 2) et B{1 0L

Diéterminez tous les points € de l'axe des abscisses
tels que le triangle ABC soit isocéle.

Eé] Dans le plan rmpporté a un repére orthanarme,

AT

l= cercle de centre A2 ; 0) et de rayon 5 coupe-t-il la
courbe déquation y=+x7
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Travail en autonomie

=% Les exercices suivants permettent de revoir les principales méthodes
de résolution abordées dans le chapitre. Faites ces exercices a votre rythme,
en utilisant si besain les coups de poure )y page 381.

N variations de fet
fest la fonction définie sur B par:
fx) =oF -2+ 3.
1. Dressez le tableaw de variation de £
2. a) Pourquai [a fonction g @ x +» 4/ fix) est-elle définie
pour tout nombre da 27701
k) Dressez le tableau de variation de g. 2

c) 5i x appartient & Vintervalle [0; 21, 3 quel intervalle
appartient qix} ?

) Desfonctions assocides 7
La courbe ci-dessous est la représentation graphique,
dans un repére arthonormé, de la fonction £ définie sur
Iintervalle | = ]—==; 3] par:

fix] == + 3x%

O 1 x

1. Dressez le tableau de vanation de F.
. D&duisez-en e tableau de variation de chacune des
fonctions g, h etk déhnies par !

sqixi=flxi+4; ehixl=—fixl;  ekix)=Hx.

E Autour d'une fonction affine par morceaux | &
La courbe ci-dessous est la représentation graphigus

dans un repére orthonormé, d'une fonction £ définie sur
Firtarvalle I=[-1: 2].

TN

Dans des repéres orthonomés différents, tracez les
representations graphigques des fonctions g, b et k défi-
nies sur imtervalle | par :

o gixh=-f);  whid=|Ax)|:

-k[.!‘:l:ﬁ}!‘:l+'|.
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-} Des courbes symétriques 5

La courbe % ci-dessous est la représentation graphique,
dans un repére orthonormé, de la fonction Fdéfinke
sur H par: i " 3 4
ﬂj’] = E + E :

¥ .'I

£

1. &) Construisez la courbe . , symétrique de & par rap-
port a I'axe des ordonnées, et la courbe %, symeétrique
de % par rapport & I'axe des abscisses.

B} %, est la courbe représentative d'une fonction £ et
%, celle d'une fonction £,

Exprimez f, (x et fllf,:‘]. et dressez le tableau de variation
des fonctions ﬁ et fi.

2.a) Construisez la courbe €, représentative de la fonc-
tion g définie par gix) = |fix]].

bj Donnez le ableau de varation de g.

E Un probléme de distance || 6

Cans un repére orthonormé dorigine O, wn point M
décrit la droite d déguation yp=x+ 2.

I

1. Démnntrezqueﬂhi:-,'F+ dx + 4.

2. a) Pourquoi la fonction £ x - 2 + 2x + 2 est-elle
définie pour tout nombre de B? 551

b] Dressez le tableau de variation de £
3. a) Déduiser-en que OM == 2. | B
b) Retrouvez géométriquemneant ce résultat, 0 B




