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Le tournage des films en relief est délicat,

les erraurs de positionnemant des caméras sont fatales,
Pour ajuster trés précisément les décors fictifs

et les acteurs réels qul cohabltent dans le film en relief
Tron : I'héritage (Disney, 2010), il a fallu procéder

a de nombreux relevés de points au télématre lasar
pour localiser tous les volumes,

La définition et la rapérage des images de synthésa
sont intimement liés aux notions de vecteurs En sawvair plus sur
et de produit scalaire, Jean-Baptiste Delambre

~% Chercheurs d'hler p. 253




} Distance AB

Dans un repére orthonormsé, |a distance AB entre

deux points Alx, ; v ) et Bix; v ) est telle que :

AR =[xB—.(“:|“-I- [fu_]'n.’!'

P Produit scalaire

» Les points C et D se projettent orthogonalement

en C'et D' sur la droite (AB), alors
AB-CD = AB.CD"

= AB-AC = AB x AC % cos 6.
c

A B
» Dans un repére orthonorme, I et ¥ ont pour
coordonnées respectives (x; v et (x5 ). Alors:

0V =4 yy.

P Cercle trigonométrique
x gst un réel, M est le point 9" B

du cercle trigonométrigue Ein sk - M)
B550Ci8 a X, H
Le paint M a pour coordon- A ;

Rﬂp pe I Y & Questions-tests

neées [cos x; sin x).

P Relation entre le cosinus
et le sinus d'un nombre

Paur tout nombre x, {cos x)2 + (sin k)2 =1.
On note plus simplement :

oslx+sinfx=1.
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&) Dans un repére orthonomeé, les points A et B ont
pour coordonnées respectives (-2; 1) et [3; 6).
Calculez le rayon du cercle centré en A et passant par B.

ﬂ Démontrez gue 2« M astun point i
dE_'E rlédia‘lricede [AE] = équivaut & ™
£AM. AB =2

m el :-I Tl
TR & H: B
de o lagique, . 146 2

£} Dans le repere orthonormé ::EI'; r‘,_f" a tout point
M(x; ¥} on associe le nombre MA? - MBE®,

foglecalonle d
e

._|1_}D_

+ t
%]

]

Deémontrez que 'ensemble des paints M tels que
MAAE - MB2 = 1 est une droite d dont on donnera
une aquation,

{) € est un cercle trigonomeé- & |B

trigue. En tenmant compte des ren- o 4
seignements portés sur la figure, r':l 1 M
donnez les coordonnées des 2 A

; 0
points M, N EtLdE_I"I_E le repére ;
arthonorme [D; OA, OB)7 p o

g a) On sait que IE[U_:!I‘[]E‘I:CDEI:—l.
Calculez la valeur exacte de sin x.

b) On sait que IEI:%.‘-I‘I::IET!iI‘IH:%.

Calculez la valeur exacte de cos x.

o “
1 CALCULER COS5 —
12
1 |:E|: E_f‘; est un repére orthonormea direct. % est le cercle trigonométrigue B.L;|
de centre . . i"i"l
& et B sont les points de %6 associés respectivernent aux nmnhrﬁ%et%. 7 \4,
Quelle est, en radians, la mesure de Fangle AOB?
o T
& a) Quelles sont les coordonniées exactes de AetB?
b} Déduisez-en que OA- DB =3‘IE'-:+I1- 4
3 a) Justifiez que OA-OB =m5%-
b) Déduisez-en la valeur exacts de cos %, puis verifiez que sin 1—2 - L;*E
CALCULER DANS UNTRIANGLE
ABC est un triangle. Selon M'usage, on pose BC= g, AC= b, AB = ¢ et an note A
A, B, C les angles du triangle de sommets respectifs A, B, C.
Dans le triangle ABC, on considére six éléments ta, b, ¢, &, B, C. c b
Lorsqu'on connait certains dentre eux, on peut calculer les éléments manguants.
4> Exemple 1 % L "
a) Construisez uluiaiale ABC tel que ABE =6 cm, AC= 4 cm et BAC = -Eﬂ“; : J.-E“wmlmhr e
b) Développez \AC - AB) et déduisez-en que BC = 2,7 cm. ) du it amanguant . J
c) Développez :_ETE'- — BAF et déduisez-en qUE CO5 B= —2;'? s U Ohve calevler La m,,._.m:hj
2 o T l'angle ABC
« Calcubez la mesure de I'angle B, puis celle de 'angle C & un degreé prés. s e
? Exemple X
a) Construisez un triangle 8BC tel que BC =7 cm, BA =6 cm et AC =3 cm.
b) Développez :E— ABI et démontrez que Cas A= —1 | Onvacalouler la mesure de
9 | l'angle BAC.

Deduisez-en la mesure de Fangle Azun degre pras.

... Est-il plus facila ?

0; -r:j: est un repére orthonormé.

Deémontrez quiil existe guatre points M du segment [CD] pour lesguels
le triangle AMB est rectangle.

Quelles sont les coordonnéas de ces points 7

i
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n Avecle produit scalaire : calculer des longueurs

et des angles

1.1) Le théoréme de Pythagore « généralisé» A

ABC est un triangle quelconque.

L3 b
Selon 'usage. onpose BC=a, AC=bet AB=c.
Les angles de sommets respectifs A, B et C sont notes & BetC
B C
m ABC est un triangle gquelcongue. Avec les notations usuelles ; "
o =p + & - Ibccos A
D&émonstration T R
D'aprés la relation de Chasles, BC=BA+ AC=AC-AB .
doncBC: =I.E— m =BACI4 AH?—2AC-AB. .i'fD:r: dE;rru:Jt-ede mime gue
ST oy y ] . " b=cta -docces B
DrAE-AE_P.C::{Aﬂxms.ﬁ,.d'nulerﬁud}Ft_____:t._____ T it
=+ -2bccos AT o -~

ABC est un triangle, | est le miliew de [BC).

O Remarque
« 8BC est un triangle rectangle en A» équivaut a = AB-AC = O» donc a «be cos A = 0, donc
finalement 3 «a® = b* + ».

C'ol le mom de théoréme de Pythagore egénéralisé» donné a ce théoréme.

D |ntérét de ca théorame

Siles mesures g, b, ¢ des trois cités sont connues, on peut calculer les mesures des angles R Betl.

Far exemple, dans la figure ci-contre :
BC* = AB* + AC® - 2AB » AC » cos 607,

soit BCi =0+ 1&—14xlr

donc BC =25-12 =13, d'o0 BC=413.

- 2yl bR

S T ~ 9413-16___ 6 _ 1

soitcos B = — = e
dac 2x3Ixy13 BxJ1ZT 13

Ainsi B = 74" {mesure arrondie 4 un degre prés).

1.2 Le théoréme de la médiane

BC =a, AC = b, AB = c gt la mesure de la médiane issue de &
est notée m,.

B czm? o

[E] démonstration e e
D'aprés la relation de Chasles, AB = Al + 1B et AC = Al + IC = Al - B

donc AB2 + AC? = (Al +1B)* + (Al —B)* = Al £ 182 + 2A1. I8 + Al? + {8 - 231 /B,
Il en résulte que BB+ ACE = ZAIR + 2IB2, ;
ﬂrlﬂ=%ETA|=mAdhﬂleré5ultatc3+b3=2mi+il.
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B Cercle et produit scalaire

2.1/ Equation d’un cercle défini par son centre et son rayon

Dians un mpémurthunnnnél:ﬂ:ﬁ:ﬂ'.'ﬂestlecade de centre l(x, ;y,) 6 M s
etde rayonr.
Par définition : e Mix; ¥) est un point de 4 » équivawt 3 « M2 = rfs,
Le vectaur IM a pour coordonnées (x - x ;¥ -y ) donc:

[VE =|:-='—-In:|1+ |:.|"I_.:|'I[|J1'
Ainsi: M€ e b —x B+ [y -y )? =r% Alars:

Yol ----

7
o7 X
Une équation du cercle '€ de centre I(x ; y ) et de rayon rest

(e=xf +ly -yt =r.

O Example

Léquation (x+ 102 + (y - 2F = 12 estdutype (x - 5, + [y - 3P =riavec x,=-1,),=2etr= J12=2/3,
C'est donc une équation du cercle de centre I(-1; 2] et de rayon 2,3,

2.2 Equation d'un cercle défini par son diamétre [AB]

Théortme E] Le cercle % de diamétre [AB] est l'ensemble

|
= D Attention

des points M tels que MA-MB = 0. «M estun point de % » équivaut & « MA -MB =0,

Demonstration

O utilise un raisonnement par disjonction des cas.

= 5iM = A ou M =B alors MA =0 ou MB = 0 donc MA- MEB = 0.

® 5 M #Let I".-E B alors le triangle AME est rectangle en M, :ve_?quuiuaut a dire gue les
vecteurs MA et MB non nuls sont orthogonaws, ce qui éguivaut a MA-MB = 0.

© Equation du cercle '€

Le théoréme 3 permet de déterminer une équation du cercle . b
Dans un repére orthonorme lo; F_f‘; les points A et B ont pour :
coordonnées respectives (o, ;d,) et Hrb1: bl:l.
4% pst le cercle de diaméatre [AB).
« Mix; ) appartient & % = éguivaut 3 A -MB = D,
OrMAa |::-|:|«1.|r|:v|:h::|rn::l-::lnrs~|=_"|=_--5»|:4:'1—.1c:¢'.|1 —yletﬁapnufcnudunnéﬁ =
b, —x; b, -y, donc E -
i T g
MA- MB = (o, - xI(b, —x] 4+ (@, - ¥ilb, - ¥

=x'4+y —la, +bx—lo +by+ab +ab,
Le cercle % a donc pour équation
eyt-la +blx-la +bly+ab +ab =0

" Cette deutinn et de ba fane
|21+ +an+ by +e=0.

Tout cercle a une équation de la forme x* + @ +ax + by + =0, . et
mais toute équation de cette forme n'est pas nécessairement celle
d'un cercle. [ exercice résolv D, page 248
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B Trigonométrie

3.1) Les formules d’addition

m Quels que soient les nombres aet b:

(Mcos(o—bj=cosgcos b+ sinasinb (3)sin(g-b)=sinagcos b —casasinb

(2)coslo+b)=cosacos b -sinasink (4) sin (@ 4+ b} = sina cos b + cos a sin b

[= I?l'!n:v::nstrttinn
- Exeocice 80 (1) 13; i, i/ est un repére orthonormeé direct et 6 est le cerdle trigonomeé-
- p 0 trique de centre 0. & et B sont deux points de € tals que
(7,0Al=aetli D8 =4

C
i
Les vecteurs DA et DB ont donc pour coordonnées respectives [cos g sina) a 7
et [cos b; sin b). o

D'aprés |a relation de Chasles :[[}_ﬁ... ﬁ:‘: :jl!'_'f_.li F:"+ i Eﬁ',
donc |DA, OB =7, DB/ - i, DA, soit [DA, DB = b-a.
Caloulons de deux manigres différentes le produit scalaire DA-DB:

E-E:msa cosB+sinasind
OA-OB=0DA=x0Bxcosib-a)=cos [b-al=cos [a-bl.

ol le résultat @ cos (o — b)) = cos a cos b + sinag sin b,

» Les trois autres relations se déduisent de |a précédente.

—— S
{2) En écrivant o + b = a - (-b], on obtient : I i .m'l"e_':m[._ﬂ_m” |
S Bk SR = —3in K |

cosla + b) = cosla - (b)) = cos @ cos(-b) + sin a sin (-5} -
= cos g os b - 5in a sin b
| O utilise cos =
A - - - iF
7 — _J'I i I _ I . HT (.
{4) sin (o + E:'—CDEI:I —{a+|f|-fl]—1:v::|s[[.—1 —aJ b] !ftmlf—l:rl—cm.a.

| . I
~g =sina

=|:::|5|i—; —g] cos b+ .'unli% —ajl sin b= sinacos b 4+ cos a sin b
(3} De méme, sin {g - b) = sinfg + {-b)) = sin o cos (-5} + cos a sin [-b)
=sinacos b - cos osin b

3.2) Les formules de duplication

En remplacant b par a dans les formules donnant cosla + b} et sinle + &), on obtient pour tout

nombre o :

cos 2o0=cos*o-sin‘a et  sin2o=2sinocosa.
Orecos’ @ +sinf@=1, donc:

cos 2a=cos?a — {1 - cos? a) ou cos2a=1-sinfa-sinfa.
Il an résulte que
cos2o=2 cosfa -1 au cos2a=1-2sinta.
On an déduit gue :
P 14 cos2a ot e L 1-cos2a

2
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ABC est un triangle, | est e milieu de [BC).

On pose BC =g, AC= b, AB = ¢ et la mesure de [a médiane issue

de A est notée m,,
e Théoréme 1.4 = B + - 2bc cos A,

]
-Théurhnei.b1+c1=1mi+ﬂ?.

Application

m Appliquer le produit scalaire au calcul de longueurs et d’angles

&,
[+ %

oo L UAR Utiliser le théoréme de Pythagore « généralisé »

ABC est un triangle tel que AB =3, BC= 8 et ABC =

1. Calculez AC,

2. Calculez, 3 un degré prés, la mesure de Fangle BAC

© Méthode

1. On connait dewx cdtés et la mesure
de I'angle « compris » entre ces cétés.
On applique e théoréme 1.

60°,

© Solution

=k 1.AC = AB® + BCE - 2AB » BC cos &0°

soit i
A2 =9+E-4—43x3 =44,

» On conclut. =p pDol:AC=7T.
2. On connalt désormais la mesure des rois =+ 2. BCY = AB® 4+ AC* - JAB % AC x cos BAC.

cités du triangle ABC
La formule a* = b% + ¢ - 2bc cos A permet

soit &4 =19 + 49 - 42 cos A, d'on
—— sd49-64 -6 1

noe ol BAC= S— o —
de calculer la mesure de Fangle BAC. o 4z TR
» On conclut. =+ »BACa pour mesure 93° a3 un degre prés,
O Mise en pratique
] ] B B0 Quelle est la valeur
E exacte du périmétre du

2 guadrilatére ABCD repré-

- 757 senté ci-contre ?

& C

340 m

ABC est un triangle. A partir des renseignements
portés sur la figure, calculez :

a] la longueur BC, arrondie au décimatre prés;

b les mesures des angles ABC et BCA, arondies
au dizigme de degré.

E ABC est un triangle.
&
5 o

B 12 C

Quelles sont, & un degré prés, les mesures des
angles du triangle ABL?

L8 ABC estun triangle.
H est le pied de la hauteur issue de A

il
" &

Ho

C

&

1.a) Dénmntrezqmcmﬁ:%-

b] Déduisez-an sin ABC.
315

2. a] Démaontrez que AH g

b] Déduisez-en la valeur exacte de Faire du
triangle ABC.
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o 18] Utiliser le théoréme de la médiane m Déterminer et reconnaitre une équation d'un cercle

Pour chacune des dews figures ci-dessous, cbculez La valeur exacte de AD
a) Figure 1 k] Figure 2
&

# Dans un repére orthonomme, e cercle "6 de centre 1(x, ; ¥ et de rayon ra pour équation &
De—x )+ (y -y =r,
» Pour savoir si une équation de la forme »* + y* + ax + by + ¢ = 0 est celle d'un cerde, on cherche &

&crire catte dquation sous la forme @
/4\ LH‘—IHI!+ lr—rﬂ’:r“.
B - = C B i W a

__4--__{ ¥ Ahmlmu;yujeilecentreetrestl-erawn
A = Théoréme 3. % est un cercle de diamétre [AB]. «M est un point de '€ » dquivaut 3 « MA-ME =0z
O Méthode D Sohstion
3 3 — - = o = 2
a) Figure 1. On applique le théoréme —p &) AR 4 ACT=280° +%, Déterminer une équation d'un cercle
de la médiane dans le tiangle BAC SOt 25 + 49 = 2A0% + 37

Cans un repére orthonormé [EI:T, ) on donne les points A(2; 1) et Bi-4; 3L

Donc 280F =25+ 49 - 32 =42, Trouvez une &quation @

0 lut. — o ADY =21 diod AD =,21.
» On conclw . 1&[}1 a) du cercle €, de centre A passantpar B; b du cercle &, de diaméatne [AB].
b) Figure 2. L encore, on peut appliquer =% h)AB*+ADE = I‘LC1+T-
le thé&oréme de la médians, mails cette fois Or BO =8, donc:
dans le triangle BAD. 36+ A0 =18+ 32, soit: O Méthode O Solution
o i A?:Tj::] _ 3 a) On connalt les coordonnées du centre A =4 a) ABa pour coordonndss (-5 2.
e o Kahabe it e da '€, Il reste  trouver |e rayon r, clest-3-dire Donc ABE= 36 4 4 = 40 2t AB=2,7T0.
a calcuber AB. Une équation de %, est: Dronc 6, a pour équation :
O Mise en pratique - +ly-p ) =r b= 21% + iy - 1F = 40.
b} On utilise |2 th&oréme 3. =—p b] «Le point Mix; ) appartient 3 4, =
ﬂ Caloulez, 4 0,01 prés, la mesure des médianes ﬂ ABCD est un paralkélogramme de centre O s z R
. Notel equivaut 3 « MA-ME = 0=
du triangle ABLC. AE=15BC=13 et AC=14. | e : e .
A D C | On peut aussi s amener @ cas précédent en calolant GTME,__:,;I -yl et MBi- 4 -3 3 -y,
| les cooedonmées de |, miliew de [AR], quiest le centee du donc MA-MB =2 -x)-4-x + (1 -yH3 - 1.
quﬁanf:‘ﬁ Une équation du cercle %, estdonc:
b A 0 | ey dx-dy-5=0
A B
Dérmontrez gue : DB = 4,37
B M a C 4 ' > Mize e pratigne
10 B8 ABCD est un rectangle de centre 0. )
M est un point quelcangue. Pour les E:{Ef{icesm élm b} de diamétre [BC], avec B(2; 1) et C(—4; -1];
ﬂ A, B, € et D sont quatre points alignés tels M ;.EE- mur:'umrvifuit I:s':gg?;lulns sont relatives | ¢} circonscrit au triangle OMM, avec M(-3; 2} et
gque AE=BC=_D =2 o e Y . un repere o o D f gl Mi4: &)
M H“-/',_,- g m Trouvez une équation du cercle : Indti Iheilemhnmredeﬂhll‘ﬂ
__,.-{,"'fﬂ-“"ln.‘h E""e:.ll:l-El:EﬂTI"E'M'I,'—E]EtdE rayan 2: m On donne les pﬂlﬂ'ﬁ B c
& L p 0 ; b) 4, de centre B(-1; 1) passant par C{3; 2). A2 00, BIO: 3) et (22 3. ]
Trowrsez une &quation du =
Démontrez gue : MAZ + MC* = MBE* + MLCF. Bi) 1.Trouvez une équa- cerdle ¥ cirosnscrit 3u - 7
tiom du cerde de centre a7 A
fe A EGE & B D ﬂ A et B sont deux points tels que AB = 4. H3; 2) tangent & I'axe des angleARC
Le triangle AME est isocdle en A avec Ma =3, 0 est le milieu de [AE] et M un point tel gue @ absciszes.
1. Démontrez que MC = {T7. MAE + MB*= 10. e e BL) € estle cercle de centre K-2; 3).
2. Déduisez-en ML 1. Démontrez gque MO* = 1. Bquation: dii - cencle: - di Son rayon est, 10,
2. A et B &tant donnds, dessinez la =lignes centre l{-2; 4] tangent & I"axe des ordonnées, 1. Trouvez une équation de .
a laguelle appartiennent les paints M tels gue : 2. ¢ coupe |axe des abscisses en A et B et Maxe
MA® + MBE = 10. RE Trouvez une équation du cercle : des ordonnées en C et D. Calculez les coordan-
a) de diamétre [O8], awvec &(0: 2] ; nées des points 4, B, Cet D,
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Reconnaitre une équation d'un cercle

Cans un repére orthonomms {D:l'_} ) on donne les Squations sufvantes @
alx®+ ¥y -2+ y-5=0: BlL+y-r+dp+5=0; W+t -du-gp+7=0.
Pour chacune de ces équations, dites si c'est une équation d'un cercle. 5i oui, précisez be rayon et les

coordonnées du centre de ce cercle.

O Méthode

0 Sohstion

a) On cherche & écrire Féguation sous = a)at 4y — x4 y—5=0s¥crit:

laforme : [x—x )+ (v -y =1

x4 yity-5=0

sOnmaty' -2 et 3 +ysouslaforme » & Orx'-2x=(x-1F-1

CAnonbgue

L%
El:].'l+_'|-"= [_!,r-i-ljl =

-1+ [-_}.f-l-—]l:—.

s On conclut. = ox+yi-dn+y-5=10estuneégquation

du cercle de Eentrel|l1 —;J et de rayon %

b} On appligue la méthode du a). i b) x4y -2v+ Ay 4 5 =0 5Bt

» On conclut.

¢} On simplifie 'expression pour revenir
dlaformexr+yi+ax+by+c=0
s On conclut.

0 Mise en pratigue
Pour les exercices[§ L3 a [0}

Les coordonnées et les équations sont relatives
@ un repére nr‘thunnm'ré:_ﬂ:i—;ﬂ.

m Dans chacun des cas suivants, démontrez
gue Féguation proposde est celle d'un cercle.
Précisez les coordonnées du centre et be ravon.

Bl 4y -2y -2y -2=10);

bl +y-3r-dy+ 4 =0;

£} 3xt+ 3 -Tx-8y=0;

d] fx- 1% —3) +{y + 2y -1} =0.

m Justifiez qu'aucune des équations suivantes
n'est ume Bguation d'un cercle.

Bl -1 4+ ¥+ 4=0;
Bl +y:-2x-dy+7 =0

frd 1.Expliquez pourquoi I'Squation :
Wyt dy_dy_B=0
25t une éguation d'un cercle .

Chapitra 10 Produilt scalaira : applicatians

!

]

eox + ]I'!rﬂ-_'r+ §=0

4

[r=1 -1+ yp+2*-445=10,s0it:
=11 +iw+2F =0

w Ce 2 oerches est réduit au ssul point 1(1; =21
On olotient un < cerde-poiint =,
clﬂndiuisepari:f+f—lf—3}'+i=ﬂ
mn{x-1ni+[}-1]1=-l. ?

2 4

La somme de dews: carrds ne pouvant pas
Btre nédgative, catte Equatian mast pas

ume eguation d'un cercle.

2. Quelles sont les coordonnées des points d'in-
tersection de % avec les axes de coordonndses ?

m Chacune des trois éguations ci-aprés est
une quation d'um des trois cercles de la figure.
Associez chaque cercle a son quation.

4 nu
Q’J “ V.

bl +y - 2x4+ 2y =0

Al +yi—4=0
g +y —de—d=0
m 1. Expliquez pourguoi I'équation
K4y —dy - 3y + 5 = 0 est celle d'un cencle %.

2. On donne les points A1 1) et B(3; 2).
Vérifiez que [AB] est un diamétre de .

Quels gue soient les nombres ast b
scosia+bl=cosacos b-sinasinb:
# 5inla + &) =sin g cos b + cos a sin b;

m Utiliser les formules d'addition

w 005(a — b] = cos g cos b+ sin @ sinb;
# 5inla - &) ==in g cos b —cos o sin b.

o U UE ! Utiliser les formules d'addition

a et b sont dew: nombres.

s 0 appartient a lintervalle [D%] Ettl:liﬂ:%. ] bappai'ﬁenti[%: ::] et =in I:|=—:1.

1. Calculez sin g et cos b

3 Méthode

2, Déduisez-en oos (o + &) et sin (g - b).

3 Solution

1. On place sur un cerche trigonométrique = 1. On fait une figure.

les points M et M repérés par cos a et cos b,

= 0n vérifie, avec la figure, be signe desing =% »0nconstate que sina > 0et cos b < 0

etdecos h.

» La formule cos®x + sin®x = 1 permet de =—p psing=1-cosfo=1-

calouler sin® g et cos b,

2. = On applique la formule donnant
s (@ + b).

» On applique la formule donnant sinfa-b). =k gs5in -5 =?

D Mise en pratigue
i T & X
(20 1. Veérifiez que— =—-—.
i.Cah:uleaIau’aleurexactedeccﬁi—;etdesin%.
- Ex & =
m 1.‘-"éﬂﬁezqueﬁ =t
5ot -
2. Calculez la valeur exacte de cos— et de sin—

12 1z
F*] Démontrezque:

zin Ill% +x:|—sin Ii%—x]: sim X

EE' Exprimez chacume des expressions sui-
vantes en fonction de sin x et cos x.

8)y2 cos Lx--%J b} 42 sin (:—'—::lr

o} 2cos [.x —%J

!

9 _16

Orsina> 0 donc 5Ina=;:.
1

-m51b=1—sln1b= —E=%.
—22
ﬂmeb{ﬂ,dnn:mEh:T.
322y 4 1 _-67-4
peostatB=5 )53 18
4 "-Ev'i]_ixl_ 3-3
|l 3 §°3 15 °

FF1) Réduisez les expressions suivantas :
al &%) = cos Tx sim Gx - sin 7 cos Gx;
] Blx) = cos 3x cos 2x + sin 2y sim 3x;

¢ Clx) = oos x cos 2y —sinx sin 2x

FI) Trois carés de

E F Le] H
cété 1 cm sont dispo- ﬁf“"
sds comme Findigue la = il '.I,
figure ci-contre. A B I )

. 3 1
1. a) Pourquod cos o = T et sin o= 0 ?
b] Calcubez cos [ et sin [l

2. 8} En utilisant les résultats de la question 1,
calculez cos {a + Bl et sin [ + f).

b] Déduisez-en o + L=+,
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Pour tout nombre a :

scos2o=cos a-sinfg=2cos a-1=1-2sin‘a

BXEROCE REsoly 3

1.a] On donne cos x = L:T Calculez cos 2x.

Utiliser les formules de duplication

w5in 20 =2 5ina cos a.

b On donne m::%etxe [—: } l]. Calcoulez sin 2x

43

2. En utilisant cus%:Tcalu.lle«z EﬂE!1—r; EtdEdUiSﬂ-EﬂmSiEt sln—.

O Méthode

i
12 12

D Solution

1. a) Connaissant cos x, pour calculer cos 2x  »=—#  1.a] cos 2x = 2 cos® x - 1 soit

- o 1 ) .
an applique la formule cos 2x=2cos* x- 1. cmh:!(—£J1—1=2:1—1=—l_
3 | 3
Iz} Om connaft sin &, Il faut donc calouler cos x. == hIIE[i:n] =
2 |
donc cosx < 0. H"“‘l\
cmlx='|—5i'l"|1.x 1 L
e b A8 4% 4
T 16 18 m 0
15
donc cos x = ——. R
» On applique ensuite la formule b »5in2x=2sinxcosx B

sin 2x = 2 sin x cos x.

& On conclut.

iy
12
Les formules cos 2y =2 cosf x— 1
et cos 2x = 1 - 2 sind x vont permettre de
calbculer cos x et sin x & partir de cos I,

2. 0n sait EﬂJE% =2

D Mise en pratigue

E Calculez cos 2y dans chague cas:

Bl sinx=—.
I simx 3

nlmsx—i'
=5

E Cmdunnecusr:%etmz[—%;ﬂ].

a) Calculez sin x.
by} Dduisez-en cos 2x et s5in 2x.

On donnesinx = —%HKE[IJE].

2
al Caloulez cos x.
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¥

o)

dlom sin =—"|_15.
Ituu:‘x—1+m51t
: T
T
14+ cos— =
W g 2443
dnnl:cnsiu_ 5 i
—
ﬂrnﬁi}ﬂdummsi=ﬁ.
12 12 2
IDEI'HEI'I'E..EMI.I':L':EEH.
1—::-5% 3.3
i, :
donc sin 13 5 n
~ _ I3
Drslni}ﬂdnmsmi=—'l'lz_—‘3_
12 12 2

b Déduisez-en cos 2x et sin 2x

X |.'E
En wtilisant —=—
E] sant cos R

P . n . T
calculez EDGEE et déduisez-en cos— et sin—.

i
Eﬂ Cemantrez les Sgalités suivantes
all+ocos2x+oosx=cosxi(2cosx+1);
b) {cos x— sinx)¥ = 1 —sin 2u;

] {cos x + sin x)ioos x — sin x) = cos 2.

B

Complétez les propositions suivantes.

al Dans un repére orthonormée un cercle % de
centre I(x, ; v, ) et de rayon r a pour équation

k] Uensemble des points M tels gue MA-ME =0

c) o et b sont dews: nombres. &lors

soosia+bl=...... ® 005 20=.

dl a et b sont deux nombres. Alors:
s5inlg-b)=......

1. ABCD est un carré. Lensemble des points M tels
que MA-MC=0est:
2] réduit awx seuls points A et C;
i} la perpendiculaire em C & (AC);
£ le cercle circonscorit au carré ABCD.
PES O T -
2. — +—] t&gala:
sin [ P est &ga
]-.'E+ﬁl
4 [

3.5icos H:% avecH E[—%;ﬂ],alurssln 20 est &gal a:

a}h2 , by —h2 g
g g 7

b £l \|§+'\l'i

EL] QCM  Aumoins une réponse exacte

ER) Vral ou faux

Les affirmations sont-elles wraies ou fausses?
Justifiez votre réponse.
a) Léguation x* + y* - 2x + 4y + & = 0 nest pas une
égjuation d'un carcle.
b] Il existe un unigque paint Mix; 1 tel que

iy +x-gy+i0=0
c) Léquation & + ¥ + 2ax + 2by + c=0avecc < 0
est toujours une équation dun cercle.
d} Pour tout nombre x @

sin I::r-l-%J—fm I:

| Pour chagque affirmation, une seule réponse est exacte. ldentifiez-la en justifiant votre réponse.

4. ABC est un triangle. %, et ', sont respectivement
l'ensemble des points M tels que MA-ME = 0 et
ﬂﬂ'ﬁ-ﬁf:ﬂ.

], et ontun seul point commun.

1%, et , nfont pas de point commun.

! Le point H, pied de [a hauteur issue de A, est com-
rnun aw deux cercles.

5.cos x4+ cos (x+%]+ cos [x+%] est&gal & :
al 3 cosx;
) O

£l +/3 sin x.

Pour chagque affirrnation, plusieurs réponses peuvent &tre exactes. ldentifiez-bes &n justifiant wotre réponse.

g} 2ae[x; 2x]; I}]-II:GE-IJ=%_: cbslniu':%.

-

2.(0:7 ]| estun repére orthonormeé.

On donne les points AD; 4] et Big; 8). 4 est le cercle
circomscrit aw triangle OAB.

al La drodte dBgquation 3x £+ ¥ — 14 =0 est la média-
trice de [AE].

5] Le centre de “ a pour coordonnées (45 2],

] '€ a pour équation 1 + ¥ - Sx-dy+ 1 =10.

3. Dans un repére orthonorme [D:l'-;f.l. " , est le cercle
de centre £ et de rayon 1, et %, le cercle d¥quation :
Xy -fx-By+9=0.

@) %, coupe I'exe des ordonnges en C et D dordon-
nées respectives 4 — 7 et 4 + 7.

b 4, et %, ont en commun le point A de coordon-
'3 4]

ges | —1—|.

n 25[5, T

) Les cercles %, et %, sont tangents extérisurement.

—3 Volr las currigds p. 388
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| Deux solutions pour un probléme

JI'II

OABC estun carré de cité Zetde S 2 B
cantre |, J est le milieu du segrent il -
[CiA]- ", I
i o™
+ ] I xm"'
o =

Ohjectif Trouver, dans chacun des cas suivants, Fen-
semble des points M tels que:
o MO-MA=4; o MAZ + MICE = B

A, Avec un repare

1. On chaisit le repére orthonormé (0; 7, ) tel que
Oh = et OC = Eetun note [x; ¥ les coordonnées
d'un point M guelcongue. Il reste & calouler ﬁﬁlﬁ
MA® et MC® en fonction de x et v. On note & Fensemble
des points M tels que MO-MA = 4 et F I'=nsemble des
points M tals que MA® + MCE= 8.

a) Calcubez MO- MA et MA* + MC? en fonction de x et .

b} Justifiez kes affirmations suivantes @

«M appartient 3 %= équivaut 3 sx*+ yi - 2x+ 4=0n
z appartient 3 & » dquivaut 3 ex° + ¥ - 2x- 2y =0x.
c] Déduizez-en que ¥ est un cercle passant par C et B.

Précisez son centre et son rayon.
Ciduisez-en que 5F est le cercle circonsorit au camé
DABC.

B. 5ans repére

La relation de Chasles et les régles de caloul du pro-
duit scalaire vont nous permettre de déterminer les
ensembles ¥ et &F.

1. a} En écrivant MO et MA comme sommes de deuws
wvecteurs, démontrez gue :
MO M = M2 - 102
b} Déduisez-an gua !
e appartient 3 % » équivaut 3 = IME =55,
cl Concluez.

2. Le théorédme de la médiane (woir l2 cours p. 242) pey-
met d'exprirmer MA® + MC* en fonction de MI* et AC

a) Démontrez gue !
PAAE 4 BACE = 2002 + 4,

b] Déduisez-en que !
M appartient & ¥ = équivaut 3 s MFE =25,

c} Concluez
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Apprendre d chercher

,_ Trigonométrie et pentagone régulier
* est un cercle de centre O et
de rayon 1. [O4&] et [OA7] sont
deux rayons de € perpendi-
culaires. Le point P est tel que
40F = -DA,

H est le milieu de [OAT. & est
lz cercdle de centre P passant
par H. " coupe [OA] en l et 1, ot
lex tangentes en | et 1 & &
coupent en B. E. Cet DL

Objectif Démontrer que ABCDE est un pentagone
régulier.

1. Four démontrer que ABCDE est un pentagone régu-
lier, il suffit par exemple de démontrer que tous les

anglesau centre tels que ACE, BOC, etc. snntégal.n{h%.
Pour cela, on va_n!.u'e amené 3 calkculer les produits sca-
laires OA - OB et Ol -0

al Calculez PH.

b] Déduizez-en que Ol =
) Pourguol OA-OE = Oi-0A?
Déduisez-en quea."ﬁ.-aﬁ =-‘ll5¢;1.

d] De la méme manigre, démontrez que !
Bh.OE - ist+1
e

2.lIreste a calculer lesangles au centre. On pose ACE -
ADC = E-EI-EG_I . ﬂnvaexptlmﬂ.ﬁ OB at Q& -0 en

fonction de oos et cos [l

a) Démontrez que Oh- 0B = cos et OA-OC = cos it
-1 +5+1
R —

b] Déduisez-en que cos e= 2

etcosfl=-

cli Dérmonitrez que cos ¥ = 3t 1-

3. Il reste a calculer o, [l v et & conclure. Pour cela, an
cherche une relation entre o et i dune part et entre ¢
ety d‘auﬁepamﬂ:u{%mﬂqﬂq iL.

a) & l'aide des formules de duplication, démantrez que
cos 2o =cos fi et cos 2y = cos oo
b] Déduisez-en fi ety en fonction de o,

cl En tenant compte du fait que f + ¥ = n, démontrez
gue 5q =2n rﬂ{ne:—'l

dl Concluez.

Narration de recherche @

=% L'objectif n'est pas seulement de résoudre le probléme pose ; vous
devez aussi noter les differentes idées méme lorsquelles n'ont pas
permis de trouver b réponce, Expliques pourguoi vous avez changs
de mesthode et ce qui vous a fakt avancer, etc.

! Dare un repere arthonormeé 10 l':jl',. o donie |es
cercles ¢ ot '€, d'équations respectives ;

-y -dp=0 el x5y - Wy - Wy +24=1,
COnonote ¥ Pensemble des points Mix; y interieurs & '€
et exteérieurs 3.,

Pourguoi 'aire du domaine ¥ ast-alle un nombee entier?

1

£ Dans un repére orthonorme (0; 7, [, be cercle € de
centre C(2; 31 passant par O coupe les axes du repere
en Aet B
M ext le point de '€ d'ordonnee 5 et d'abscisse negative.

Le point M s projette orthogonalement en | J, K
respectivernent sur (OA), (O] et (AB).
Dérnontrez gque les points [, 1, K sont alignés.

=10 Dans un repire orthonormé (O; 1 1), 3 et la
calrte didouation ¢ =l. B ast e paint de 30 dabscicoe 4
w

at A un point de 3% d'abscisse atelleque <o < 4

La droite d, perpendiculaire en A a [AE} recoupe % en C
Onnote T la tangante an f & &,

Deémontrez que lorsque o deécrit Fintervalle 0; 4L la
droite T reste perpendiculaire a (BC).

ils unEI;T'LBH:hE o Chercheurs d’hier

de tTDIJ-"fET

=% Valel quelgues mathématiclens Impartants
cul ant trevallké dans le domalne de la géamedirle,

Jean-Eobert Argand  Gilusto Bellawtis

= Chap &

=¥ Chap 7

1804

-

EPDQUE NMODERNE EPDQUE CONTEMPORAINE -
T —.
Hermann Giinther Grassmann
Shap ¥
Jean-Baptiste Dalmhu' S - |I
: (st e ’1{.1 ey
Clest au cours de [Eté 1?91 en pleine Terreur, bt ‘l 1
que Delambre et Méchain ont entrepris de mesurer L J‘
I'arc de méridien de Dunkergue a Barcelone ; I e
afin de fixer la valeur du métre. samal | 41

Sur le Wel hipswwoscimsges math,onea i)
Gadinelt s -mesurer-a-185re- metrer. kil

La méthode utilisée est celle de la = triangulation =. bl

Un extrait des triangles
de Dunkerque & Barcelone,
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ACTIVITES DE RECHERCHE

Utiliser GeoGebra

=» Pour représenter une famille de cercles.
=¥ Pour découvrir des points fixes dans une configuration

" Etude d'une famille de cercles

TICE
= Construire une figure & Faide dun logiciel de

géométrie dynamigue
m Utiliser un curseur
m Tester des conjectures

Mathématiques

m Trouver une équation de droite
m Trouver une égquation de cercle
m Démontrer une conjecture

Dans un repére orthonormé (0 17 | an donne les points A4 0), BO; 4) et Cl4; 4).

A tout nombre m on associe les points M4 + m; 0) et Ni0; 4 - m).

Onnote | le cercle de diamétre [MN] et de centre |.

Om slintéresse au comportement de | lorsque m décrit i eta la famille & des cercles 6 .

1. BExpérimenter avec Geobhebra

a] Affichez la grille et oréez les points &, B et C.

b} Créez un curseur pour le paraméatre m.

Iﬂﬂne|_-;3 réglage :—10 == mr == 10; incrément : 0,1,

| Saisissez M=(4+m0) =t N={04—m).

autil 1 {je
outil 3 6-&

d] Créez la droite [AB), le segment [MML |2 point | 2t le cerde &

DSEEEOE|R

4] e
i - -
i
L0
.
e \
]
| 1
!
@,
] X
Ny
A o
oy
|

. Conjecturer

@) Faites warier m & |aide du curssur.
Sur quelle ligne semble s= déplacer |2 point 12

b} Quelle particularité semblent présenter les cercles 6, borsque m décrit B ?

2. Démonirer

al = Calculez les coordonnées de | en fonction de m.

= Trouvez une équation de la draite [AE). Vérifiez que [ est un point de [AB).

b « Démontrez que le cercle '€ a pour équation x* + y* - (4 + mlx - (4 - mly =10,
» ¥érifiez que le cercle % passe par dews points fixes lorsque m décrit .
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Utiliser GeoGebra ° [

=* Pour trouver I'équation d'un cercle passant
par un point donné et tangent a une droite donnée

TICE

» Construire une figure 4 Faide d'un logiciel de
géométrie dynamigue

= Suivre un protocole de construction

» Emettre une conjecture

| Cercle passant par un point et tangent a une droite donnée

Mathématiques

p Utiliser kes propriétés d'une tangente a um
cercle.

m Tenir un raisonnement géométrigue

@ Trouver une équation d'ume droite et une
eguation d'un cercle

Dans un repére arthonormé ::D: .1, on donne le point A-3; 1) et la droite d d'équation 3x - dy— 12=0.

La droite d coupe |"axe des abscisses en B

Uobjectif est de trouwver une &quation du cercle * passant par A et tamgent en B 3 la droite d.

O suppose que 6 existe et est unique.

1. Expérimenter ave: GeoGebra

a) Créez la drofte d, le point A puis ke point B.

autil 1 6?

) Créez le segment [AB], puis la médiatrice A de [AB].
] Créez la drofte 0 perpendiculaire 8 d en B puis le point C intersection des droites d' et A

o} Créez ke cercle '€ de centre C passant par 4.

. Conjecturas

Le cercle ¥ semble-t-il répondre & I'objectif Snoncé dans le texte?

5 P B[S

)[4 X

I'\-\... 1

3. Démontrer

a) Démantrez que le cercle de centre C passant par & est tangenten B & d.

12} Trowwvez une Equation de & puis de d”.
| Déduisez-en les coordonnées de C.

o) Trowvez une Squation de .

ACTIVITES DE RECHERCHE
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1. Calculez sln—:. A
2. Déduiser-en cos A,
A
B 3 C
1 T T T _ I
m LSimplifiez cos P Ll 3 —=in & sin 3

U'T} Le point A(2; 1) appartient-il au cercle € déqua-
tion x% + yi— 2y - dy + 3 =07

F70 Le cercle % de centre 1{3; 4) et de rayon 5 a-t-l
pour sgquation X2 4+ vy - fx - By =07

Cuelles sont les coordonndes du centre et ke
rayon du cercle € d'équation [x+ 115+ y - 32 =127

T} AB=¢& Le point O est p— "

le milieu de [AB]. M est un '

point du cerde de centre 0 =T 71+
et de rayon 2. k\.___,/)
Calculer MA® + MEE. B

LONGUEURS ET ANGLES

E] ABC est un triangle. A
AB =20 cm, BC = 32 cm et
AC=28cm.

1. Calculez la mesure, amon- g PR . N
die au dixiéme de degré, des 33
anglﬁﬁ.ﬁ,f.

2. Démantrez que AD = 4,21,

-1? 9

E] ABC ast un triangle.
On note:

GB=c AC=hetBC=a:
mﬂ=.ﬁLmE=EJetmf=CH_
Démaontrez que !

mi+miemi= @ s it ad) B

256 Chapitre 10+ Prodult scalairz : zpplicatians

530 ABC est un triangle &quilatéral de O
coté g et BD = 3BC.
Démontrez que : AD = a,7. '

=52 | ABC est un triangle tel que:
BC=15AB=13et AC=14.

H est le projeté arthogonal de B sur la drodte (AC)

1. Caloulez cos BAC et déduisez-en sin BAC,

2. Démantrez que les longueurs BH, AH et HC sont des
entiers naturels.

=) Dans le repére artho- 1
I"H:I-ITI"rE:D: Ej:'l ’E Fl:ﬁl'ltfl.ﬂa 1 3___!_ M
pour coordonnéas (x; v, B. A
(] i
1. Calculez A2 MBZet MC: T TF T T
en fonction de et ). _!2 = T:'1 .
2. Deémantrez que : - ! b
eMAE — IWBE 4+ MCE = O3 | _1____’:&

équivaut & « M est un paoint g
de la droite d'ﬁqlﬂﬂm‘lj‘:ﬁf—? .

E’ ABC estun trangle tel que :

AB =10, AC=210et BC=2,5.
Peut-on affirmer que ACE =¥?
Eﬂ ABC estun triangle tel que |

AB=6 AC=4 st AB.-AC=113
L'unité choizie est le centimétre.
1. Trouvez, en radians, une mesure de [‘angle BAC.
2. Cabculez la longuewr B, arrondie au millimétre.

POUR ALLER PLUS LOIN

E] Aire d'un triangle

Dians cet exercice, on se propose dexprimer Faire d'umn
triangle en fonction de dews cités et de I'angle formé
par ces cités

On envisage pour cela deux cas de figures selon que A
=5t un angle aigu ou obtus.

1. Démontrez, pour les deux cas de figures, gue
{H=tszin &

2. Déduisez-en gue : i
aire [ABC) = b sin A,

1

(i démonire de méme que aire ﬂlﬂﬂl:% mslni:T absinL.

Avec les formules éablies dans 'exercice 56, et
gui dépassent le cadre du progrRMmME, YoUs pouvez
résoudre les exerclioes 57 et 58

(57 Calculez Faire et le périmate A
dutriangle ABC.

3 4
B C
Ej _ABC est un triangle tel &
gue BAC est un angle obtus. & g
Son aire est 18 cm?.
on aire cm 2 %

AB =6 cm et AC=10cm.
1. Calculez sin BAC puis cos BAC.
2. Déduisez-en [a longueur BC arrondie au millimétre.

E] Relation entre les cités et les angles
d'umn triangle

ABC est un triangle. A
AB=c AC=betBC=a

On sait exprimer aire 5 du trian-

gle de trois manidnes
25=bcsinA=acsin B=absinC. B
On sait que bes angles A&, B, C
appartiennent & Fntersalle 10 xf
D-:nncslnﬁ:ﬂ,sin B=0atsinC=0.

Cémontrez que ! i e O

sind sinB sinC

Avec la formule démontrée dans exercice 59, et
gui dépasse ke cadre du programme, wous pouves

résoudre les exercices 50 & 52,

m ABC est l= triangle repré- i)

senté ci-contre. b g c
1.Ca1n.ﬂulamemredel’angleﬁ. B g C

2. duisez-en b et c. d

Un bassin piscicole implanté sur une cbte a la
forme d'un quadrilatére comme Findique la figure cl-
aprés,

AD + DiC + CB est la longueur de filet nécessaire pour
clore ce bassin. On la note £.

1. &} En utilizant le= renseignaments portés sur la figure,
calcubez, en degrés, la mesure de Fangle ADE.

400 m

Bl Déduisez-en les longueurs AD et OB (armondies au
décimétra pras),

2. a3} De la méme maniére, en utilisant pour le riangle
ABC les renseignernants de la figure, calculez BC

) Déduisez-en DL,

c} Déduisez-en la longueur € de filet nécessaire pour
clore le bassin {(longueur arrondie au métre prés).

E’ Triangle et cercle inscrit
Comme Findigue la figure ci-
contre, ABC est un triangle et
le cercle % est inscrit dans la
triangle ABLC.
1. a] Calculez :

& &
im— et cos —.
sim 2 oas

[

b} DEduisez-en gue:

sin A =% etcos A=

=

2. De la mé&me maniére, calculez cos B et sim B.

3. o] Démaontrez que: )
e0sC=-cos A+B) et sinC=sinA+B)
bl Déduisez-en cos C et sin C.

&) Caloulez alors les valeurs exactes de CA et CB.

CERCLE ET PRODUIT SCALAIRE

Dans ces exercices, les coordonnées et les &quations
sont relatives 4 un repére orthonormé (0; 7, .

E] Trouwvez une Squation du cercle &

a) de centre A{1:-2) et de rayon 5;

k] de centre Al-1; 2] passant par B(3; 4);

c) de centra A{1:-4) et tangent & |'axe des abscizses.

E] Dans chacun des cas suivants, démontrez que
Féguation proposéa est calle d'un cercle dont vous pré-
ciseraz les coordonnées du centre et le rayon,

alxtdytox-3y-5=10;
) [ - 2 4+ 5} + (= )iy -4} =10;
el 3+ P -Ba-Oy—1=0
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E‘ﬂ “% est le cercle de centre | et de rayon 2,Z. Il coupe
Faze des abscisses em A et B, et I'acee des ordonnéssen C
et [k

1. Trouvez une équation de 6.
2. a)l Trouvez les coordonnées de 4, B, Cet [L
b) Vérifiez que OA- OB = OC - O0.

On donne les paints I{4; -1} et A{1; 5.
“% est le cercle de centre | passant par A

DEmaontrez que la drofte d déquation y= Ex +% est
tangente &n A au cercle €.

1. Reproduisez la figure ci-dessous,

Puis construisez le cercle 5 dont le cenfre appartient
ad, et qui passe par A et B.

2lA|

S8

T N

b

2. Trowwez une equation du cercla 4.

Ea On donne le point A1 ; 2) et la drofte d d'éguation
x+2v=0.

Dérmontrez que le cercle de centre & passant par O est
tangent a d.

5] % estle cercle déquation x* + ¥ —dx+ 4y - 2=10
et d est la droite déguation x + 3y -G=10.

1. Faites une figure.

2. Vérifiez que les points A3 1] et Bi1; -5] appartien-
nent a .

3. a8} La droite d est-elle tangent= 3 '€ au point A?

b La tangente a % en B est-elle paralléle & o7

m Cercle passant par trois points

Cians un repére orthonormé :_G:T.f:'. on donne |25 points
A5 1) Bi=3; 1) et C[0; &),

L= but de l'exercice est de trowver une dquation du
carcle % circonscrit au triangle ABC.

1. Placez les points dans le repére orthonormé 10; L7
et construises €.

On niote | le centre da 4.
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2. ) Trouvez une éguation de la médiatrice de [AB]L,
puis une équation de la médiatrice de [ACL

b Déduizez-en les coordonnées de |

3. Trouwez alors une quation du cercla .

EI Cercle passant par trois points [suite]

Les données sont celles de l'exerdice 7.

On se propose de trouver une &quation de % d'une

autre mani&re.

O sait que le cercle 8 a une équation de la forme :
Byt ar+ by +o=0.

Donc trouwver une équation de ¥ revient a calouler a, b

gt

1. Em écrivent que A, B, C sont trois points de %,
dérmornirez que &

Sg+b4+ec=-28 i1
-3a+b+e=-10 el
gb+c=-36 i3}

2. 8} A Faide de {1} et {2, trouvez 4.
b} Déduisez-en b et cavec (2) et (3).
3. a) Trouvez abors une &quation de .

Bl Wérifiez que A, B, Csont bien trods points de . Précisez
les coordonnées de son centre et som rayon.

¥F#1 On se propose de construire le cercle % passant
par A et tamgent en B 3 d, 5'il existe, puis den trouver
une &quation.

{a]
d| B |1

1T ]
-1 YT

=
1 T P

1. 2 5i le cercle % existe, pourquoi son centre | appar-
tient-il 2 la médiatrice de [&B] 7

b} Pourguol | appartient-il 4 la droite & perpendiculaire
enBad?

c| Déduisez-en l'existence d'um point | unique et du
cercle &,

2. a) Trouwer une équation de la médiatrice de [ABL

b} D&duisez-an les coordonnées de | et une quation
de .

F£] On donne le point AD: 3) et la droite d déquation
y=x—1.la droite d coupe I'axe des ordonnéss en B

1. Construisez le cercle & de cemtre A tangentenH a la
droite 4. Justifiez votre construction.

2. 8] Trouvez les coordonnées de H.
b] Déduizez-en AH et une dquation de 6.

El Onodonne les points A—=1; 4) et B(5; 2). M est un
point de coordonnées (x; ¥l

1. Cakculez en fonction de x et y le produit scalaire
MA-ME.

2. Démaontrez gue la ligne décrite par M lorsque
MA-ME = 15 est un cerde dont on précisera le centre
et le rayon.

F.] Orthocentre d’un triangle et cercle

Dans un repére orthonomé (O 7, 1, % est le cerdle
déguation* + v +x-dy—12=0.

1. Construisez le cercle €.

2. € coupe |axe des abscisses en & =t B, et axe des
ardonnéss en C at D (l'ordonnée de D est négativel.

a) Caloubez les coordonnées des points A, B, Cet D

b} On note H le symetrique de O par rapport 3 e des
abscisses.
Démantrez que H ast llarthocantre du triangle ABC

m Angle de deux tangentes

Dans le repére orthonormé |0; 7,1, les courbes %, et
ont pour éguations respectives y =x° ety =X

Les tangentes T, et T, en leur point commun A coupent
Faxe des abscisses respectivernant en M et M.

: I'll-5|'-l_l -

W=l ;M

1. a) Trouvez une équation de T, et T,
bl Déduizez-en les coordonnées de M et M.

. Trouvez, arrondie a un degré prés, une mesure o de
arvgle MAN.

Intersection d'une droite et d'un cercle

Drans un repére arthonormé, 0 F:_F.'. ondonne e cercle ™
d'équation =%+ ¥* —4x + &y + 3 =0 et la droite d d'équa-
tion y=2x-2.

1. Construisez le cercle % et la droite 4.

2. On note M et M les points dintersection de i et 4.
Le but de la guestion est de trouver bes coordonnées
de M et celles de N.

a) Démontrez que les coordonnées de M et de M sont
solutions du systdme !
|' y=2Xx-2
i | P +y -+ By +3=0

b] Démontrez que le systéme (3) éguivaut au systéme
i { y=2x-1
B s_g-0,

) Déduisez-en les coordonnées de M et celles da N

m 1. Tracez la droite d déquation x + 3y — 10 =0 et le
cercle ‘% déguation x* + y*—dx - 2y =10.

2. Calculez les coordonnées des points dintersection
de € etd

FAEEY o reerdce 77 |

£i) intersection d'une droite et d'un cerde

Dans un repére orthonormé [0; T, [} %6 st le carcle de
centre A2 ; 3] et de rayon 4.

La droite d a pour équation y= 2x + 3.

1. Tracez le cercla '€ et la droite d.
2. a) Trouver une Soquation de

I} Queels sont les coordonnées des points M et M dinter-
section du cercle € et de la droite J7

m On donne les points A-1; 2) et B{3; 4), M est un
point de coordonndes (x) ¥l

1. Calculez, en fonction de x et v, H'u. +ME)- MA.

2. Prouvez que les points M tels que :I'I.I'I'_'P. +ME-MA =0
sont situés sur un cercle dont on précisera le rayon et les
coordonnées du centre.

Un ensemble sans utiliser un repére

ABC estumtriamgle rectangle &n A, | est le milisu de [AB].
Le but de Fexercice est de trouver la ligne ¥ décrite par
les paints M tels que MA + ME!- MC = 0.

1. Démontrez queh_l.'ﬁ+ ME = 20,

2. &) Démontrez gue :
2 e H= dquivaut & « MI-MC= 0=

b Déduisez-en .

Eﬂ A et B sont deux points tels que AB =6 cm et | est

l2 milieu de [AE].

0n 52 proposs de trouver l'ensemble ¥ des points M tels

gue AL - MBE= 24,

1. Justifiez chacune des &galités suivantes :

o MAE - MBE= | IA + ME). WA - ME;

u A + ME = 20

2. a] Déduisez de la question précédante gue :
sMeEséquivaut 3 «IM-AB =123

b} On note H le projetd orthogonal de M sur (AL

Cémontrez que I - AE = IH- AB.

g} Déduisez-en gue IH = 2 puis déterminez l'ensem-

bile .
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[ =] Pythagore généralisé

ABC est un triangle. [

a, et ¢ sont les longueurs respectives des oibds [BC],
[AC] et [AB].
Précisez les objectifs de Falgorithme o-dessous.

La variable notée ACE et la mesae en mlarudel'mghffﬂ,
instruction powa,2] comespond 3 &2et sqrix i/ x.

{74 Réduisez chacune des expressions suivantes:
» Alx) = sin 2 0os 3x — cos 2 sin 3x.
» Bix} = cos 4x cos 3x + sin dx sin 3x.

E] Exprimez chacune des expressions suivantes an
fonction de sinx et cosx

)

b} 2 sim (x —%J

a.h,l'ﬂ_sin |Ilh'+

VARTARLES

a E3T_O0 _TY¥PE HOMBHRE

h E3T_ DU _TY¥PE MOMHEAE

o EET DU _TYPE MOMBAER

ACHE EET DU TYFE MKIKHEE

P EST_DUO_TYFE HNOMEHRE

CDEBUT ALGORITHHE

LIRS a

LIRE b

LIRS ACH

o PREND_LA VALEOR agrtipowia,2}

+powi b, 2) -d¥a* htons {WCE) |

P PHERD_LA VALEUR at+htco
AFFICHER o

APFICHER

FIN_ATLGORITHME

LOGIQUE
'™} implication directe et réciproque ——

Pour chacune des implications suivantes !
) dites si elle est waie;
b forrnulez Fimplication réciprogue;

c] dites sl cette implication réciproque ast vrale.
Toutes les réponses doivent &tre justifides,

1. ABC est un triangbe.
5i BAC estun angle obtus, alors BCE = AB* + AC?,

2. 5i on connalt les trois c&tés d'un triangle, akors on
peut calculer les trois angles.

LES FORMULES D'ADDITION
ET DE DUPLICATION

m Calculez cos 2y dans chaoun des cas suivants !
42 sl

7 b) cosx= g
F.71 Calculez cos 2x et sin 2x dans chacun des cas sui-
Wants :

alcosx=

alxe[-x; I:IJE‘EED&I:—:,'

X . i
[+ —:u| et =—
];va[1 ﬁ] zin & 3
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| 89 | Démontrez les &galités suivantes :
al sin {a+ x) cos (g - x) 4 5in (o - %] cos (g + ) = 5in 2a;

b) sin [a + b] sin (@ - b) = sin® g - sin® &

m xestun nombre de lintervalle ]EI:%[.

1. Réduisez l'expression suivante :
sim 3% cos ¥ — sim X cos Ju
2. Déduisez-en que
sin 3x _ tos v 5
sinx  cosx

1. Em tenant compte des T

renssignements portés sur la o 2

i

figure ci-contre, caloulez sin —. A . H B
3

b

2. Déduisez-en que cos C = o

puis caloulez une mesure de I'angleEi un degré prés,

E:'-'l Un cerf-wolant a la forme ci-dessous.
X

X IIII. Fx
lh' Il

s
Pt
™
1.Cak:ulezcu5% etsin%.
2. Déduisez-en gue sin 8 =%.

E:] “% estun cercle trigonométrigue de centre O
On a dessiné un polygone régulier de 16 coftds inscrit
dans .

1. Pourquai le nombre % est-il associé au point B
de 7

2. =) Reproduisez la figure et placez-y les points S, D et E

respectivernent associds aux nombres %% E‘t%_

b Exprimez las coordonndes de ces points en fonction
x o
de cos — et sin—.
Cos T sin E
3. En tenant compte des résultats précédents, démaon-
rez que:
i ELN |

1 . n
EIHEE + smi? + 5in - +5imt— =

2.

I:'g;tf_] a &t & sont deux nombres de Fintervalle [Er: %]

1
tel =— Bt h=—0-!
Bls quUe Cos I E o5 3

1. Caloulez la valeur exmacte de sim g et de sin b.
2. Caloulez cosda + b) et sin{a + b).

AVEC LES TICE

[H Tangentes & un cercle paralléles & une droite

donnése
Cians um repére orthonormé, 4 est le cercle déquation
¥ 4y —Bx— 2y — 15 = 0 et d est |a drofte déquation
dx + 3y =0,
Le but de l'exercice est de trouver une équation des tan-
gentes 3 € paralléles d d.
1. Construire aves Geobehra
a) Construisez e cercle % d%quation 2

Ay -fx-2y-15=0

puis la droite d'équation dx + 3w =10.

b Créez le point &, centre du cercle €,
c] Créez la droite A passant par A et perpendiculaire & d.
d)l Créez lex points B et C, intersection de % et da A

@) Créez les tangentes au cercle G en B et C,
Pourquod, &n exdcutant Ce programme, Ewons-nous
répondu au probléme posa?

2. Résoudre le probléme
En exécutant e programme, on trouve bes Squations
des tangentes dans la fanétre Algébre.

a) Trouwez les coordonmées de A puis une &quation
de &,

by} Trounvez les coordonnées de B et € (woir la methode,
exercice 77, page 259).

] Déduizer-an des Squations des tangentes en B et T

Eﬂ Préraquis
Pour tous vecteurs o et ¥
ID-viE=0t+vi-20-¥
Pour tout vectaur AR :
— — —

AE-AE = AB* = ARE
1. Bémonsiration

Démontrez gue MA® + MB* = 2M0* +
M

A.Ei
e

2. Application
Démantrez que £i ABCD ast un parallélogramme alars @
AB* + BC + CD* + DA = AC? + BDP.

les

m Cans un repére orthonornmé, |a droite J a pour
dguation 2x + ¥ + & = 0. Trouvez une Equation du

cerche € centré sur d et passant par les points Al-2; 3]
et Bid; 1.

£ Le carré ABDE et le wiangle o
ABC de la figure ci-contre ont la
ménne airs.

1. a) Démaontrez que 202 = g% sin o ¥

b) Déduisez-en gue : H
sin 2 =41 - cos a. A B

2. Dérmornirez que En%:%. bt b
o

E] Cemaontrez quil est impossible de trouwer un
triangle ABC tel que Br:
AEI + .M:l L T
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Approfondissement I‘:L“_"‘::"“I

([l Intersection de dewux cercles
1. Dans un repére orthonormé ::D;Ef,l, tracez les cercles
4, et diequations respectives :
ey ran-2y+1=0 et F+yi+dn+2y+3=0
2. Démontrez que e sysbdme !
Hryttr-2y+1=10

= {E+f+4x+2y+3=[r

est dquivalent au systéme :

[:=2y+1
BV w4y s x-29+1=0.

3. Résolvez (5") par substitution et déduisez-en les coor-
donnges des points M et M, intersections de £, et%,.

(71 Intersection de deux cercles

Dans un repére orthonormé, & est le cercle de centre
H-3; -3} et de rayon 5, et €' |le cercle de diamétre [4B] tel
que A a pour coordonnges (-2 0) et B(1; 4).

1. Trouvez une équation de 4 et une de '

2. Quelles sont les coordonnées des points d'intersec-
tion de ces deusx cercles 7

H :ﬂ Tangentes & un cercle menédes d'un poimt
Dans un repére orthonormé (0 1, j":'. % est le cercle
d'équation x* + v* + 6x + By — 7 = 0 et de centre |

Le point B a pour cocrdonnées (2 ;7).
Le cercle €, de diamétre [IB] coupe " en M et M.

1. Faites une figura.

2. a] Trouvez une dguation de ;.

b) Déduisez-en les coordonnées da M et M.

3. On trace les droites (BEM] et (BM).

a) Pourguod ces droites sont-slles tangentes a4 7

b Trowvez une quation de chacune de ces droites.

[[E) Une famille de cercles (TIEE|

Au nomibre m, on associe, 51l existe, le cercle % | d'équa-
tion X+ ¥ -dme -2y +5=10.
Omn sintéresse, lorsquil existe, au centre Ade €

1. Expérimenter avec GeoGebra

al Créez un curseur pour le paramétre m.

Réglages : —10 == m == 10; incrémeant 20,1,

b} Saisissez P'équation de & puis utilisez icdne E [pour
créer le centra A

€] Faites warier m awvec le curseur.

Le cercle € semble-t-il toujours exister ? Que se passe-
tilpourm=1?pourm=-17

d] Activez |a trace de A et faites varier m.

Sur guelle ligne semble se déplacer A7
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1. Démontirer

a) Justifier gu'une éguatkon de 5 s8crit :

Le=2mPE+ iy = 1= dmE-1].
b] Démontrez que le cerde %, de rayon non nul existe
si et seulement sim < -1 oum > 1.
) Pourquoi le centre A appartient-il 4 deux demi-droites
igue Fon précisera) ?

ﬂ:ﬂ Un ensemble de points
Dans un repére orthonormé
10:7 T les points & et B ont
pour coordonnéas respectives
(a6; 3 =t(;3)
On cherche Fensemble ¥,
des points Mix; ) tels gue
MA? 4 MB* + MO* = k, k &tant
un nombre donné.
1. Cémontrez |'afirmation suivante :

«M st un point de &, = quivaut 3

x4y —dx -2y 4+ 15 —%:ﬂm.

2. a) Démontrez gue 7, est un cercle de rayon non nul
=i gt seulement si k = 30,

b} Que peut-on dire de 3 si k< 307
€] Construisez -} lorsque k= 42

£ a et b sont deux nombres de lntervalle [EI: %]

tels gue sin a = et sin b =M.

B4+
r

1. Caloulez cos a et vériflez que cos b =
2. 8} Caloulez comig + b) et sinla + bl
b) Deduisez-en g + b puis b,

m 1. Démontrez gue [cos a + sin gl = 1 + sin 29
puis que (cos a + 5in gl{cos ¢ — sina) = cos 2a.

2. Dduisez-en gue pour towt a £ ]EI . %[ 4

1+sin2a _ cosa+sing
Cos 2a cosag-sing

3. Application
ms% + sln%
: _.F
Démantrez que : cusi—sinl =3
12 12
EE] Avec un tétraddre
OABC est un tétragdre tel J:'ﬁ'
gue ADBE et ADC sont des P
triangles rectangles. i
x T /1 el
B‘::‘Iﬂ,ﬂ:—,ﬁ:— Y e
] 3 =
= _i s 10
Bty=—"" -4

1. Démontrez que : AB = 10(/3 - 1.
2. a) Déduisez-en DA,
b Calculez Iaire du triangle ABC.

E[7] Un triangle particulier

1. En tenant compte des ren-
seignements portds sur cette
figure, démantrez que
cos i = cos 2o

2. Quefles sont, & un degré
prés, les mesures des angles
ABC et BCA?

3. Quelle est la valeur exacte de |%aire du triangle ABC?

([T calculer des angles | ALGORITHMIQUE

L'objectif de cet algorithme [Ecrit avec Algobox) est
de déterminer les mesures des amgles d'un triangle
dont on connait les mesures a, b et ¢ des ctés.

A ] B

Les variables x et xd sont les mesures de Fangle
zalpha » [de sommet A) respectivement en radians et
en degrés.

1. Complétez |'algorithmme.

. Vérifiez 'exactitude de vos propositions en déter-
rninant les mesures des angles d'un triangle dont les
Ccétes ont pour mesures encm) ! a=8 b=Tc=5

[EE0).
| = pawefis,2} estla notation whilisée paur e cloul de &,
|+ Math Pt est la notation utilisée pour le nambee .

| = roseny) amomdit la wariabie x 3 Yentier le plus prache.

* WARIADLES

=8 EST_OU TrPE HoMBRE

] EST DU TTPE HOMBRE

= BET_CU TWPE NOMERE

— = EFT_CU TVPE NOMERE

{—zoz_alpha EST_DU TYFE NCMERE

“—wd EST LU TYFE NZHEBRE

v

—LIFE a

t=LIRE k

b= LIRF ¢

b= s akpha PREHD LA VELEUR

l=u PREMO L& “ALELR O

¥ TanT_OUE (conisl =ocon_sipha st <= Math.Fi) FURE
EL"".:I:FUI_IiHI JLUE

 PEEND L, WALEUER <+ 2.0l
AN_T2HT_olE

— AFACHER "a £,01 rad pres, apha = °

— &FACHER: =

= ol FRERL: LA vELELR roundi=k......._......}

— AFACHEFR "a 1 degre prész, alpha =

— AFACHER =d

= FIN_ALGORITHME

EED Des médianes parpendiculaires
ABC est un triangle. G est son centre de gravité | et J
sont les miliew: respectifs des segrments [AC] et [AB].

&

B a C
1. a] Démaontrez que !
1 lrd
Bi=— | + 2 —
2 2

b Calculez de méme C1%
] Déduisez-en BG® et OG* en fonction de a, b, .

2, Démontrez I'Squivalence suivante :
zLes médianes (Bl) et (CJ] sont perpendioulaines s
équivautd 20” + c = Sa's.

P ailatives
| s | S
E[El Dans un repére orthonormé |0; T':j"" ¥, et %,
somnit les cencles d'éguations respectives :
ey rdr-3y+4=0 et x*+y-fy+8=0
Démantrez gue %, et &, sont tangents entre sux et
tangents au cercle €, de centre O et de rayon 4.

EEE Cans um repére orthonommé [D: i':f:'. la droite d
a pour quation x sin @ + ¥ cos A —sin 26 = 0 avec

Ae ]n:%[.

La droite d coupe les axes du repére en M et b
Démaontrez que la distance MN est constante et que
le milieu | de [MN] se déplace sur un quart de cercle

lorsque A décrit Fintervalle ]n:%[.

Em Line réserve d'eau ayant la forme d'un triangle
ABC est entourde de trois terrains de «forme carrée s
et d'aires respectives 900 m2 6400 m? ot 4300 m2

Quelle est la superficie de catte réserve, qui sert a
irriguer cas trois terrains 7

4 900 m=
lﬁl}ﬂrql"

6400 m*
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Travail en autonomie

=¥ Les exercices suivants permettent de revoir les principales méthodes
de résolution abordées dans le chapitre. Faites ces exercices a votre rythme,
en utilisant si besoain les coups de pouce ,-';‘ﬂ page 381.

B.Y Drun cerde 4 son équation 1

Dians un repére orthomormé o Ff' on donne les paints
suivants

sAl-1:2);

o B{4; 4);

sCia; 1]

Trouwez une Squation du cercle circonscrit au triangle
ABC.

“ Orthocentre et cercle droonscrit

Dans un repére [0: 771, on donne les points A(0: 3) et
E{4:5). On note *: le cercle circonscrit au triangle AQE.
1. Trouvez une équation du cercla €. 7|2

2. a) La droite d%quation x = 4 coupe % en B et D.
Quellas sont les coordonnées de 07 43

b] Le cercle ' coupe Faxe des abscisses en O et
Quelles sont les coordonnées de C7 0 4

3. H est b= symiétrique de D par rapport 3 (0C). Démaon-
trez que H est Forthocentre du riangle OBC. 1§

E Avec les angles assodés

- - ) FH Y
= —_— —?'Q‘Ii
1. Pourguoi sim 10 Cos 5

2. Démaontrez que !
slni% + slnif—': + 5[111% + 5|ﬂ1% =207
3. Démaontraz que !
i = x 43 a
— + o005 — + cos— + cos— =0, 8
|:v|:|55 :c-sm nusm m55

B} Letriangle olympique | #

Une cornpétition nautique e déroule salon un parcours

type appelé triangle olympigue.
-
= — T
R |
i o v
e ]
o a
o rg
i i’
- .‘l
Sl e I'.' iy
.-"-- ]
e 70
e A __ar
3 milles B
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Fartant de A, les voiliers contourment la boude en B, puis
la boude en C avant le retour en A 0N a porté sur la figure
k== distances en milles « marins = ow emilles nautigques =
Caloulez la distance AC, arrondie au dizxidme de mille.

ﬂ 0¥ un polygone régulier a I"awtre

AEBC est un triangle égquilatéral de cbté g et de centre O,
On & construit wn carré sur chaque cété du triangle
comme |'indique la figure ci-dessous.

D |
A
E f i H
:""' :I:TH-H" -
B = C
F G

1. Calculez OL <710

2. Démantrez que "hexagone DEFGHI est inscrit dans
un cercle dont on précisera le centre et le rayom en
fonction de a. 511

3. Reprenez les questions en remplagant ke triangle
eguilatéral par un hexagone régulier de cité a.

ﬂ Le cercle des neufs points
Dians un repéra orthanarmé |07, |, on donne les paints
Alg; 0, BiO; &) et C[-2; 0).
On note H l'orthocentre du triangle ABC
L. E, F sont les milieux respectifs des segments [BC],
[CA] et [AB].
4 est le cercle circonscrit au triangle DEF
1. WErifiez gue € a pour équation :
3 ke ;

iy 3 ¥ I}I_D. L]
2. Les points M, O et M sont les pieds des hauteurs issuss
respectivernent de &, B et C,
Les points 1, J et K sont les milieux respectifs de [HAJ,
[HE] et [HC].
Verifiez quee M, O, M, 1, ). K sont des points de . 13



