CHAPITRE

Produit scalaire

ACTIVITE =5

donc 8 =2AB x BH =2AB x BC x cos 6.
m * Figure 2 : § = (AB - BH)> - AB* - BH?> =-2AB x BH.
Or, dans le triangle rectangle CHB,
1 S=AC?’-AB2-BC?=CH?+AH?-AB?- (CH?-BH?) BH = BC cos (1t — 0) = — B cos 0.
=AH? - AB*- BH~. Donc : = 2AB x BC x cos 6.

2 ¢ Figure 1: AH?>=AB?+ BH? + 2AB x BH;; * Figure 3 : méme démonstration.

PROBLEME OUVERT

Considérons le repere orthonormé (A; i, ), dans lequel : Le triangle AHB est rectangle en H, d’ou le résultat.
B(6; 0) et D(0; 6). * Apreés le chapitre...
Alors : G(—4; 0) et E(0; —4). Il en résulte que O(-2; 3). AG+ AD=2A0¢etEB = AB - AE.
La droite (EB) a pour équation 2x — 3y — 12 =0 et (OA) a Donc : 2AO-EB = (AG + AD) -(AB - AE)
pour équation y = — 3 x. Donc H, intersection des deux = AG-AB - AD-DE
24 36 =—-AG xAB + AD x AE
droites, a pour coordonnées (E’ - E) =24 4+24=0.
1872 4212 6084 D’ou I’orthogonalité des deux vecteurs OA et FB, qui
AH? + HB? = + = =36=AB>
169 169 169 prouve que (DA) L (EB).
Application ue. 20

@B =) AC2:-5) et AB4;2); donc AB-AC = -2. €3 20i08--

= aA 21 1 2
b) AB-AC=AB x AC xcos?_2x2x (—E) =-2. b) OA-OC = OA x OCx—%:—l.
¢) AB-AC =AB x AC xcos%=2x2ﬁx\/72:4. ¢) OA-BC=—0AxBC =-1.
€D ~B(-2;4) et AC2;-1); donc AB-AC =-8. d) OA-AD =-2.
B a)u-v=2x1+3x(-2)=-4. D 1. On choisit AB- AC = AB x AC x cos BAC.

N 21 —
b)u-v=5><2><005<—?)=—5- 2.18 =6 x 23 cos BAC;
c)ﬁ-?:%(16—9—4)=%. donc:cosB/A\C=§etBT‘E=%.
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@D 1.2BA= 0+ 16=5etBC=\64+16=45.
b) BA-BC =24 + 16 = 40.
BA-BC =205 cos ABC.
2.cosKB\C=%etmz27°.

V
- 1. AB(6 ~2)et AC(3:4); donc AB-AC=10.
2.a) AB-AC =AB x AC x cos BAC =210 x 5 x cos BAC;

donc cos BAC = ;

—— V10
b) BAC = 72°.

€D 28 AC=AaB xACxcos%

—

soit 3 =4 x AC x % =23 AC.

Donc AC = %

n On note 0 I’angle geometrlque associé.
a) 33 = 6 cos(u, V) soit cos O —Tet 0 —g
b) ii-v =0 donc 6 =~

2
2n

;dolt: 0=—.
ol 3

) 2B xAC=15etAC=3;donc AB =5.

€D -

=-12.

¢)-3=6¢cos0, soitcos@:—%

b)u-v

Qu-v=12.

m a)AC-BE=AB-BE D C
=AB xBE [
=6.

b) CE-AD = DA-AD

=-9.

m 1. H est le projeté orthogonal de C sur (AB); donc
AC-AB = AH-AB.
2.a)HE (AB)et AB-AH=-12<0;

donc AB et AH sont colinéaires et de sens contraires.

AH=£=2.

6
1 C

T 1

2 A 6 B

H

I oB.0C =(0A + AB)-(OD + DC)
=OA-OD + OA-DC + AB-OD + AB-DC.

Or: OA-DC = AB-OD =0.
Donc : OB-OC = —OA2+AB xDC=-4+15=11.
AB+BJ) (IA+AD)

B :i -
= AB-TA + AB-AD + BJ-1A + BJ - AD.
Or:AB-AD=BJ-1A=0.

Donc:§~ﬁ=—%AB2+%AD2=O.

Ainsi, les droites (AJ) et (ID) sont perpendiculaires.

€ 1.08-0C=(0A+AB)-(OD + DC)
=OA-OD+OA-DC+AB-OD+AB-DC.

Or OA-DC =AB-0OD =0.

Donc: OB-OC =— OA’>+AB>=-4 + 16 = 12.

2.a) OB=0C =16 + 4 =2,5.

b) OB -OC = OB x OC x cos 8 = 20 cos 0.

12 3 . o
3.0056—%—§, soit 6 = 53°.

1.a).b)

2.7-n’ =0, donc les droites d et A sont perpendiculaires.

m u est un vecteur normal & A qui a donc une équation
de la forme : x + 2y + ¢ = 0.
Or:BQ2;1)&eA;donc2+2+c=0etc=-4.

A a pour équation : x + 2y —4 = 0.

m a) A, a pour vecteur normal n(-3; 2), donc A, aune
équation de la forme —3x + 2y + ¢ = 0.
Or:A@3;5) €A ;donc: -9 + 10 + ¢ =0soitc=-1.

A, a pour équation : —3x+2y—1=0.

b) A, a pour vecteur directeur 7(-3; 2), donc A, a une
équation de la forme 2x + 3y + ¢ = 0.
Or:A(3;5)€A,;donc: 6+ 15+ ¢ =0soit c =-21.

A, a pour équation 3x + 3y - 21 =0.

m d, a une équation de la forme x + 3y + ¢ = 0.
Or:A(2;3)&€d,;donc:2+9 +c=0soitc=-11.
d, a pour équation x + 3y — 11 =0.

d, a pour équation y = 3.

d, a pour équation x = 2.



m Démontrer que deux droites sont perpendiculaires
® Les outils :

— Produit scalaire.

— Vecteurs colinéaires ou orthogonaux.

e [’objectif :

— Démontrer une propriété d’une figure en utilisant la
décomposition d’un vecteur et 1’orthogonalité de vecteurs.
1.a)m+ﬁ=ﬁ+m+ﬁ+ﬁ.

OrIM + ID = 0. D’ol le résultat.

2.a)2A1- BN=AM-BN+AD-BN=-AMxAB +ADxAN.
Or AB = AD = ¢ et AM = AN. Donc AI-BN = 0.

b) Les droites (AI) et (BN) sont perpendiculaires.

m Choisir un repere pour démontrer
® L’outil :
— Forme analytique du produit scalaire.
® Les objectifs :
— Démontrer une propriété a I’aide d’un repere bien choisi.
— Exploiter la forme analytique du produit scalaire.
1.a) A(a; 0), B(0; a), C(0; ¢), D(~c; 0) et E(a; —a - c).
b) I<£;£>, J(a—c ;— at C) et K(—i; i).
272 2 2 272
2. ﬁ(—i; —a —£> et H((—a—i; £);donc IJ-AK = 0.
2 2 2°2

Ainsi, les droites (1J) et (AK) sont perpendiculaires.

Exploiter ’orthogonalité et les équations de droites
® Les outils :

— Equation cartésienne d’une droite.

— Equation d’une médiatrice.

® Les objectifs :

— Trouver une équation d’une droite a I’aide du produit
scalaire.

— Trouver les coordonnées du point d’intersection de deux
droites sécantes.

— Trouver une équation d’une tangente a un cercle a 1’aide
du produit scalaire.

1.2.

3.a) d, a pour équation y = 1.

Activites de recherche (g 226

Le milieu H de [AB] a pour coordonnées (% ; 4) etﬁ@ 3 4).

Le vecteur AB est un vecteur normal 2 d,, donc d, a une
équation de la forme 3x + 4y + ¢ = 0.

Or:HEdz;donc:%+16+c=Osoitc=—47].

3x+4y- % = 0 est donc une équation de d,.

b) I a pour ordonnée 1, donc son abscisse est donnée par

3x+4—ﬂ=0, soitx:g.
2 2

Ainsi, I a pour coordonnées (E, 1).

4, ﬁ(—%; 5), donc u(-1; 2) est colinéaire a IB.

Le vecteur u est normal 2 A qui a donc une équation de la
forme —x + 2y + ¢ =0.

Or:B&€A;donc:-3+ 12+ ¢=0soitc=-9.
Ainsi, A a pour équation —x + 2y -9 =0.

m Narration de recherche
On cherche a exprimer de deux manieres le produit scalaire
IB-IC.
« B-IC = (TA + ABJ-(ID + DC)
=IA-ID + AB-DC

carIA-DC = AB-ID = 0.
Ainsi :
IB-IC =—IA-ID + AB?

B :—%a2+a2=%a2.
*IB-IC=1IB x IC x cos 6.

_ 2 ’h
Or:IB=JAB2+A12=\a2+a_= a7

16 4
etlcwmﬂ/iazmz:z&
16 4
o, 2 17
Donc : IB-IC = day17 cos 0.
5 3 16 12
fl en résulte que cos 6= Z @ x 5a2\,”1_ - 5V17 ’

et 0 = 54,4°.

m Narration de recherche

Choisissons un repére orthonormé (A ; ;,;) tel que AB = ai
et AD = aj’. Ainsi : B(a; 0), D(0; a) et C(a; a).

On note m I’abscisse de M. Or M est un point de la droite
(DB) d’équation x + y — a = 0; donc M a pour ordonnée
y=a-m.

M a pour coordonnées (m; a —m), P(m; 0) et Q(0; a — m).
Le vecteur WQ(— m; a—m) estun vecteur normal a A. Ainsi,
A a une équation de la forme — mx + (a —m)y + ¢ = 0.
Or:M@m;a—-m)EA,

donc : —m? + (a — m)> + ¢ = 0 soit ¢ = 2am — a>.

Ainsi, A a pour équation : — mx + (a — m)y + 2am — a* = 0.
Avec une construction exacte ou avec GeoGebra, il semble
que C(a; a) soit un point de A.

Vérification : —am + (a — m)a + 2am — a*> = 0,

donc C(a; a) €EA.
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m TP - Appartenance d’un point a une figure donnée

2.a) A<— %; —2), B(S ; %), M(m ; %)

b) ﬁ(%, %) colinéaire 2 u(3; 2);

m<m - 3; 1 - l) ou encore m<m - 3; - m_—3)
m 3 3m

colinéaire a v(-3m; 1).

¢) (MH) L (AB) donc MH-% = 0, car # est un vecteur
directeur de (AB).

(AH) L (MB) donc AM -v=0, car v est un vecteur directeur
de (MB).

Wl(x—m;y—l>, doncml-ﬁ=3(x—m)+2<y—l)=0
m m
soit 3x+2y=3m+£.
m
H—I(x+%;y+2), doncﬁ’l.3=-3m<x+%)+ 1y+2)=0

. 3
s01t—3mx+y=?m—2.
* En multipliant la premieére équation par m et en addition-
nant avec la seconde :

m + 1)y=3m2+%m=%m(2m+ D).
Orm#—l,doncy:émet3x+3m=3m+gsoitx=i.
2 2 m 3m

Ainsi, y= 1 et H est un point de la courbe d’équation y = l
X X

E¥Y -10+x=0doncx=10.
€D |i|=9+16=>5.
ENiv=1-8=-7.

€D va:3.

€D ic.-.

Qi —V)-w=-13,

m cosEA\C=—%;m=2—n.

3
m a=6.

LES DIVERSES EXPRESSIONS
DU PRODUIT SCALAIRE
Y a)iv=7.
3y10

_ 2
b)ﬁ-V:JSx.%xﬁ: .
2 2

c)(ﬁ-?z):%[16—4—9]=%.
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m TP - Etude d’une configuration

2. a) La tangente d en M a pour équation

yzm(x—m)+ﬂ2+ 1 soity:ﬂx+ 1—ﬂz
2 4 2 4

oumx—-4y+4-m?=0.
Le vecteur 71(4; 2m) ou u’(2; m) est un vecteur normal a
A etA,.
Chacune de ces droites a donc une équation de la forme
2x+my+c=0.

m3

m? m’ .
°M<m;7+ l)EAz,donc3m+7+c=0s01tc=—3m—7

et A, a pour €quation 2x + my — 3m — mT =0.

* F0; 2) A, donc ¢ = —2m, donc A, a pour équation
2x+my—2m=0.
b)A(O; 3 +m72> etC(O; 1 +m72);
AC(0; —2) donc AC = 2.
c) Le point B appartient a d d’équation 2mx — 4y + 4 —m*=0
eta A d’équation 2x + my — 2m = 0, donc ses coordonnées
vérifient le systeme :
2x +my—-2m=0 X m
{2mx—4y+4—m2:0 x —1
Par addition :
m*+4)y-m>-4=0soity=1.
Ainsi, le point B est un point de la droite d’équation y = 1.

Entr(linement (page 230)

i) a) AB-AC =0.

b) AB-AC=AB-AH=15.

) BAC = 40°, donc AB-AC =9 cos 40°.
d) A(1;4),B(-3;0)et C(3;0);

donc ﬁ(—4 =4 et R(Z; -4).

Ainsi: AB-AC=-8+16=38.

e) AB-AC = AB-BD

= % (AD? - AB> - BD?)

1 5
=—(25-16-4)=—.
2( ) 2

10 1 T
ma)cose—%—z,ﬂ—?.
—3\/§ V/g S5n
b) cos 6 = =- .=
yeos 6 =—¢ 2 6
12
=——=—1‘ = JT.
c) cos O 2 ;0=m

Corrigé dans le manuel.

€YY AM-AB = AO- AB (théoréme de la projection).
AO-AB=AOxAB (vecteurs colinéaires et de méme sens).

AO = %AB ; d’ou le résultat.



(45 ] HS-E:ABXACXCOS%

. 1 3
501t3=4xACxE=2AC;AC=E.
€ AB-AC=-1=-AB xAC;d’oﬂACz%.
Corrigé dans le manuel.

€E) AB-AC =4B,-AC
=AH-AC.

Or ﬁ; AC =6 et /

AM et AC sont colinéaires [

et de méme sens.

Donc AHxAC =6 \

3
etAH = >

D’ou la construction.

REGLES DE CALCUL

€Y a)u-Gi+v) =il +i-v=9+12=2I.
b) 2u-(-3v) =—6u-v=-72.
A (u+v =ul’ +|v|} +2u-v=9+25+24=58.

&) ayuiv=1 b)i'=5.
Q) (i —2v)-(2u—v) =2)|ul* +2|v|] - 54-v
=10+68-5="73.

1 1 3

1.4 V=—(AC*~AB*~BC?) =— (16 =9 —4) = —,
(51 JRIiS X )= ( =3
2. (u-v =|[dlf +|v[f-2u-v=9+4-3=10.

DB = AB - AD =i — v; donc DB =1/10.

@ Corrigé dans le manuel.

donc

u-v = 0 par hypothése ;
Uu—v)

u =
d =] = (u+ 3 =-8|v|f =-32.

—

@3 R=F +F doncR =|F/} +|F,| +2F,-F,
soit ﬁz = 90000 + 40000 + 120000 cos 50°

=10*13 + 12 cos 50°).
Donc R =455 N.

B 1. =i+ =l + 25+ 20y
=4+ x> -2x=x*-2x+4.

2. |w|=3ex-2x-5=0.

A=24;x,=1+\6etx,=1-6.

PRODUIT SCALAIRE
ET ORTHOGONALITE

D 2BG: 1): ACG5:-5): BC2:-6).
AB-BC =0, donc le triangle ABC est rectangle en B.

AM(x; —1) et BM(x — 5 —4).

ABM rectangle en M < AM-BM =0
< xXX-5x+4=0
< x=1loux=4.

E) 1. AC=AB+ADetBD=AD - AB.
2. AC-BD=AD?>—AB?= 16 — 36 = —20.

m 1.0nprojetteﬁsurﬁj:E-@zﬁ"ﬁ.
2.BD=136+16=2/13et AC’-BD=-20;

20 10V13

213 7 13

Corrigé dans le manuel.

G 1.2) ACC=AB>+ BC?*=24%; d’0it : AC = a2
AG?=AC? + CG? = 3a*; d’otr : AG = a\/3.
b) OA-OC = OA x OC x cos 0.
AG a3
OrOA=0C=—"Z =952
' 2 "2
Donc OA-OC = OA2 cos 0 = % a® cos 0.

donc A’C’ =

2.a) OA = OH + HA et OC = OH + HC = OH — HA.

L, 2 AC? & a4 a*
b) OA-OC = OH2 - AH2 =4 _ 2%~ _ .
) 4 4 4 2 4

2
3.—a—=iazcosﬁsoitcosﬁz—l.
4 4 3

D’ou 6 = 109,5°.
Corrigé dans le manuel.

E) A6:0).BO:8) et C2;2).
CA(4;-2) et CB(=2: 6).
CA-CB=-20=CAxCB x cos 0 = 2.5 x 2410 cos 6.

D’oﬂ:cosﬁ:—%etG:S—n.

N

N

m a) Réciproque : siu-v =u-w,alors v=w.
Uuv=u-weu-V-w)=0.

Donc u est orthogonal 2 v —w.

La réciproque est fausse.

b) Réciproque : si u* =12, alors i = V.

w = v < [l = ¥

La réciproque est fausse.

) Réciproque : si u est orhogonal AV —w, alors u-v=1u-w.
u orthogonal 4 vV —w équivauta u-(vV-w)=0
soitu-v=1u-w.

La réciproque est vraie.

d) Réciproque : si AB-AM = %ABZ, alors M est un point
de la médiatrice de [AB].

Si AB-AM = % AB?, alors AB-AH = % AB? avec H

projeté orthogonal de M sur (AB).

Donc AB et AH sont colinéaires de méme sens.

Il en résulte que AB x AH = %AB2 soit AH = %AB.
Donc H est le milieu de [AB] et M est un point de la
médiatrice de [AB].

B CD(-4:12), AB(-6;-2); AD(2; 4) et BC(12; -6).
AB-CD=0et AD-BC=0.

Donc D est I’orthocentre du triangle ABC et le quadrangle
est orthocentrique.

Corrigé dans le manuel.
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1'a=xB_xA’b=yB_yA’C='xD_xCetd=yD_yC'
2,

1 VARIABLES

2 XA EST_DU_TYPE NOMBRE

3 yA EST_DU_TYPE NOMBRE

4 xB EST_DU_TYPE NOMBRE

5 yB EST_DU_TYPE NOMBRE

6 xC EST_DU_TYPE NOMBRE

7 yC EST_DU_TYPE NOMBRE

8 xD EST_DU_TYPE NOMBRE

9 yD EST_DU_TYPE NOMBRE
10  a EST_DU_TYPE NOMBRE

11 b EST_DU_TYPE NOMBRE

12 ¢ EST_DU_TYPE NOMBRE

13  d EST_DU_TYPE NOMBRE

14  p EST_DU_TYPE NOMBRE

15 DEBUT_ALGORITHME

16 LIRE xA

17  LIRE yA

18  LIRE xB

19  LIRE yB

20  LIRE xC

21 LIRE yC

22 LIRE xD

23 LIRE yD

24  a PREND_LA VALEUR xB—xA
25 b PREND_LA VALEUR yB-yA
26 ¢ PREND_LA VALEUR xD—xC
27  d PREND_LA VALEUR yD—yC
28  p PREND_LA VALEUR a*c + b*d
29 Sl (p==0) ALORS

30 DEBUT_SI

31 AFFICHER «Les vecteurs sont
orthogonaux.»

32 FIN Sl

33 SINON

34 DEBUT_SINON

35 AFFICHER «Les vecteurs ne sont pas

orthogonaux.»
36 FIN_SINON

37 FIN_ALGORITHME

3. Les vecteurs AB et CD ne sont pas orthogonaux.

DROITES ET PRODUIT SCALAIRE
(68 B

102

b)
4]
3]
2
1 A diy=1)
T
rd I
J |
B3 2 “Aglji 1 2 3 4 5 6
-1 1
)
<—rA 4
3
2
dx=-2) 1
j
6 5 4 3 2 1 0 7 1
-1
d) 3
2
d(-2x+3y+1=0)
1
1 le X

m a) u(4; 2) est normal 2 A, donc A a une équation de
la forme 4x + 2y + ¢ = 0.

A€ A, donc-8+2+c=0soitc=06.

Donc A a pour équation 4x +2y+6=00u2x+y+3=0.
b) De méme, on démontre que A a pour équation
x+2y-8=0.

70 BR @)(4; —5) est un vecteur directeur de A,.
Une équation de A, est Sx +4y + 14 = 0.
2, A, a pour équation 4x — 5y + 3 = 0.

a) 7,(1; —2) et n,(6; 3) sont des vecteurs normaux
respectivement a d, et d,.

Or n,-n, =0, donc d, et d, sont perpendiculaires.

b) n,(2; 1) et n(1;-2).

n,-n, =0, donc d, et d, sont perpendiculaires.
o7 (1+\2;-1)etn,(2-1;1).

n,-n, =0 donc d, et d, sont perpendiculaires.

a)e A, aune équation de la forme —3x + 2y + ¢ = 0.
AEA ;donc:3+6+c=0,s0itc=-9.

Donc A, a pour équation —3x +2y -9 =0.

* A, a une équation de la forme 2x + 3y + ¢ = 0.
AEAZ;donc:—2+9+c=Osoitc=—7.

A, a pour équation 2x + 3y =7 =0.

b) A, a une équation de la forme x — 2y + ¢ = 0.

OrA€A ;donc:5-4+c=0etc=-1.

A, a pour équation x -2y — 1 = 0.

De méme, A, a pour équation 2x +y — 12 =0.



1.a) Pour la copie O, on ne projette pas sur ACou AF.
b) Pour la copie @, le repére n’est pas orthonormé.

2. AC-AF = |AB + AD)-(AE + AG) = AB -AG + AD- AE
soit AC-AF=-9+18=9.

Corrigé dans le manuel.

J4&3 1. H est I’orthocentre du triangle AOB.
2. OH(x y), AH(x - 2; y— 1), OB(~1; 3), AB(-3; 2).
AH- OB——x+2+3y 3=0so0it—x+3y=1.
OH- AB——3x+2y—0.
Donc les coordonnées de H vérifient le systeme :
{— x+3y=1
-3x+2y=0.
(2.3
3. H a pour coordonnées | —; —|.
77
1. AC(4; —6) et AB(=3;—6).

Les points M et N ont respectivement pour coordonnées
4;y)et(=3;,).
OM-AC =0 < 16 -6y, %
ON-AB=0<9-6y,=0<y, ==

=0<:>yl=

Donc M a pour coordonnées (4; %) et N<—3 ; %)

2. a) La droite (MN) a pour coefficient directeur
3 8 7

.23 _"6_1

3-4 " -7 "¢ |
Ainsi, (MN) a une équation de la forme y = —x + p.

Or:M(4;%)E(MN);donc:%=%+petp=2.

Ainsi, (MN) a pour équation y = %x + 2.

b) Il en résulte que H a pour coordonnées (0; 2).
3.BH(3;2) et AC(4;-6), donc BH-AC =0.

Conclusion : (AH) et (BH) sont deux hauteurs du triangle
ABC, donc H est I’orthocentre.

Corrigé dans le manuel.

v£3) 1. AB(-4;-3); AB=116+9 =5 donc B € €.
2. Le vecteur AB est normal 2 la tangente T en B. Donc T a
une équation de la forme —4x — 3y + ¢ = 0.
Or:B&T;donc:4+6+c=0soit c =-10.
La tangente T a donc pour équation 4x + 3y + 10 = 0.

AVECLES TICE

1. b) Il semble que la droite (MN) passe par F(0; 1).
2.a) M(m; m?), m=0,etN(;n?,n=0.
Donc : OM -ON = mn + m*n® = 0, soit mn(1 + mn) =0,

doncn=- i N a pour coordonnées (— l; %)
m m m
SN 2 2 2
b) MN(— L+ m ; (d +m )(21 m) ) est colinéaire a
m m

u(-m; 1 —md.

¢) (MN) a une équation de la forme (1 — m*)x + my + ¢ = 0.
Or M € MMN), donc m —m?> + m*> + ¢ = 0, soit ¢ = — m.
Ainsi, (MN) a pour équation : (1 —m?)x + my —m=0.

Le point F(0; 1) appartient a (MN).

1) 3.aIC.10=IC- M

car M se projette orthogonalement en O sur (IC).

De méme : IC-IM = IH-IM

car C se projette orthogonalement en H sur (IM).
IB-IM=IH-IM pour la méme raison.

Enfin, le triangle IBM est rectangle en B, donc M se projette
orthogonalement en B sur (IB) et IB-IM = IB

b) IC- [0=IB =4,doncICxI0=4etIC=1.

Le point C a pour coordonnées (0; 3).

{o]d

Restitution organisée de connaissances

63D 1.8c2=BC-BC
=(AC - ABP
=AC? + AB>—2AC-AB.
2.AB?=(AH + HB}
=AH>+HB?+2AH-HB (1).
AC?=(AH + HCP
=AH? + HC? + 2AH-HC (2).
— AC?= HB? - HC* + 2AH - (HB - HC).
OrHB-HC =CB et AH-CB = 0.
D’ou le résultat.

Prendre toutes les initiatives

m PC = MB + ND et MN = AN — AM; donc :

PC-MN = (MB + ND) (AN AM)
=MB-AN - MB-AM + ND-AN - ND-AM
= 0 -MB-AM+ND-AN- 0
=-AMxMB+ANXxND =0

(PC) et (MN) sont perpendiculaires.

EE) MA-MB = MA-(MC + CB) = MA-MC + MA. CB.
* Si M € d, alors MA-CB = 0.

Donc : M € d = MA-MB = MA-MC.

* Réciproquement :

si MA-MB = MA-MC, alors m(m - WC) =0

soit MA-CB = 0 et M appartient a la perpendiculaire a
(BO) passant par A.

Donc : MA-MB = MA-MC = M € d.

* D’ol I’équivalence.

m *MA-MB=0< ME%,

ol 6 est le cercle de diametre [AB].

+Si AB-CM = 0, alors M € d, ou d est la droite perpen-
diculaire en H a (AB) ol H est le projeté orthogonal de C
sur (AB)

Or: AB-AC=AB-AH<O0;

donc H, A, B sont alignés dans cet ordre.

Ainsi, il n’existe aucun point M tel que AB-CM = 0 et
MA-MB = 0.
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m 1. Dans les deux cas, le point B se projette orthogo-
nalement en H sur (AM), donc MA-MB = MA-MH.

2. a) Si M est intérieur au cercle, MA et MH sont de sens
contraires et leur produit scalaire est (strictement) négatif,
donc MA-MB < 0.

b) Si M est extérieur au cercle, MA et MH sont de méme
sens et leur produit scalaire est (strictement) positif, donc
MA-MB > 0.

3. a) Si MA-MB > 0, il résulte du 2. a) que M n’est pas
intérieur au cercle. Ainsi, M est extérieur au cercle.

b) De méme, si MA-MB < 0, alors M est intérieur au cercle.

4.

1 VARIABLES

2 XA EST_DU_TYPE NOMBRE

3 yA EST_DU_TYPE NOMBRE

4 XxB EST_DU_TYPE NOMBRE

5 yB EST_DU_TYPE NOMBRE

6 XM EST_DU_TYPE NOMBRE

7 yM EST_DU_TYPE NOMBRE

8 p EST_DU_TYPE NOMBRE

9 DEBUT_ALGORITHME

10 LIRE xA

11 LIRE yA

12 LIRE xB

13 LIRE yB

14 LIRE xM

15 LIRE yM

16 p PREND_LA_VALEUR (XM—xA)*(xM—xB)
+ (YM-yA)*(yM-yB)

17 S1(p==0) ALORS

18 DEBUT_SI

19 AFFICHER «M appartient au cercle de
diametre [AB]»

20 FIN_SI

21 SINON

22 DEBUT_SINON

23 S1 (p>0) ALORS

24 DEBUT_SI

25 AFFICHER «M est extérieur au cercle
de diametre [AB]»

26 FIN_SI

27 SINON

28 DEBUT_SINON

29 AFFICHER «M est intérieur au

cercle de diametre [AB]»
30 FIN SINON
31 FIN SINON

32 FIN ALGORITHME

Approfondissement (.. 235)

€3 10:)). ABG:-2) et IC(3: 3 - y).
TB-E:0©9—6+2y:0@y:—%.
1.2) OB-OC = (OA + AB)-(OA + AC)
=0A?+ AB-AC

car OA-AC = AB-OA =0
soit OB -OC = 900 + 300 = 1200.
b) OB =900 + 225 = 155 et OC =+/900 + 400 = 10/13;
donc OB -OC = 150465 cos o.

2.cos o= 1200 __8

150/65 ~ 65°
1. On note K le projeté orthogonal de A sur [BC];
BC-BA=BC-BK=BC xBK =8.
2.BC-BA=BA-BH=BAxBH=38.
BH=> -2 ctHC = \/16——= [16x8 _ 82

6 3 Voo 3

€X) a) HA-BJ = HA-IK = HA-CJ (projection de B et
CJ sur (AH)).

—_— o =

b) HB-BC =IB-BC =—-IB x BC.

,soit o= 7,1°.
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m 1. AL-Al = AL AB car (A) L (B)).

Al-AB = AH-AB car Al se projette en AH sur (AB).
AH-AB = AC-AB car AC se projette en AH sur (AB).
AC-AB = AC? car (BC) L (AC).

2. AC? est une constante donc Al-AJ est indépendant de d.

m 1.a) AE-AG = AE x AG x cos EAG
= AB x AC x cos(rt — BAC)
=_AB x AC cos(BAC) = — AB-AC.
b) EC-BG = (AC - AE)-(AG — AB)
=AC-AG - AC-AB - AE-AG + AE-AB
= 0 -AC-AB-AE-AG+ 0
=—E-E+H§-E=Od’aprésl.a).
Donc (EC) et (BG) sont perpendiculaires.
Za)ﬁ BAG donc :
AE-AC = AExACxcos(EAC)
—ABxAchosBAG AB-AG.
EC2=(AC - AE] = AC>-2AC-AE + AE?
=AG?-2AB-AG + AB?
=(AG - ABf’ = BG?, donc EC = BG.




m 1. AE + AG = AO + OE + AO + OG = 2A0
car OE + OG = 0.
2.a) 2A0-BC = 2A0-(AC — AB)
— (AE + AG)-(AC - AB)
= AE-AC - AG-AB =0.
Donc (AO) et (BC) sont deux droites perpendiculaires.

B 1.a) AM . AC = AH.AC.

_—— —— 2
AH-AC = % équivaut a A, H, C alignés dans cet ordre et

2
AHxa:%,AH:%.
Donc M est un point de la médiatrice de [AC].

2.a) AM-AB =0 équivaut a M appartient a la droite A
perpendiculaire en A a (AB).

M est I’intersection de A et (BH).

b) Par symétrie orthogonale par rapport a (BH), les triangles
BAM et BCM sont rectangles et les points B, A, C, M sont
des points du cercle de diametre [BM].

m «MA-MB = 0 et MA-MC = 0» signifie que M
appartient aux cercles de diametres recpectifs [AB] et
[AC], donc M est le projeté orthogonal de A sur [BC].

€8 1.2 43;-4).
b) AH et 71 sont colinéaires, donc il existe un réel k£ non nul
tel que AH = k.
¢) AH(x - 5; y — 3) et kii(3k; —4k),
d’outx=5+3kety=3-4k
2.a)HEd < 15+9%-12+16k+12=0

< 25k=-15

3

<> k=- g

b) AHa pour coordonnées (3k; —4k), soit (—%; %) ;

donc:AHz\/ﬁ+ﬂ= /£=\5=3.
257 25 V25

€3 1. AB-AM=AB-AI=ABxAl=4x2=38,
2. Si M se projette en H sur (AB), alors

AB-AM = AB-AH = 8.

Donc AB et AH sont colinéaires et de méme sens,
et 8§=AB xHM, soit AH=2etH=1.

M est donc un point de (OI).

1. MA-MB = (M + TA)-(MI + TB)
_ (M +1A)- (M - TA)
donc MA-MB = MP2 - [A2 = MP® - 2.
2.MA-MB =16 <> M* -4 =16
< MI=2)5.
Or:1C =16 + 4 = 2,5 ; donc «<MA-MB = 16» équivaut a
«M est un point du cercle de centre I passant par C».

2. [ est un point de la médiatrice de [AC], donc I’abscisse
de I est 1 et I a pour coordonnées (1; y).

Notons J le milieu de [AB]; J a pour coordonnées (2 ; 3).
AB(-4;4),T0(1;3-)

et AB-1J = 0 soit —4 + 12 — 4y = 0 soit y = 2.

Donc I a pour coordonnées (1; 2).

E(3 ;—1)donc IA = \%, c’est le rayon de 6.

) 1.Di-AC=(DA+Al).(AD +DC)=—AD?+ AI-DC.
Donc:ﬁ-m=0©—b2+ax%=0
(1)172=a—2
< a=b2 (cara>0eth>0).
2. AB.CMi= AB-DM < AB-(CM —DM) = 0
< AB-CD=0
< (AB) L (CD).

0 1.AB-JK=AB-JA=AB-HA [1].
AC-JK=AC-AK=AC-AH [2].
2.AC-JK + AB-JK = JK-(AB + AC).
Or:ﬁ%+E=ﬁ+ﬁ+ﬁ+f:2ﬁcarﬁ3+ﬁ:6;
donc : AC-JK + AB-JK = 2A1-JK [3].

Avec [1] et [2] :

AC-JK + AB-JK = AH(AC - AB) = AH-BC =0

donc d’apres [3], 2AI-JK = 0, et les droites (Al) et (JK)
sont perpendiculaires.

m 1. a) Voir figure ci-apres.
b) Le vecteur 7i(—4; 3) est normal a A.

Donc A a pour équation —4x + 3y=0ouy= %x.
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4 3 .. 25 36
2. S —X=—— — X = = —.
a) On résout 3 X 1 x + 3, soit 2 x=3etx 25

Le point I a pour coordonnées (ﬁ ﬁ)

25° 25
b) x, +x, =2x ety +y, =2y,
Donc O’ a pour coordonnées <B, %)

25° 25
@2 1. MA-1 - x:4-y) et MB(5 - x; 2 - y).
Donc MA? = MB?= 1 +2x+ y/ + 168y + y/ — 25+ 10x—
-4 +4y— 7)/2
=12x -4y - 12.

2. MA? - MB? =4 équivaut a 3x —y -4 =0.
De plus, ﬁ(6; —2) est colinéaire a 71(3; —1). L’ensemble
des points M est donc une droite d perpendiculaire a (AB).

@ 1.a) ﬁ(6 ; —2), donc #(3; —1) est un vecteur normal

ad,, qui a donc une équation de la forme 3x —y + ¢ =0.

Or:A’(2;O)Edl;donc6+c=0,c=—6.

Ainsi, d| a pour équation 3x —y -6 =0.

. EG; —4) est un vecteur normal a d,, qui a donc une

équation de la forme 3x — 4y + ¢ =0.

OrB’(-1;0)&d,;donc -3 +¢=0,c=3.

Ainsi, d, a pour équation 3x — 4y + 3 =0.

b) Le systeme {3x —y=6
3x-4y=—

Donc I a pour coordonnées (3; 3).

2. AB(-3;-2) et CT1(-2; 3).

AB-C’l= 0;doncl e d3.

Conclusion : les trois droites sont concourantes.

m Partie A

1.a) AM-BC=0 ;

I’ensemble des points M est la hauteur issue de A.

b) OM-BC =0;

I’ensemble des points M est la médiatrice de [BC].
c) AM et AO colinéaires;

I’ensemble des points M est la médiane issue de A.

_y:6

P < [3x
cquivaut a
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Partie B

3 3
0 donné <_; _>'
a pour coordonnées

1. M(x; y); AM(x—5;y—4) et BC(=9; 3).
AM-BC = 0 soit —9x + 3y + 33 = 0.

La hauteur a pour équation 3x—y — 11 =0.
55
2
D’ol une équation de la médiane issue de A :

1lx-7y-27=0.
— 3 3\
2. OM(x -5y + ?) et BC(-9; 3).
9

0T4~§c’=0soit—9x+2?7+3y+3=0

« AM et OA sont colinéaires, donc 1—21x - % y+—=0.

soit—9x + 3y + 18 = 0.
Donc la médiatrice de [BC] a pour équation —3x+y + 6 =0.

PRENDRE TOUTES LES INITIATIVES

0B =16 +9=5ect AC =36+ 16 = /52 = 2/13;
doncﬁ-ﬁ:loy'ﬁcosﬁ [1].
Or: DI-AC = (DA + Al)-(AB + AD)

=—AD*+ Al-AB

=-16+18=2 [2].

De [1] et [2], on déduit : cos 6 = 2 L

[

10/13 _ 513
ce qui donne 0 = 86,8° ou 1,52 radian.

m Choisissons le repere orthonormé (O 0, j) tel que
OA=4ietOB = 6}. Dans ce repere :

A(4;0),B(0;6), I(2; 3), M,(4; —4), M,(6; 6), N(5; 1);
donc IN(3; -2) et OI(2; 3).

Il en résulte que :

IN =13 =0I,

IN-10 = 0 donc (IN) et (OI) sont perpendiculaires.

Or, I est le centre du cercle circonscrit au triangle AOB.
Comme OI = 1IN, il en résulte que :

— I est un point du cercle circonscrit au triangle OAB ;
— OIN est un triangle rectangle isocele.



“ BC(1;-3) est un vecteur normal a la perpendiculaire
A a (BC) passant par A;
donc A a une équation de la forme x — 3y + ¢ = 0.
OrA(4; 1) &€ A; donc c =-1.
A a pour équation x —3y—1=0.
La droite (BC) a pour équation —3x —y + 2 =0.
Notons H I’intersection de A et (BC);
{x—3y= 1 soit {10x=7
3x+y=2 10y =-1

7 1
ou: Hl—; ——|.
dob (10 10)

De plus, x,, +x, =2x, ety +y, =2y,

. 7 13 1 6
Soitx, =—-4=—— et y.,=——-1=-——
oit x, 5 5 et vy, 5 5

13 6
Donc A’(— —=; - 2.
one - i3]

B .

On détermine les coordonnées du point A, intersection des

deux droites : A(4 1)
3°3

On considere les points B(0; —1) et C(%; 0);
BedetCeEd'.

AB et AC sont deux vecteurs directeurs de d et d’ respec-
tivement, avec :

m’a(_i;_i) etm(i;_i)
3 3 6 3

Donc:ﬁ-ﬁ=%.

°‘|<ﬂ

Or:AB= 3 V’2etAC—

5

=
W]

donc:ﬁ&ﬁ:%y/fx xcosz\C.

A
/

b}

COSBTE:

Ainsi : 210

N-JINTCN

donc : cos E’E = %70’ ce qui donne ﬁA\C =~ 71,6°.
v

La droite (BC) a pour équation y = — %x, et la droite

passant par A et perpendiculaire & (BC) a pour équation

31
YEYT

Ces droites se coupent en H de coordonnées (%, —1).

L’aire du triangle est égale a %AH x BC.

Travail en autonomie (g 233

Or:BC =136+ 16=152=2/13;
AH(-4: —6), donc AH =16 + 36 =
Ainsi, aire (ABC) = % x 213 x 2413 = 26.

m On choisit un repere orthonormé (O; ;, j) tel que
OA=aietOD = bj’. Dans ce repere :
A(a; 0), B(b; 0), C(0; @) et D(0; D) ;

ﬁ(%; %) et ﬁ(—b; a), donc OI-BC =0.

Ainsi, (OI) et (BC) sont perpendiculaires.

@3 AC BD=(AB + AD)-(AD - AB)
= AD? - AB? = 20.

ﬂ Choisissons le repére orthonormé (A; AB, ﬁ)
Dans ce repere :

B(1;0), C(1; 1), D(O0; 1), 0(2 ;) M(k; 0) et N(1; k);
onfe-Li-Jaonlia-1)

1 1\ 1 1
D’ M- —(k-=]-=[k-=)=0.
ol : OM-ON = 2(k 2) 2(k 2) 0

De plus : OM:ONz\/l+(k—l)2.
4 2

Donc le triangle OMN est rectangle isocele.

€D 1. vip2 = (AP- AM) = AP? + AM? - 2AP-AM.
AP = a(1 - k) et AM = ak, donc AP-AM = a%k(1 — k) x l
et MP2 =q ( — k) + a*k* — a*k(1 — k)
—2a* + a’k* + a*k* — a’k + a*k?
= a2(3k2 -3k+1).
2. En calculant de méme MN? et NP? on trouve que
MP = MN = NP. Donc le triangle MNP est équilatéral.

m 1. Dans tout triangle :
AB-AC = (AH + HB)- (A + HC)
= AH? + HB-HC

car AH-HB = AH-HC = 0.
2. ABC rectangle en A équivaut a AB-AC =0
soit HB-HC = —AH?.
@B cs CM-AB-CM=0
equ1vautaCM (CB AB) 0 —-

soit CM - CA = 0.
Donc I’ensemble des points M

est la perpendiculaire en C
A (AC). A
OB-OC = (OA + AB)-(OD + DC)
= OA-OD + AB-DC
car OA-DC = AB-OD = 0.

2

Donc : OB-OC =—0A%+AB x DC, soitoTs-@zab—%
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