Fonctions

CHAPITRE

dérivées.
Applications

ACTIVITE K

On peut donc faire la conjecture suivante :
—si f’(x) >0, fest croissante ;
—si f'(x) <0, fest décroissante.

3 a) La tangente en A est horizontale pour a =0 et a = 2. 4 b)
b)

x [-10 4 10
x -2 0 2 4 ) - _

Signe de f’(x) + 0 - 0 +
Sens d«:l Zafriation - 0 — Sf) \ \

Sur un intervalle I : si f’(x) < 0, alors fest décroissante ;
sif’(x) > 0, alors fest croissante.

PROBLEME OUVERT

A(x; x?), B(=x;x%),D(x;4) et C(—x; 4),avec 0 < x < 2.

* Avec la dérivée, on trouve f’(x) = —6x> + 8 = —6<x2 _ i)

AD =4 - x*et AB = 2x; 3
donc aire ABCD = 2x(4 — x?) 23
soit aire (ABCD) = —2x3 + 8x. x |0 N 2
On considere la fonction f définie sur [0; 2] par "
flx) =-2x + 8x. f®) ki 0 —
* Avec une calculatrice, on obtient la courbe suivante. %
fx) / 9 \
Yz -zH~ T+ 0 0
Donc la valeur exacte de x pour laquelle I’aire est maximale
est 2—\5

3

Earng InF?
n=1.1489:6¢ LY=B.15H17=

On peut lire que 1’aire est maximale pour x = 1,14.
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ED 20 =240 -9 + 4.
b) g’'(x)=x*+x-4.

c) h’(x) =%x2—%x+ 1.

a 1. f et g sont des sommes de fonctions dérivables
sur I, donc elles sont dérivables sur 1.

2.f'(x) =

9x2+4x—l2,
X

Hd)zeee 8as L
4\ x? 3 4x?

g’ = %(9)(2 +4x) —
. 1, 3,
B 1.Lesfonct10nsu:x'—>zx -5 etv:x—xsont

dérivables sur I donc fest dérivable sur I.

2./ = !

—x -3x+— 2\/x

[ 4 JEOF

Doncla tangente en(4;39)apouréquationy=17(x—4)+39,
soity = 17x — 29.

=i fi4) =39: /(4 =17.

BB a)sur R () =20x + 11

b) Sur 10; + o[, f’(x) = i(&+ =1+ L
\E \/x

) Sur ]0; +oo[, f'(x) = (2x o X

soit f’(x) = g(Sx -3).

B asu ke =%

3
(x=2)"

b) Sur R- {2}, f'(x) =

—-8x
(2 +2)"
4x — 2x?
(1-x2

3(1 x)?
1. =
-0

31 -
(1 2)2
31 -a)
(1 +a?
31 -a) 6a’
T (+a? (1+ad)

¢ SurR, f'(x) =

d) Sur R—{1}, f’(x) =

2.f(a) = et fla) =

1+a

donc:y=—"—=(x— )+ﬁ'

a 1.b) u'(x)=v'(x) = (x-fl)z'
3x+ 1)
+1
f’(x) =0donc u’(x) =v’(x).

2. u(x) —v(x) = =3, x=-1

€D a2 )=-32+6x+9=-3(2-2x-3).

X |- -1 3 + 00
Fx) - 0 + 0 -
23
S&x) T~ 9 7 T~
b)f'(x)=3"-—==@UAx*-1)==2x-1D2x+ 1)
- L 1 %
x |- > > +
fx) + 0 - 0 +
0
@ T T~y T
c) f'(x) = —4x> — 8x = —4x(x> + 2).
X |- 0 +
f'&x) + 0

fo | __— > T,

3x-Dx+1)
@ arw=-"A2 Gl

X — -1 1 +00
fx) + 0 - 0 +
3
=4
b) f’(x) = e

X —0o0

S (x) +

0
0
3
fo| _— 5 T

€D a) s derivable sur R - {3}.

o 4
fr= 3
X |- 3 +
fx) + +
foy | _——7 _—
b) f dérivable sur R — {-1}.
ey oy 2 2x(x+2)
S =2 T e
X |- -2 -1 0 +00
L) + 0 - - 0 -

fo | 7 B W
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&) ar=32-1

) —L i )
c - 3 3 ’
£ (x) + 0 - 0 4+
2
fx) / 33 \_ 2 /
33
b) f’(x) = 12x* —4x - 5.
% L Bl %
x |- > G +
&) - 0 +
Sf&x) / \ 391 /
vy X —4x—1
V="
x | - 2-5 2445 400
%) 0o - 0 +
2+\F

fx) / /

e

m Comparaison de fonctions

® Les outils :

— Dérivation.

— Lien entre le signe de la dérivée et le sens de variation
d’une fonction.

e L’objectif :

— Comparer des fonctions a 1’aide de la dérivation.

1. La représentation de g est toujours en dessous de celle

de fméme si elles semblent trés proches pour x voisin de %
2.a)d(x)=x*-2x+2.
d, fonction polynome, est dérivable sur R et :

d’(x) = 4x® — 6x* = 2x*(2x - 3).

b) d’(x) s’annule en O et en %, et est du signe de 2x — 3.

<)
X —00 0

S (x) - 0 -

\
fx) 2 — 1% /

d) Le minimum de d(x) étant —,
pour tout x, d(x) > 0.

e) La courbe représentative de f est toujours au-dessus de
celle de g.

on peut en conclure que

42

EE) 1.2) /(0 = 60x - 3x* = 3x(20 - x).

b) x 0 20 30
ol o+ o -
4000
Sfx) 0 / 0

2. a) Le maximum est atteint le 20° jour.

b) 4000 personnes sont malades.

@ 1.a Y MP_ 4o,
AB CA 3 4’

3 3
ou: MP=—#4-x)=3-—x.
d’ ol 4( x)=3 4x
b) &ﬂ(x):APxMP:%Mx—xz).

2.a) A’(x) = %(4 —2%).

X 0 2 4
A’(x) + 0 -

dx)| __— o—

b) L aire est maximale pour x = 2.

Activitées de recherche (.. 102

m Minimiser une distance

® Les outils :

— Distance dans le plan muni d’un repére orthonormé.

— Dérivation.

— Lien entre le signe de la dérivée et le sens de variation
d’une fonction.

® Les objectifs :

— Déterminer le minimum d’une fonction.

— Construire «a la regle et au compas » les points solutions.
1. On peut conjecturer que deux positions du point M
répondent au probleme. Elles sont symétriques par rapport
al’axe des abscisses.

Pour une de ces positions, x,, = 0,7 et AM = 0,87.

2. AM?=(x—0) >+ (=1l =x?+x -2+ 1=x* - x>+ 1.

3.a)eth)f’(x) =4x3—2x=4x<x2—%) =x<x é)(x+ \15)
1 1
x -® B \/E 0 V’/E +oe
X - - 0 + +
X+ 1 - 0 + + +
2
1
X - ) - - - 0 +
fx) - 0 + 0 - 0 +




© - L 0 i +00
* B \/’/E \3’5
F(x) -0 + 0 - 0 +

N

c) AM est donc minimal pour Ml<%; l) et M2<— L L)
V202 2

=

La distance AM est alors égale a el =~ (,866.
2

4.a) et b)

¢) On obtient les points cherchés en tragant les perpendicu-
laires a I’axe des abscisses passant par L, et par L,.

m Narration de recherche
1. Le périmetre est noté p : p = 2(x + y).
xy=16; doncp=2x+2.

X

On note fla fonction définie sur I = ]0; +oo[ par :

f)y=2x+ 3.72
fey=2- 220D
- u 4 + o0
S (x) _ 0 .

fx) T 16 _—

Or:six=4,y=4;donc ABCD est un carré.
Conclusion : Le carré est bien le rectangle de périmetre
minimal.

. 2
2. Si xy = a, dans ce cas p = 2x +24
X

f(x):2x+2—a;x>0.
X

Fay=2-24
X

_ 2(x* —a)

2

x —
20x —a)(x +a)
5 .

X

X 0 va + 00
C)) - 0 +
ol T~ e —
Al

. — a I
Slx:\“’ayy=?=\“
va

Donc on obtient bien un carré dans le cas général.

a.

m Narration de recherche

HM  x-3 x-3

2
Aire(OMN) =%OM x ON = %x XX

x-3 x-

3 avecx>3.

2

On note fla fonction définie sur |3 ; + o[ par f(x) = al 3
x —_

2x(x-3)-x* _ x(x-06)
x-37 (x=-37

f=

X 3

S x) — 0 +

ol T~ —

Laire du triangle est minimale pour x = 6.
M est le symétrique de O par rapport au point H.

m TP — Recherche d’une aire minimale
3. a) Le quadrilatere AHEM est, par construction, un
rectangle. Le théoréme de Thales dans le triangle ABC

permet d’affirmer que AH = EH d’ou AH = EH : e
AB CB

quadrilatere AHEM est un carré.

b) Le méme théoreme dans le triangle ADM : EH _ ﬂ,
N DH AD
soit =—
10-h 10
10x
) 10h=(10-h)xx<= (10+x)h=10x = h= .
10 +x

hx 10-h 10x? 10x
d) ) =+ 10— == 0 +5< - 10+x)
_ 5x2+500
o 10+x
e) o est dérivable sur [0; 10]
10x(10 + x) — (5x* + 500) _ 5x? + 100x — 500

(10 + x)? (10 + x)?
(%2 + 20x — 100).

et A’(x)=

_ 5

T (10 +x)?
A’ (x) est du signe du trindme x? + 20x — 100 qui a deux
racines distinctes dans R (A = 800) dont une seule est dans
Iintervalle [0; 10], 102 — 1).
Le coefficient de x* étant positif (a = 1), &’ (x) est négatif
entre ses racines et positif sinon.
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x |0 1062 -1) 10
A(x) - 0 +
50 50
A@) | T— 10042 1) __—

L aire s4(x) est donc minimale pour x = 10(y2 — 1).
4, Notons S le point obtenu : AS=AF=AC-CF=10,2-10.

pZ:8 TP — Recherche d’un volume maximal
2. a) L'aire est égale a CD x AD soit (10 —x) x 2)x.
b) g est le produit de deux fonctions dérivables sur ]0; 10] :
x> 2(10 - x) et x — \x.
@) == 2x + 2(10 - x) x —— = 10=3x

\/x w/;

donc du signe de 10 — 3x.

DETETE
a fo)=x+x+1.

€ /() =12¢+ 12 +5.
(1) = 29.

£ =32+3>0.

fest strictement croissante sur R.

) rw=x-1.
f’(x) = 0 pour x € [-1; 1] donc f est décroissante sur cet
intervalle.

m f’(x) =3x* + 1 > 0 donc f est strictement croissante
sur [-2; 0], donc fix) € [-10; 0].

€ ro=-2c+2.

X |- 0 1 3 +00
S (x) + 0 -
1
fx) o7 T
/ \

Donc fix) € [-3; 1].

OPERATIONS SUR LES FONCTIONS

DERIVEES

EXD est derivable sur R et f£/(x) = —x* + 9% — 4x + 4.

m fest dérivable sur R
etf’ X)) =3x+ 1 +2(x+ DGBx-1) =+ 1DOx+1).

m fest dérivable sur ]0; + oo
, 2(\x + 1) i+ 1
t = —.
etf'(x) = 2\/x \/x

44

< 10

— 1
X 0 3 0
g’ (x) + 0 -
40(10

0
, . 10
L’aire du rectangle est maximale pour x = 3" 3,33 m

4 l0—-2434

3\3

d) Les dimensions de la salle sont alors égales, en m, a :
h=2 /_0 (=— et L =20.

ma
Le volume maximal est donc de M

33

L’ aire de ABCD est alors

=974 m?

Entrainement (page 106)

fest dérivable sur ]-o0; O[ U ]0; + o[

3 2
tf'(x)=—"5-—=
etf’ () 4x* 5
m fest dérivable sur ]—00 ; %[ U }%, +00[
etf) =t
T (1=2x)°

Corrigé dans le manuel.
fest dérivable sur ]—o; 3[ U ]3; + oo
etf'(x) =

L]
B-x?*

m 1. a) fet g sont deux fonctions rationnelles définies
sur R—{-1}, donc dérivables sur R—{-1}.
, 3x+1)-(3x-2) 5 , 5

b = = t = .

1) @+ 1) Gy e W=y
Donc pour tout x de R—{-1}, f’(x) = g’(x).

3x-2+5 3x+1)

2, — = = .

o) =8 = T T
Or x = —1, donc f(x) — g(x) =
Il en résulte que f'(x) — g’(x) =

0 soit £(x) = g'(x).

DERIVEES ET TANGENTES

Lo 1 =20)-(x+3)(-2) 7
(39 WACE (1 20)? T

f-1)=— et f’(=1) = —, donc la tangente a pour équation
13

——(x+1)+£son —lx+—
r= 3 y'9 9"

(40 BEOE 2x+ 1)2,f(0)=Oetf(O)=O.
D’otli une équation de la tangente en(0;0):y=0.

dx+2x+4

41
fid)=48etf'(4) = 14.

6x+4




D’ouune équationdelatangenteen (4;48):y=14(x—4)+48
soit y = 14x — 8.

1. fest définie sur R car pour tout réel x, x> + 1 > 0.
Donc fest dérivable sur R.

Pl = 36+ D) —-3xx2x _ 3-3x 3(1-x+x)
a (x +1) T+ @+
3 -3a?
2. = =
fla) = @+ 1)
D’ou une equatlon de la tangente au point d’abscisse a :
3-3a>
T @1y @y Oy 1

Corrigé dans le manuel.

€YY F(o) =8x — 16x; /(1) =0et f(1) =-8.

D’ou une équation de la tangente en (1; 0) : y = —-8(x —1)
soity =—8x + 8.

De plus, pour x = 0, y = 8 donc la tangente passe par A.

m 1. La courbe semble avoir une tangente parallele a
I’axe des abscisses en deux points.

2./ (x)=x*+32+x=x(x>+3x+ 1).
fx)=0=x=00ux’+3x+1=0.

-3+ \”g _ -3- \J'g
> .

=

A=9-4=5;doncx =~

Il y a donc trois points de la courbe ayant une tangente
parallele a I’axe des abscisses : les points d’abscisses 0,
5 [5_
-3-5 ot V5 3'
2 2

m 1. a) f est une fonction rationnelle définie sur ces
deux intervalles donc dérivable sur ces intervalles.
2x+1)-2x 2

B O == T Garr
2, Une tangente a 6 est parallele a d (y = 4x) signifie que :

2 =4 soit (x + 1)2—i soitx=—1 —ﬁoux——l +-—= 2
(x+ 1)? 2’ 2 27
3. Une tangente T,, en un point M d’abscisse m = —1 a pour
équation y = 2 (x—m)+ Z_m’

(m+1)? m+1
soity = 2x + 2m’ .
m+1)* (m+1)
AO; DET, < 1= 2x0_, _2m
m+1)? (m+1)?

< (m+1)?=2m?
em+l=2moum+1=-2m

= =2+loum=——-—=
\"2—1 \/’ —1

<>m=

Corrigé dans le manuel.

) ro)=-4c+ax+ 1 fi-D)=0etf(-1) = 1.
Donc la tangente T a pour équation y = 1(x + 1) soit
y=x+1.
On cherche les intersections de T et 6 :
2+ 2% +x=x+1eoxX*-22+1=0
< (*@-1)7=0
< x=-loux=1.
Donc le point B(1; 2) est un point de € et de T.

Cherchons une équation de la tangente T” en B :
fy=Tetf'(1)=1;

donc T’ a pour équation y = 1(x— 1) + 2, soit y =x + 1.
Donc T’ =T et T est tangente en B a €.

€ 1./(0=32—6x+3.

) =3<3xx-2)=

Donc on obtient deux points : A(0; 4) et D(2; 6).

2. Si M(m; m* — 3m* + 3m + 4) est un point de €,
f’(m)=3m?>—6m + 3.

Donc la tangente en M a pour équation :
y=0Bm?-6m+3)x—m)+m*-3m*+3m+4

soit y = (3m? — 6m + 3)x — 2m> + 3m> + 4.

Si la tangente passe par A(0; 4), alors 4 = —2m* + 3m* + 4

d’ou m*(3-2m)=0,doncm=0oum= %

Donc par A passe deux tangentes a 6, I’'une est tangente

a6 en A et ’autre en B(i; ﬂ)
278

) 1.2 /00 =32-6x+5.

b)f(0)=1etf’(0)=5;y=5x+1.

2, g’(x) =3x>—4x-3.

g0)=2etg’(0)=-3;y=-3x+2.

3. On retrouve chaque fois la «partie » affine de la fonction.

4.a) P’(x) =3ax> + 2bx + c.

P(O)=detP’(0)=c.

b)y=cx+d.

On retrouve donc la propriété de la question 3).

5.7°(x) = 2\’% +2;7(0) =2 et h’(0) = 2.

On ne retrouve pas la propriété.

POSITIONS RELATIVES D’UNE COURBE
ET D'UNE DE SES TANGENTES
@ Corrigé dans le manuel.

m On cherche les points d’intersection de la droite et de
la courbe. 17
x2—4x+4=§x—4soitx2——x+ 8=0.

2 _
A=<17) 3= 172 -9 x 32 =l.
3 9 9
Donc il y a deux points d’intersection, d’abscisses respec-
tives :

17

1 17 1
3_8 373
3 3 -2 =3.
2 3 2
La droite n’est donc pas tangente a la courbe.

m 2.a) Il semble y avoir un seul point commun.
b)-x+1=

1 .
, x #—1 équivaut a :
x+1 d

X =xt+x+x*—x+1=1,s0itx*=0.

Il y a donc un seul point commun : A(0; 1).

3. a) Il semble qu’en A, les courbes aient une tangente
commune. !
b)f () =2v- 1 etg () =~

Donc la tangente est commune.

Jf(0)=-letg’(0)=-1.
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SENS DE VARIATION

m f'(x) ==3x%+ 6x = 3x(~x + 2).
x | - 0 2 +
f(x) - 0 + 0 -

) N

(55 FROER R %

X — +00

f&) +
fo|

B ) =8x-9x +x=x(83—9x + 1)
=x(x—1D(@8x-1).

x |0 1 9
S x) + 0 -

fo | o _—

Corrigé dans le manuel.
330060066060

@ 1.fetf” sont définies sur R—{-1}.
2. Extremums locaux enx =-2, x=0etx = 5.
3. Courbe possible :

y

X |- 0 1 +®©

(e} oo|>—~

fx) - 0 + - 0 +

3+£
Sx) 8
y \3/ \%/

f(x)=1+%+%;l=[—6;0[.
) =—%—§3: _2)‘3_8 _ —2(x3+ 4).
X X x X
x | -6 2 ;
&) _ 0 N
7
fx) | 9 \ 3 /
4
’ = - 1 _1_(x—1)2_x(2_x)
8 ro- 1+(x—1)2_ =12 (-1
= 1 2 + 0
&) + 0 -
-2

6 5= B -2+ 6) - Qe -2 —dr+4)

(x> =2x + 6)?
2= D2 —4x+12-2x+4x-4)
(x* = 2x + 6)?
_16(x—1)
(2 -2x+6)
X |- 1 +00
S x) - 0 +

| T % _—

m Py =—\x+ 3—x :3(1—x)'

2/x 2x

46

Corrigé dans le manuel.

m 1. On ne sait pas si f’(x) > 0 pour tout x de L.

2.f’(x) > 0 pour tout x de I donc fest strictement croissante
sur L.

3. On ne peut pas affirmer que f est strictement croissante.
Il peut exister des réels de I pour lesquels f’(x) = 0.

@ 1.70=4r-62+4x-2;
fP(x) =122 - 12x + 4 =4(3x2 - 3x + 1).
A =9 - 12 <0 donc pour tout x de R, f”(x) > 0.

2.
X — 1 +00

fx) +

S) P 0 /

i F@>0six>1
3./(1)=0 done {f’(x)<05ix<l.
4. x |- 1 400

fx)

- 0 +
Sx) \ 4 /

EXTREMUMS LOCAUX.
ENCADREMENTS
1./ x)=1 —%:w,)weﬂ
X

x2



X 0 1 +

S (x) - 0 +

f@) T ) 7

2. Par lecture du tableau, f(x) = 2 pour tout x > 0.
D’ou le résultat.

o Qx+2)Ax + 1) — (2 + 2x + 3)(8%)
B rw- a1y -
vy =X =22x+2
FO==ary

V137 - 11
8

f’(x) =0 pour x = ~0,09...

Donc il n’y a pas de maximum local en x = 0.

Corrigé dans le manuel.
1) =—4x+4.

X -0 =2 1 2 +00
f&x) + 0 -
1
| T
19 3

Le minimum de g est g(1) =—1.

OPTIMISATION

1. D’apres le théoreme de Thales : 2r = 24—h

soit 6r =48 —2h donc h = 3(8 —r). 16 24
2.a) V(x) = t2 x 3(8 — 1)

soit V(x) = 3nr’(8 — r), r € [0; 8].

b) V'(r) = 312r(8 — r) — 12| = 3mr(16 — 3r).

16
r 0 3 8
V’(r) 0

2048

V(r) / \

L h= 3(8— 136) 8, soitr=%cmeth=8cm.

_16
3

1.0B=4,0H=h—4avec h € [0; 8]
etBH=ravecr=0.

Avec le théoreme de Pythagore : OB? = OH? + BH?
16=r-8h+16+ 1

d’ott 2 = h(8 — h) et r = Vh(8 — h).

2.V(h) = %nrzh - %h2(8 —h)= %(8112 — ).

3.a) V'(h) = %(16%1 _3) = %h(16 —3h), hE0; 8].
16
h | 0 3 8
V()| 0 + 0 -
8§ x 16> x 1
V(i) / ol \
0 0

b) Le volume est maximal pour / = 13—6 cm.
Corrigé dans le manuel.

L’aire est xy = 200. 200
La quantité de grillage nécessaire est 2x + y = 2x + ——
X

On pose fix) =2x + 22—0
Fay=2- 200 _2x+ 1(1)2(x— 10)
X 0 10 + 00
S’ - 0 +

fx) T o —

Donc le minimum de grillage correspond a 40 m.

J£3 1. M est 2 la distance x de A de puissance p, donc
I’intensité est % De méme, M est a la distance € — x de B
X

8p
(€ —x)*

de puissance 8p, donc I’intensité est
J4 8p

Donc fix) =~ + ———.

fx) x> (€-x)?

_ 2 2
2. Pour tout x € J0; €[, f'(x) = 23X = OGX + €)

x3(€ - x)?
X 0 g 4
S x) - 0 +
f@ | | T o _—

On place donc M en x = g

1.a)cosm—£ AM,
AM ~ AB’

donc AM? = 6x et AM = /6x.

b) Le triangle AMB inscrit dans un demi-cercle est rec-
tangle, donc (AM) // (HK).

D’apres le théoréme de Thales :

HK _ BH donc HK = {6 x)6x soit flx) = V’—6(6 — x)\x.
AM ~ BA’ 6 6
_\6| (6 x)] V62— x)
2.a)f’(x) = 6 [ o 4
b) x 0 2 6
S + 0 -

43
43

Donc HK est maximal pour x = 2 et dans ce cas, HK = \T

1.V=2x%nrzh=£nrzh.

2.+ r*=9,donc V(h) = —ﬂih 9 -h),

soit V(h) = —n(9h h)avec0 < h < 3.

3.a) V'(h) = gn(9 —312) = 27(y3 - h)\3 + h).
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h 0 \y’@ 3
V'(h) + 0 _
43

b) v, = 4713 est la valeur maximale du volume, obtenue
pour h = hy =13 dm.

4.a) V =~ 21,766 dm’.

b) i~ 1,73 dm et r, =9 — h2 = 6 ~ 2,45 dm.

0t:J 1.4c+3a=1doncc= 1_4361.

2. a) Aire du carré : (l—l—ga)z.

Aire du triangle équilatéral : %a X % = %.

b) S(a) = =84+ ?‘: 43 _ %{(9 +43)a> - 6a +1).
6 _ 9-43

3. a) S(a) est minimal pour a = 20+ 4\@) ==

b)c_i_i<9—4y/3)_—16+12\/§_3\6—4

4 4\ 11 ) 44 11
_ 43

1l en résulte que y3 x ¢ = 9 141H3 =a.

4) 1.(F1)’(x)=1_%= x2—21 _ (x+1)§x_1),

X X
donc (F1)’(x) est du signe de x — 1 sur I.
1 3
T2 ! 2
(F1)’(x)

- 0 +
5 13
N

2. a) Oui car les cinq signes — correspondent au partage

de [%, 1] sur lequel F1 est décroissante et les cinq signes +
au partage de [1 ; E] sur lequel F1 est croissante.

b) I est divisé en 100 intervalles de longueur 0,01 : le taux
est strictement inférieur a 0,01 sur [1; 1,01].

m Volume V restant : V(x) = 96x — x°.
V’(x) = 96 — 3x2 = 3(32 — x?) = 3(4/2 + x) (42 — x).

x 0 42 8
V’(x) + 0 -

256V’/§
Le volume est maximal pour x = 42 cm.
Corrigé dans le manuel.

€F) 1.2 /(0 =20x+3)3-x) - (x + 37 = (x + 3)3 - 3x).
b) X |- -3 0 1
() 0 + 0 -

32—
f@ | T 0

3 +©

48

¢) Six € [0; 3], fix) €[0; 32].

)
2. MH = 2=*

ou H est le projeté orthogonal de M sur

[AB], MN = 2x et AB = 6.
9—x?
1 2

A(x) = Ef(x)’ x€[0; 3].

Donc : sA(x) = %( )(Zx +6)= %(x +3)3 -3 +x).

L aire du trapeéze est maximale pour x = 1.

€ED 2.a) M(n; 4 - m?), £(x) = —2x, £(m) = —2m; donc
y=-2m(x—m)+4—m?soity=-2mx +m> + 4.

2
B A+ ) etB<mz+4 ; 10)’"16]0;2].
m
2 5 ) )
c)Aire(OAB):l (m*+4) (m*+4) _(m +4) ‘
2 2m 4m

3
o= soxs s
4 X

2 2 _
doncf’(x)=2x2+2_i=w_
4 X2

4x?
23
0 20 2
* 3
S (x) - 0 +
i 8
fo | | T 3238
9

/
Laire du triangle est minimale pour m = 2;—3

Ce résultat est conforme a la conjecture qui affiche 6,16
comme valeur minimale.

ROC

Restitution organisée de connaissances

m 1. a) u? est de la forme uv avec v =u;
donc (u?)’ = uw'u + un’ =2uu’.

b) v? = u x u?, de la forme uv avec v = u?;
donc (1¥) = uw'u® + u x 2uu’ = 3u*u’.

2.a) f'(x) = 6(3x - 1).

b) g’(x) = %(% + 3)2.

Prendre toutes les initiatives

BB onpose fix) =x +dx + 11 £(x) =322 + 4.

La droite a pour coefficient directeur 7, donc la tangente
doit avoir 7 pour coefficient directeur :
3AxX+4=T<x*=1<x=1loux=-1.

Le point A d’abscisse 1 a pour ordonnée 16 et le point B
d’abscisse —1 a pour ordonnée 6.

Or A(1; 16) est un point de la droite d’équation y = 7x + 9,
donc cette droite est tangente a la courbe en A(1; 16).



€8 /o) =320 16x = 16x(22 - 1).

1 1
X |- -1 —E 0 \/_E 1 +o
fx) - o + 0 - 0 +
1
fx) \1\_1/ \_1/1/

D’ou I’équivalence :
xE[-1;1] e fix) e [-1; 1].

Approfondissement (g 113

Cc

1.f(x)=ax+b+§,f’(x)=a—;.
f(1)=-9,f(3)=-5,f’(3) =0. Donc :
£7(3) =0 équivaut a a = % soit ¢ = 9a;
fily=-9¢équivautaa+b+c=-9;
f(3)=5¢équivauta3a+b + % =-5.
c=9a a=-1
10a +b=-9 = b=1 .
6a+b=-5 c=-9
2. Ainsi : flx) =—x+ 1 —2.
X
1.a) f(x) =ax® + bx> + cx + d, f*(x) = 3ax* + 2bx + c;
f=2)=5,f0)=1etf(-2)=f'(0)=0.
Donc : fl0) =1équivautad=1;
f(0)=0équivauta c =0;
f(=2)=0¢&quivauta 12a +4b + c=0;
f(=2)=5équivauta—8a + 4b—-2c +d=>5.

c=0 donc c=0
12a-4b=0 b=3
-8a+4b=4 a=1.

b) Ainsi : f{x) =x* + 3x2 + 1 et f’(x) = 3x + 6.
2.a)f(l1)=5etf’(1)=9; donc T a pour équation :
y=9(x—1)+5soity=9x - 4.
b)f'x)=9 < 3x>+6x-9=0

¥ +2x-3=0<x=1oux=-3.
Ainsi, la tangente a € est parallele a T au point A(-3; 1).
3.a)

X |- -3 -2 0 + o0
fx) + 0 - 0 +

5
>
fey | ~ | 7
Six = -3, alors fix) = 1 donc f(x) > 0.

b) Si x =-3,1, alors f(x) = 0,039.
Donc f(x) > 0 n’implique pas x = -3.

139 R R T

X
F@| 0 - -0+

Jx) \ \ /

2.Si-1<a<b<0,alors fla) > fib).
3.-1 <a<b<2:onne peut pas comparer fla) et (b).
4.’ (-2)=0,f(0)=0etx=—1;doncp=1.

X*+mx+n
=0
v 2x+mx+D)-x-mx—-n_xX*+2x+m-n
feo= G+ 1y T G+ ly

fO)=0em=n;f(-2)=0<=m=n.

2
On peut donc choisir m =n =0 et fix) = X
x+1

m 1. Il semble que pour x € 12; 6[ U 10; 1], <Gfest au-
dessus de <6g.
2.f'(x)=—2x+17.

o) l *
X - 2 +
f’(x) + 0 -
33
3.a)eth) g’'(x) == _(lx__(f):- D (x__51)2‘
X — 0 1 +o

g’ ™) — -

g | T~ | T

x+d)-x-DEx*+T7x-4)

4. g(x) —flx) =

x-1
X+4+083 =T +dx-x*+Tx-4 X -8x>+12%x
gx) —flx) = 1 = 1
Cx(P=8+12) x(x-2)(x-6)
809~y = FE TS = S
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X — 0 1 2 6 + o0
x
-1 + 0 - + + +
(x-2)(x-6) + + + 0 - 0 -
g(x) - flx) + 0 - + 0 - 0 +

<6f est au-dessus de <6g pour x € [0; 1[ U [2; 6]; <6g est
au-dessus de <6fpourx E]-0;0]U]1;2]U[6; +0o[.

m 1. Volume : x x x + h =128 donch—
2. Prix de revient :

— du fond et du couvercle : 2x*> x 4 = 8x?;

— des faces latérales : 4hx x 2 = %
X

D’ou : p(x) = 8x* + 1024.

X

R 16(x* — 64
3.p (x) = %
X
X 0 4 + 00
p’(x) - 0 +

PO T —

Le prix de revient est minimal pour x =4 cmet 4 = 8 cm.

3 2

1. B(x) =— 0,22 + 64 Xy
€3 1.8v=-0 f +630x o050+ 5g ~ 40x—5000
X x
=— — =X 4 600x — 5000.
1000~ 20 OO
2
B =— =X 3%, 600
1000 10
- 100x — 2
1000 [x* + 100x — 200000]
- 400)(x + 500
1000 (x —400)(x + 500).
x | 0 400 1000
B’(x) + 0 -

147000

B 3000 — T

2. Bénéfice maximal : B(400) = 147000 €.

EE) 1.C (v) = 32— 180x +2700.

C,x = )c—90)c+2700+8836
X
2 _
2.C;(x) = 2x _90_8836 2x° — 9Ox2 8836'
X

Or (x —47)(2x* + 4x + 188) =
D’ou le résultat.
3. Pour tout x € [0; 90], 2x*> + 4x + 188 > 0.

2x3 — 90x* — 8 836.

X 0 47 90
C}(x) - 0 +
c,m T 367 —

Cotit moyen minimal : C,(47) = 867 ;
C,(47) =3 x 47> - 180 x 47 + 2700 = 867.
D’ou le résultat.

50

€I 1.2 =576, doncy = 2%

2. S(x) = 2xy + 4x* + 4xy = 6xy + 4x%

S(r )_@ ir.
3_ 3_
3.8°(x) =— 17228 +8r= 8x 21728 _ 8(x 2216)
X X X
8(x* - 6% _8(x— 6)(x* + 6x + 36)
- X2 - X2 '
X 3 6 12
S’(x) - 0 +
612 720
S(x

S(x) est minimal pour x = 6.

m 1.a) V=nx?h;donc h = V2
b) ¥ (x) = mx? + 2mxh.

F(x) = mx +—2m><V 2+2—V
)C X
3
2.a) ' (x) = 2mx — = 2V 2(rcx—2V)
X
=
x |0 Al +00
\n
P(x) - 0 +

Feo | | T~

Six= \‘— alorsh— n\:(x)ﬁ = V§ =x.
7T

D’ou le résultat.

B 1.0 M0 R

b) hmf(h) —f0) =0donc f’(0) = 0.

h—0

2.a)x—x et x —> +x sont dérivables sur 10; + [, donc fest
dérivable sur ]0; +oo[.

— X - \,‘/; 3\’;
b)f(x)=Vx+—=\x+—=—-.

2\,’x 2 2

3. Il en résulte que fest dérivable sur [0; +oo].
4. a) Si uv est dérivable sur I, alors u et v sont dérivables
sur 1.
b) Cette implication est fausse.
frx— x\x est dérivable sur [0; +oo[ mais x — Jx n’est pas
dérivable sur cet intervalle.

) =2(x-x)+2x-x,)+2(x-x,)
=2[3x - (x, +x,+ xg)]
fadmet un minimum pour x = LELTY );2 4o

Plus généralement :
$iflr) = 3 (x—x)2 alors £(x) = 3 2(x — x).
i=1 i=1

1 _
f'(x) s’annule pour x = —(x, + ... + x) = x et admet un
n

minimum pour cette valeur.



(98 | z.a)f’(x)=%2—2x+1;f”(x)=x—2.
b)

X |- 2 + 00

S7(x) — 0 +

@ T~

[~ atteint son minimum pour x = 2.

Prendre toutes les initiatives

m fx) =ax®* + bx> + cx + d; f(x) = 3ax® + 2bx + c.
f0)=0¢équivautad=0;
fil)y=1¢équivautaa+b+c+d=1;
f’(0)=0équivautac=0;
f(1)=0équivaut a 3a + 2b + ¢ =0.

d=c=0 d=c=0
[a+b=1 donc [a=—2

3a+2b=0 b=3.
flx) ==2x3 + 3x2

n

;m P+ ) };6, D ‘ C
onc »=16-— R

Volume du cylindre :

V(h) =nr*h = nh(16 - hTZ)

V(h) = %(64h — ), , \

heE[0; 8]. A xr 76

V' (h) = %(64 ~30).

83
h 0 3 16
V’(h) + 0 -
25631:\/§
V(h) . / L \ ;

Le volume est maximal pour & = %

m tan® o = OH”
HA?

I R
S (h-rP-r W -2hr
, _KB*_ R’
ettan- o = =—.
INGIE
2
Donc: — R
h(h—2r) " I
soit R? = hr .
h-2r

Donc V(h) = %nth

72 h(h—4r)
3 (h-2rp
Ainsi le volume est minimal pour /& = 4r.
On aalors : R =72,
Orr=6cm;donc h=24cmetR=6/2cm.

V'(h) =

Travail en autonomie g 116

6 ro=x-2x

Les points d’ascisse x, de € en lesquels la tangente a pour
coefficient directeur 3 sont tels que f’(x) = 3,

soit x7 — 2x, — 3 =0, soit x, = -1 oux, = 3.

On obtient les points A(—l - %) et B(3;0).

1./ =-4r+4x+1.
f=1<4x(l1-x*)=0<x=0oux=1oux=-1.

On obtient les points A(0; 0), B(1; 2) et C(-1; 0).

2. La tangente en B a pour équation y = 1(x — 1) + 2 soit
y =x+ 1. Or C appartient a cette tangente, donc (BC) est
tangente commune.

1.£(x) = —%xz +3x5 () == 3x + 3.

X 0 1 2
fx) + 0 -
3
f(x) 0 / E \ .

Donc I’affirmation est vraie.

2. f’(2) = 0 donc la tangente a € en x = 2 est horizontale.
3.

x | -1 0 2 3
Fx) -0 + 0 -

| T, T T

Donc 4 est un maximum local.

4, Réponse vraie.

D 1./ =32+ 4r = x(-3x + 4).

x |—o -1 0 4 2 + 00
3
L) - 0 + 0 -

o 140
fx) 7\4/ 27 d—

Du tableau, il résulte que si x € [—1 ; %} fx)el4;7]

2. La réciproque est fausse. 4
Contre-exemple : f(2) =4 et 2 & [—1 ; ?]
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@ a-0 <%l ()

i —2 =
b+c
fch=—2 = 179_ 5 ()
c—b
2a + 1
f=4 e2log o)

b) De (1), on déduit que a = -1, donc (2) et (3) deviennent
c—-b=-1

. 1 3
2b+c=_% SOItb—zetc__Z_
_—X+1 _4(1—x)
fiy=—2rl -0
4
4[-x+3-1+x 8
2.1 (x)= _ .
f(-x) (x_3)2 (x_3)2

f’(1)=2,donc latangente en A a pour coefficient directeur 2.

yB_yC=ﬂ=2’
X,—x, -1-2

donc la tangente en A est parallele a (BC).

€ 1.20°= 144 1Pet AB=AO\2,
soit AB =/2(144 — 7).

2.2) V) =3 AB* X h == h(144 - )

V(h) :—%m +96h, h €[0; 12].

52

b) V’(h) = —2h? + 96 = 2(48 — h?) = 2(4\3 + h) (43 — h).

h 0 43 12
V’(h) + 0 -

2563

Le volume est maximal pour # = 4,3 cm
et V(43 ) = 256/3 cm’.

a 1.f°(x) =3ax> + 2bx — a.
A =4b” + 3a? > 0 donc deux extremums locaux.
2.a)f(x)=x+x2—x;f(x) =32+ 2x— 1.

X —© -1 % 1 +00
fx) + 0 - 0 +
1
f) / \_i _—1 —
27

b) Si x € [-1; 1], alors flx) € [—%; 1] C[-1;1].

La réciproque est fausse, car, par exemple :

3\ 3 . 3.
f<_5>_§e[—l,l]et—2 &[-1;1].



