CHAPITRE

Derivation

QLe programme

Contenus | Capacités attendues | Commentaires
Dérivation Le nombre dérivé est défini comme
Nombre dérivé d’une fonction en un point. limite du taux d’accroissement
a+h)-f(a
. . flaxh-fl@ quand % tend vers 0.
Tangente a la courbe « Tracer une tangente connaissant h
représentative d’une fonction dérivable | le nombre dérivé. On ne donne pas de définition formelle
en un point. de la limite.
Fonction dérivée. L'utilisation des outils logiciels facilite
Iintroduction du nombre dérivé.
Dérivée des fonctions « Calculer la dérivée de fonctions.
usuelles : On évite tout exceés de technicité dans les
x> x> — calculs de dérivation. Si nécessaire, dans
X

le cadre de la résolution de problémes,
le calcul de la dérivée d’une fonction est
facilité par I'utilisation d’un logiciel de

et x — X" (n entier naturel non nul).

Dérivée d’'une somme, d’un produit et
R . calcul formel.
d’un quotient.

GNorre point de vue

Ce chapitre est consacré a la dérivation.

Dans la premiére séquence du cours, introduite par les activités 1 a 3, nous définissons le nombre dérivé d’une fonction
en un réel a et la tangente a une courbe en un point.

La deuxiéme et la derniére séquence sont consacrées aux fonctions dérivées des fonctions usuelles et aux fonctions
dérivées d’'une somme, d’un produit et d’'un quotient de fonctions. Afin de montrer comment sont obtenues les

formules de dérivation, nous avons déterminé dans le cours 'expression de la dérivée d’une fonction affine et celle
de la fonction carré.

Les exercices sont variés : calculs, lectures graphiques, logique, algorithmique. Une grande place est accordée a
Iinterprétation graphique d’un nombre dérivé : tracé d’une tangente connaissant le nombre dérivé, détermination
d’un nombre dérivé connaissant une tangente.

Les situations étudiées sont diverses : étude d’un cotit marginal, de la vitesse de propagation d’un médicament dans le
sang, modélisation du profil d’un toboggan ou du tracé de lignes TGV, approximation de pourcentages ou de I'inverse
d’un nombre, etc. L'accompagnement personnalisé revient sur les deux capacités attendues du programme : tracer
une tangente connaissant le nombre dérivé et calculer la dérivée de fonctions.

Les notions abordées dans le chapitre 4

o Nombre dérivé

« Tangente

« Fonction dérivée

o Dérivée des fonctions usuelles
« Dérivées et opérations
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G Reacliver |es savoirs

Voir manuel p. 284 et le site www.bordas-indice.fr pour les corrigés détaillés.

() Activites

Activite T Unefabrique de bonbons

Cette activité permet d'introduire le nombre dérivé comme limite
d’'un taux d’accroissement dans le cas concret d'étude de colts et
d’accroissements moyens de ces couts lorsque I'on passe d’une
quantité produite, ici de 40 tonnes, a une quantité produite « un
tout petit peu » supérieure, de 40 + h tonnes.

Apres le calcul du taux d'accroissement de la fonction C entre 40
et 40 + h, et le calcul de ce taux pour différentes valeurs de h, les
éléves sont amenés a donner une interprétation graphique de ce
taux d’accroissement.

1. En dizaines d’euros :

- cout de fabrication de 40 tonnes
- cout de fabrication de 41 tonnes
- coUt de fabrication de 42 tonnes
- coUt de fabrication de 43 tonnes

:3432;

:3493,62;
:3555,28;
:3616,98.

2.C,,(40) = C(41) - C(40) = 61,62.

C,,(41) = C(42) - C(41) = 61,66.

C,(42)=C(43)- C(42)=61,7.

3.a. C(40 + h) = 0,02(40 + /)2 + 60(40 + ) + 1000
=0,02h2 + 61,6h + 3432

et C(40) =3432.
C(40+h) - C(40) _ 0,02h%2+61,6h

h h
b. Pour 2= 0,1, I'accroissement moyen est égal a 61,602.

Pour 1 =0,01, il est égal a 61,6 002

Pour 1 =0,001, il est égal a 61,6 0002.

Lorsque & s'approche de 0, I'accroissement moyen s’approche
de 61,6.
c.Lerapport
la droite (AM).

=0,02h +61,6.

C(40 + h) - C(40)
h

est le coefficient directeur de

Activite 2  Animation autour d’un point
Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr :
733200_chap04_activite2.url
733200_chap04_activite2.g2w
Fichiers associés dans le manuel numérique Premium :
733200_chap04_activite2.ggb (GeoGebra)
733200_chap04_activite2.g2w (Geoplan)
Cette activité introduit le nombre dérivé d’une fonction en un point
comme limite du coefficient directeur des sécantes (AM).
Apres une approche empirique ol les éléves doivent imaginer le
point M se rapprocher de A et estimer vers quelle valeur tend le
coefficient directeur de la droite (AM), l'utilisation d’un logiciel de
géométrie dynamique permet de visualiser ces sécantes, ce qu’elles
deviennent lorsque M se rapproche de A, et d’avoir une idée plus
précise du nombre vers lequel tend leur coefficient directeur.
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Le calcul du coefficient directeur de (AM) en fonction de h, puis
pour quelques valeurs de h trés proches de 0, permet d'introduire
la notion de limite de r (h) lorsque h tend vers 0.

1.a.A(1;2)etM(3;10).
10-2
b.r(h) = =4.
3-1
2. Lorsque & prend des valeurs de plus en plus proches de 0 :
a. le point M s’approche du point A ;

b. le coefficient directeur r(h) semble s'approcher d’'un nombre

compris entre 2 et 3.

3. Avec le logiciel GeoGebra

Ouvrir le fichier 733200_chap04_activite2.ggb.

Utiliser Déplacer . Cliquer sur  , puis sur le curseur i pour lui
faire prendre des valeurs de plus en plus proches de 0 : de 2
a0, puisde-4a0.

{1+hf------==- M

1+h

Avec le logiciel Geoplan

Ouvrir le fichier 733200_chap04_activite2.g2w.

Cliquer sur le point H et le déplacer de sorte que les valeurs de
(affichées en haut de I'écran) soient de plus en plus proches
de0:de2a0,puisde-4a0.

]
| k

Lorsque & prend des valeurs de plus en plus proches de 0, le
coefficient directeur r(h) s'approche de 2.



4, a. Le coefficient directeur de la droite (AM) est :
(1+h)2+1-2 h2+2h

=h+2.
h h
b.
h -0,2 -0,1 -0,01 -0,001
r(h) 1,8 19 1,99 1,999
h 0,001 0,01 0,1 0,2
r(h) 2,001 2,01 2,1 2,2

c. Lorsque i prend des valeurs de plus en plus proches de 0, le
coefficient directeur r(h) s'approche de 2.

Activite 3 Unecourbe a la loupe
Cette activité introduit la notion de tangente a une courbe en un
point.
1. La droite (T) a pour équation y = 4x - 5.
2,

/

#=2.079328086  ¥=3.E55UBEUIE

#=3. 650133651 =5, BOGUSIGI3

-“"—-._,_,_:H

W=2.35821664H  Y¥=U.5571523U1

G Exercices

On observe que la droite (T) et la courbe € sont presque
confondues au voisinage du point A.

Vers la fonction dérivée

de la fonction inverse

Dans cette activité, a partir de la représentation graphique de la
fonction inverse et de quatre tangentes a cette courbe, les éléves
déterminent f(x) et f' (x) pour quatre valeurs de x. Cela permet de
faire une conjecture sur l'expression de la dérivée de la fonction
inverse.

L'utilisation de la calculatrice pour construire un tableau de valeurs
de la fonction inverse et de sa fonction dérivée permet ensuite de
vérifier la cohérence de cette conjecture.

Activite 4

1.a.

X 0,25 0,5 1 2
Fx) 4 2 1 0,5
£(x) -16 -4 -1 -0,25

b. Les valeurs de la troisieme ligne sont les opposées des carrés
des valeurs de la deuxieme ligne. 1

¢. On conjecture que f'(x) = —(f(x))2 et f'(x) = - -

2.a.eth. *

A Y Yz

5 £ "y

1 1 "1

1.c BEEES | CH4NY

2 s )

2.k K 1]

2 saads | ~d1dl

2.5 <HEML | -0B1E
&5 = 0Ezs

Les résultats sont conformes a la conjecture faite dans la
question 1. c.

Pour déemarrer

n 1. Réponse a (par définition).
2. Réponse b (par définition).

EN 1.54)=-5.
2.f(4+h)=-2(4+h)+3=-5-2h.
3. Le taux d'accroissement de fentre 4 et 4 + hest :
f@A+h)-f4) -5-2h-(5) -2h

h B h Th
EN 1./-2)=5.
2.f(-2+h)=(-2+h)?+1=5-4h+h2
_f2+h)-f(-2) 5-4h+h?-5
B h - h

=-4+h.

3.a.r(h)

b. Lorsque & tend vers 0, r (h) tend vers —4.

Donc fest dérivable en -2 et f'(-2) = -4.

I8 1. Le coefficient directeur est égalaf'(1), etdonca2.
2.
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H 1. Le coefficient directeur est égal a f'(3), et donc a -2.
2.
y

N

3. Une équation de (T) est y =-2x + 8.

A 1. a. Le coefficient directeur est égalaf'(0), etdonca4.

b. ¥

=

2. Une équation de (Tg) esty=4x-1.

n Exercice corrigé, voir manuel p. 284.
EN ra)=2etr0)=-1.

BN 1.0 =-6,¢"(x) = 2x et i’ (x) = 3x2
2.f'(1)=-6etf(-1)=-6.
3.4(2)=3x%x22=12.

EMN Exercice corrigé, voir manuel p. 284.
N a.f(0=0,7(@=0et f(-1)=0.
b.f'(x)=7,f(2=7et f(-1)=7.
cf(x)=2f(2)=2et f'(-1)=2.

:
EEX 1.1 (0=- =

2./'(1)=-1et f'(2) =-0,25.

EEN 1.0 =3x2doncf(2) = 12.

Le coefficient directeur est égal a 12.
2.

s
dx[x )|x=2

12

m 1. Cette proposition est vraie.

2. a. La négation de cette proposition est :

« Il existe un réel x tel que f"(x) #5.»

b. Cette nouvelle proposition est fausse.
(15 KR Réponse b.

2. Réponse c.

3. Réponse c.

A r)=0gx)=3eth (x)=-7.

m Exercice corrigé, voir manuel p. 284.
m Exercice corrigé, voir manuel p. 284.

: 1
Bl f=-1 g =1-Leth(=1+——
x? x? 2Vx
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m Exercice corrigé, voir manuel p. 284.
m 1.u' (x) =3 etv' (x) =-2.

2.u' (W)v(x) =15 - 6x et u (x)v' (x) = -6x.
3.1 () =u' (v () +u(x)v' (x) =-12x + 15.
22 | Tulx)=x-1.

2.u'(x)=1.

f)=2x1x-1)=2x-2.

m Exercice corrigé, voir manuel p. 284.

m 1.v(x)=x+6.

2.0 () =1etf(x) -

Thr6)?
Sy vy -1
E a.v(x)=x-5,v (x)—]etf(x)——(x_s)z.
iy oy -3
b.v(x)=3x+1,v (x)—3etf(x)——(3x+ e

m T.u'(x)=2etv' (x)=1.
2.0 () Xv()—ul) xv'(x)=2x+3)-(2x=7) =13.

13
30 =5

EXA 1. a. Lavaleur affichée est 2.
b. La valeur affichée est —6.
2. Les expressions possibles sont a. et c.

Pour s'entrainer

Bl 1.f(-1)=2etf(-1+h)=h?-3h+2.
_SEVHR-fEN) B3k

2.r(h) ? h

Lorsque A tend vers 0, r(h) tend vers -3.
Donc fest dérivable en -1 et f'(-1) = -3.

h-3.

3. d .2
ey
-3
EXN 1.5 =0etg2+h) =-h2-2h
_h2 - —
2rty =220y

Lorsque A tend vers 0, r(h) tend vers —2.
Donc g est dérivable en 2 et g’ (2) = -2.
3.

i wz
dx( " +2K:I|x=2

m Exercice corrigé, voir manuel p. 284.

m a.r(h):w:_&

Lorsque A tend vers O, r(h) tend vers -3.
Donc fest dérivable en 4 et f/(4) = -3.
fO+m-f0O) _ -2

h 2h+1"
Lorsque A tend vers 0, r(h) tend vers —2.
Donc fest dérivable en 0 et f'(0) = -2.

1 -f(1 - - f(-

E Vrai.—f( +}2 SQ) =-2et fE3+h-fE3) 3+hh) fe3 =-2.
EEX Faux. Lorsque h tend vers O, le taux d’accroissement tend
vers —-8. Donc f'(2) =-8.

b.r(h) =




E3 1.et2.

VA

N' @
I | I S w—
"T\'O 1 x

3. Une équation de (T) est y = -2x - 4.
EX 1.voirle graphique ci-dessous.
_ 2_>
2.a.r(h):f(h) /) :h h:h—z.
h h
b. Lorsque /i tend vers O, r (h) tend vers -2.

Donc fest dérivable en 0 et /'(0) = -2.
3.
y

m

4. Une équation de (T) est y = -2x.
5. Vi=Ha-2¥ /
y=-3H

n=0 =0

m Exercice corrigé, voir manuel p. 284.
m Equation de la tangente : y = 0,5x - 3,5.

EN 1., 2.et3.
y
‘I..

\:B:O/;x

A /€

m Exercice résolu, voir manuel p. 93.

£ j-1)=2,/1)=0,f(-1)=-1 et (1) =-5.

N 1.a.£(-2)=3,f(-1)=2etf(1) = 3.

b.f'(-2)=0,f'(-1) = —% etf'(1)=45.

2.a.Une équation de (T;) esty = 3.

Une équation de (T5) est y=4,5x - 1,5. 3
b. (T,) a pour coefficient directeur f'(-1), c’est-a-dire Y

et passe par le point B(-1; 2). C'est bien le cas de la droite

d'équationy = ix+l
T2 2

880 - 600
2N c00)=—————=14.
(200) 200-0

Le colt marginal au rang 200 est 1,4 euro.

X r2)=3etAQ;1).

fEN=Tetf(-1)=2.

EA casa.: Figure 4

Casb.: Figure 1

Cas c.: Figure 3

Casd.:Figure 2

£ Lénoncé a. est faux. Un contre-exemple est donné par la
figure 4 (voir exercice 45).

L’énoncé b. est faux. Un contre-exemple est donné par la
figure 4 (voir exercice 45).

L'énoncé c. est faux. Un contre-exemple est donné par la
figure 2 (voir exercice 45).

L'énoncé d. est vrai.

Sifla) = g(a), les tangentes a ‘é,et a €, en leur point d'abscisse a
passent par le point A (a ; f(a)).

Si, de plus, f'(a) = g’ (a), ces deux tangentes ont le méme
coefficient directeur. Elles sont donc paralléles et ont un point
commun : elles sont confondues.

m Vrai. f'(3) est le coefficient directeur de la tangente, donc
f(3)=-5.

EZ3 vrai. La tangente a pour coefficient directeur
f'(3)=-2etpasse parA(3; 1). Une équation est bien y=-2x + 7.
m Faux. f'(3) est le coefficient directeur de la tangente, donc
f3)=-2. 1
50 | a.f(3)—27etf(—§)—

b.f'(3) = —%et f’(—%) -9,

1
T

fB3)=5 etf’(—%) =5

BN a.f-1)=-2etf(2)=22.
b.f'(-1)=3etf (J2) =6.
cf(-1)=-2etf(y2) =-2.

EA a.f(001)=0etf(3)=0.

b.f(0,01)=5etf'(3)= 1—§
V

c.f(0,01)=0,02 etf'(3) =6.

E Exercice résolu, voir manuel p. 94.

1. Oui. Ces valeurs sont -2 et 2.

2. Non, car pour tout réel x, f'(x) = 0.

A 1.Equation de (T) :y = 4x - 4.

2. y

3.a.f"(x) =-6 pour x =-3.
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Au point d'abscisse -3, la tangente a € a pour coefficient
directeur -6.

b. Les coordonnées du point de contact sont (-3; 9).

EA 1.Equationde (T):y = 12x + 16.

. . . 1 1 .
2.a.L'équation 3x? = 1 adeux solutions: - — et —.Il existe
NE V3
deux tangentes a € paralléles a (D) : I'une au point d’abscisse

1 . . 1
- — et l'autre au point d'abscisse —.
V3 V3
1 1
b. Les coordonnées des points de contact sont (— —) et

(1 1) 333
3 330

m Exercice corrigé, voir manuel p. 284-285.
El Soit fla fonction carré et g la fonction racine carrée.
f'(x) = 2xdoncf"(0,25) = 0,5
¢'()=—— doncg'(1)=0,5.
2\Vx
f'(0,25) =g’ (1) donc la tangente a % au point d’abscisse 0,25 et
la tangente a € au point d'abscisse 1 sont paralléles.
m 1. Le coefficient directeur de (T,) est 2a et le coefficient

1
directeur de (T,) est—ﬁ.

2. E Variables a, c et d sont des nombres réels i
i b est un réel non nul :
i Entrée Saisir a et b :
; Traitement ¢ prend la valeur 2a :
: d prend la valeur -1/b2 ;
: Sic=d :
: Alors Afficher « oui » :
: Sinon Afficher « non » |
: Fin Si ;
3.
Calculatrice Texas : Calculatrice Casio :
iFromFt. AsE "a=""7sHd
2R "h=" s
t-1-B20 ZASC
I+ C=0 -1+EB2+0e
-Dhen “gUL If C=De
= Eil'uen Moui ::3
' se "non
|:|15P "HOM" 1 fErde
4. a. b.
FI"7'1 A=7?-2
=] E=%H8.5
HDH aur

m Exercice résolu, voir manuel p. 95.
m 1.Une équation de(T)esty=-x-2.

2.f(x)-(x-2)= —+x+2
_x2+2x+1_(x+1)2
- X T ox

3. Sur ]-; 0], cette différence est négative.
Donc sur ]-o; 0[, 6 est au-dessous de (T).
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4. W1=14%

va-3-2
-1 == 1

m Faux. Soit fla fonction cube.

f(x)=3x2donc f'(2) = 12. Le coefficient directeur de la tangente
a la courbe au point d’abscisse 2 est égal a 12.

= Faux.f"(1)=2et g’ (1)=-1.Doncf"(1) = g’ (1) : les tangentes
ne sont pas paralléles et donc ne sont pas confondues.

m Faux. Quel que soit le réel a non nul, le coefficient

1
directeur de la tangente a la courbe d’équation y =— au point
X

1
d’abscisse a est négatif (car égal a ——) Il ne peut donc pas
étre égal a 3.

1
A vrai, car I'équation ;: 2 a une solution (qui est —)
2\x 16
m fx)=-6xetg' (x) =-12x-7.
167 A0
EX 7= -16x + 26.

1
= 15x2 —4x+3etg’(x):4x2+5.

B 70 =32¢-24.
4

= 3-4x)2
-14

(71 B0 =G

m Fichier associé sur le site www.bordas-indice.fr et le
manuel numérique Premium :
733200_chap04_exercice72.xws (Xcas)

£rounapply { (3x-5)% (2x+1) ~3, %)

p . 3
X == (3 x-0) (2 e 1)

g:=deriver(f)

3 ?
x> B2 %+ 1)+ (3% -5) 6 *(2 %%+ 1)

h:=tactoriser (g)

x> 3(2\'41 (8\'9

m Fichier associé sur le site www.bordas-indice.fr et le
manuel numérique Premium :
733200_chap04_exercice73.xws (Xcas)

"

s—unapply { (x-1)/ (2x-3) %, x)
x-1

-

(2%%-3)

x >

g:=deriver({)

x \—17-(.\ 1)*4%2"x 3}

(2%
h:=factoriser(g)
§ =2*xt1
- (2=x-3)

EZX Fichier associé sur le site www.bordas-indice.fr et le
manuel numérique Premium :
733200_chap04_exercice74.xws (Xcas)
fr-unapply ( (Sx-3) *sqrt (x) , x)

x> (5%-3) (WX

g:=deriver (£)

x S5 0R(E -.\--31-“@'

h:Taimplify(g)

15 %% *(vx)=3 *(vx)




m Exercme résolu, voir manuel p. 96.

3
mf == etg(x) —x+5.
1
mf(x =6 et g’(x)=3—;.
) = ] g2
BquL~ Ty W=
14 2
— ety =———.
(79 WUOE i etE =
(80 |8 WAIE" 2x—3)+7x><2:28x—21.
2.f(x —14x2—21xetf(x)=28x—21.

3.0n a bien la méme expression de f .
m Exercice corrigé, voir manuel p. 285.

2x-2)x-1)-(x2-2x+2)x1 x2-2x
Elgw= = .
¢ -1 w12
1 (x=1)24+1 x2-2x+2
2.a.x = = et
x-1 x-1 x-1
-2x+2
g(x)=—xd0an(x)=x—1+
x-1 x-1
1
b.g'(x)=1- .
§ (=12
1 S12-1 222
3.8)=1- :(x ) == o

=12 @-12 -1
A r()=-3etg(1)=-3.
f'(x)=2x-4doncf'(1)=-
g'(x) =-4x+2doncg'(1 ) =-2.
Par conséquent, f(1) =g (1) et f'(1
sont bien confondues.

m 1. L'algorithme affiche :

g'(1) :les deux tangentes

a.-1 b. —% c. « Pas de nombre dérivé ».

2. Les expressions b et ¢ peuvent étre celles de f.
Bl .o 0=2xeth'(x) =

2. a. Cette proposition est vraie.

b. La réciproque est : « Si pour tout réel x, f'(x) =
définie par f(x)
Cette proposition est fausse. Prenons la fonction g de la
2x et g n'est pas la fonction

2x, alors fest

=x2.»

question 1: pour tout réel x, g’ (x) =
carré.

E3 1.Lecoutde production de 1000 aspirateurs est C(1000),
soit 111000 euros.

Le cot de production de 1001 aspirateurs est C(1001), soit
111 066,003 euros.

L'augmentation du colt entrainée par la fabrication du
1001¢ aspirateur est de 66,003 euros.

2.a. Le colt marginal au rang 1000 est :

d(1000) = C(1001) - C(1000), soit 66,003 euros.
b. C'(x) =0,006x + 60.
C’'(1000) =66

¢.d(1000) - C'(1000) = 0,003.
d(1000) est trés proche de C'(1000).
EA vrai.f(1)=6etg'(1)=6.

_ 2
Faux.f'(x) =2 g3

x2+1)2
EEA Faux. £ (x) =2x3(3x-1)=18x-6.

m Vrai. Pour tout réel x, u’' (x) = -2 et v' (x) = -2.
B 1.0 =9x2-10x + 3.
2. Le coefficient directeur est égal a f'(2), soit 19.
m 1u'( —5

(=x +2)2
2.4'(3)=5
EEN 342+ 6a = -3 équivaut a 3(a+ 1)2=0.

f'a)= -3 poura =-1.

EZ3 () = 0 équivaut & 3x2 - 8x =0, et donc a x =0 ou
8

x=—.
3

8 256
En O(0;0) et en B(E; —7) la tangente a 6 est paralléle a

I'axe des abscisses.

m Une équation est y = 2x + 2.

Faire le point

Voir manuel p. 285. Les corrigés détaillés sont disponibles
sur le site www.bordas-indice.fr.

Revoir des points essen’rlels

96 | a.y=2x+4 b.y=10x-20
Cy=-4x+1 d.y=-6x-4
EA r)=-6x+2.
g'(x)=8x+11.
h(x)=6x2-14x+1.

’ -8 vt _ 15 ’ —
E,fm:( T O O ey

Travaux pratiques

TP1 Approximation de pourcentages

Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr :
733200_chap04_TP1prof.g2w (Geoplan)
733200_chap04_TP1prof.xls (Excel)
733200_chap04_TP1prof.ods (OpenOffice)

Fichiers associés sur le manuel numérique Premium :
733200_chap04_TP1prof.ggb (GeoGebra)
33200_chap04_TP1prof.g2w (Geoplan)
33200_chap04_TP1prof.xls (Excel)
33200_chap04_TP1prof.ods (OpenOffice)

A. Augmentations successives

1.2000x 1,032=2121,8.

En 2016, le salaire mensuel brut de Fabia sera de 2121,80 euros.
Il aura augmenté de 6,09 % par rapport au salaire de 2014.
2.0n commet une erreur de 1,80 euro et de 0,09 %.

3. Dans le cas précédent, I'erreur que I'on commet en assimilant
deux augmentations de 3 % a une augmentation de 6 % est faible.
Si le salaire de Fabia augmentait chaque année de 20 %, en
assimilant les deux augmentations de 20 % a une augmentation
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de 40 %, on commettrait une erreur de 80 euros sur le montant
du salaire et de 4 % sur le pourcentage d’augmentation, ce qui
n’est pas négligeable.

B. Approximation de (1 +x)2par 1 + 2x

1.5 (x) =2x + 2.

(T) a pour coefficient directeur f5' (0) = 2 donc une équation
de (T) est de la forme y = 2x + p.

(T) passe par le point A(0; 1) donc 1 =p.

Une équation de (T) esty =2x+ 1.

Avec le logiciel GeoGebra

2. a.Dans la ligne de saisie, saisir { f(x)=(1+x)A2 | { A=(0,f(0)) |
et| y=1+2x |.

Cliquer droit sur la droite, puis choisir Renommer pour la
nommer T.

b. Utiliser I'outil Point sur Objet . Cliquer sur _
point de la courbe.

Cliquer droit sur ce point, puis choisir Renommer pour le
nommer M.

“| puis sur un

Utiliser I'outil Parallele . Cliquer sur puis sur le point M et
ensuite sur I'axe des ordonnées.

Utiliser I'outil Intersection . Cliquer sur g puis sur le point
d’intersection de la paralléle créée précédemment et de la
droite T.

Cliquer droit sur ce point, puis choisir Renommer pour le
nommer P.

c. Saisir[ m=x(M) | puis (d=MP |dans la ligne de saisie.

Utiliser l'outil ' Insérer Texte . Cliquer surE puis saisir x=m et
MP=d, m et d étant a sélectionner dans Objets .

Editer
x=m
WP-ld
] Formule LaTex Symboles » | Objets ~
M L

™

WP
|Apercu
*=082
MP=0.36

3—~aw-w

3. Utiliser I'outil Déplacer . Cquuer sur e puis surle point M et
le déplacer afin de pouvoir compléter le tableau.

Avec le logiciel Geoplan

2.a. Créer ; Numérique : Fonction numérique puis A 1 variable
(Nom de la variable muette : x ; Expression de la fonction :
(1+x)A2 ; Nom de la fonction : f).

Créer ; Ligne ; Courbe puis Graphe d'une fonction déja créée
(Nom de la fonction : f; Bornes : 0 1; Nombre de points : 600 ;
Nom de la courbe : Q).

Créer ; Point ; Pointrepéré puis Dansleplan (Abscisse : 0 ;
Ordonnée : f(0) ; Nom du point : A).

Créer ; Ligne ; Droite(s) puis Définie par une équation

(Equation : Y=1+2X ; Nom de la droite : T).

b. - Pour construire le point M

Créer ; Point ; Pointlibre puis Surune droite (Nom de la droite :
(ox) ; Nom du point : X).

Créer ; Numérique ; Calcul géométrique puis

Abscisse d'un point dans le plan (Nom du point : X ; Nom de
I'abscisse : x).

Créer ; Point ; Pointrepéré puis Dansleplan (Abscisse : x ;
Ordonnée : f(x) ; Nom du point : M)

« Pour construire le point P.

Créer ; Point puis Intersection 2 droites (Premiére droite : T;
Deuxiéme droite : (MX) ; Point d'intersection : P).

c. Créer ; Numérique ; Calcul géométrique puis

Longueur d'un segment (Nom du segment : MP ; Nom de la
longueur : d).

Créer ; Affichage puis Variable numérique déja définie (Nomde
la variable numérique : x ; Nombre de décimales : 2).

Créer ; Affichage puis Variable numérique déja définie (Nomde
la variable numérique : d ; Nombre de décimales : 2).

LS ] d: 0. 3%

3. Pour déplacer le point M, cliquer sur le point X et le déplacer
sur I'axe des abscisses.

a [x 07 ] 05 ] 04 03] o02] o1

Distance MP | 0,49 | 0,25 | 0,16 | 0,09 | 0,04 | 0,01

b. Lorsque M s'approche de A, la distance MP devient proche
de 0.

c.L’erreur commise en assimilant (1 +x)2a 1+ 2x est égale ax2
C Approximation de (1+x)” par 1 + nx

1. Une équation de (T) esty =nx + 1.

2. Ouvrir une feuille de calcul d'un tableur.

Saisir dans la cellule B2 la formule :
[=(1+B$1)A$A2-(1+$A2*BS1) |.

La recopier dans la plage de cellules B2:F4.

| A B T D E, F
: nx 0,03 0,025 0,02 B 0,m
2 3 0.0027 0.0019 0.0012 0.0007 0.0003
3 s 0,0093 0,0064 00041 | 00023 0,0010
al 10 0,0439 0,0301 0,0190 0,0105 0,0046




3.1500 % (1+ 10 % 0,02) = 1800.
On disposera d’environ 1800 euros.

TP2 Codt moyen minimum

Fichiers associés sur le site www.bordas-indice.fr :
733200_chap04_TP2prof.xls (Excel)
733200_chap04_TP2prof.ods (OpenOffice)

Fichiers associés sur le manuel numérique Premium :
733200_chap04_TP2prof.xls (Excel)
733200_chap04_TP2prof.ods (OpenOffice)
733200_chap04_TP2prof.ggb (GeoGebra)

A. Cout marginal et dérivée du cout total

1. Ouvrir une feuille de calcul d'un tableur.

2. Entrer dans la cellule A2 la valeur 0 et saisir dans la cellule A3
la formule .

Recopier la cellule A3 vers le bas jusqu’a la cellule A102.

3. a. Saisir dans la cellule B2 la formule :

[ =0,001%A2A3-1,2*A2/2+600*A2+500 |.

b. Saisir dans la cellule C2 la formule :

[ =0,001*(A2+1)A3-1,2%(A2+1)A2+600*(A2+1)+500 |.
Saisir dans la cellule D2 la formule| =C2-B2 |.

. C'(q) = 0,003¢2 — 2,44 + 600.

Saisirdanslacellule E2|aformu|e[ =0,003*A2A2-2,4*A2+600 |
d. Recopier la plage de cellules B2:E2 vers le bas jusqu’a la
ligne 102.

A B C o 3
149 Clgl Clgw) | clgn)cig)
2 o 500 109880 598, SU
-l 10 6381 6956,13
4 20 12028 12580.06
5 30 17447 i 5
6 40 22614 31517
750 27625 :
& 60 32396 3286178
s 70 36963 37408.71 16,7
0 80 41332 41758.24 127.2
1n, % 45509 1591637 1083
12 1 49500 19888.10 390

4. Les valeurs de C(g + 1) - C(g) et de C'(g) sont tres proches.
B. Minimum du coGt moyen

1. Saisir dans la cellule F3 la formule | =B3/A3 |.

La recopier vers le bas jusqu‘a la cellule F102.

A B c E F
sa 560 | 135796 | 13599328 | wes | 2a0a0
sa. 570 | 137813 | 2067 | 24178
60 580 | 139932 | m72 | 24126
61 390 142159 142387 87 | 2183 240,95
62 600 | 144500 | 14474060 [ 24083
63 610 | 146061 14721393 [ 24092
64 620 | 149548 | 14981386 [ 24121
65 630 | 152267 | 15254639 [ | 4160
66 640 | 155124 | 15541752 | 2028 24238

2. a. Le cot moyen semble minimum pour g = 600.

b. Le colt marginal vaut alors environ 240 euros.

C. Détermination de I'optimum technique a lI'aide d’une
tangente

1. La tangente (T) a pour coefficient directeur C’(a) : une
équation de (T) est de la forme y = C’(a)x + p.

(T) passe par le point de coordonnées (a ; C(a)) donc
C(a)=C’(@)a+p.

Par conséquent p = C(a) - aC’(a).

Une équation de (T) est:y=C’(a)x + C(a) -

soity = C’(a)(x - a) + C(a).

2. a. Le point d’abscisse 0 de (T) a pour ordonnée :

C’(a)(0 - a) + C(a), c'est-a-dire : —aC’(a) + C (a).

Si C’(a) = Cy(a), alors C’(a) = ( ) etdonc-aC’(a) + C(a) =
a

(T) passe par I'origine du repére.

b. Si (T) passe par l'origine du repere, alors :

0=C’(a)(0-a)+ C(a) donc C’(a) =&.

3.a. Avec un logiciel de géométrie dyﬁamique :
Saisir dans la ligne de saisie :
(C(x)=0.001xA3-1.2xA2+600x+500 |

Dans Graphique , entrer : xMin : - 50, xMax : 1000,

yMin : - 10000 et yMax : 450000.
puis sur un

b. Utiliser I'outil = Point sur Objet
point de la courbe.

Cliquer droit sur ce point, puis choisir Renommer pour le
nommer M.

Utiliser I'outil Tangentes . Cliquer sur , puis sur le point M
et ensuite sur la courbe.

aC’(a),

. Cliquer sur

c. Utiliser I'outil Déplacer . Cliquer sur l: puis sur le point M
et le déplacer jusqu’a ce que la tangente passe par l'origine
du repére.

d. Lire dans la fenétre Algébre |'abscisse du point M.

~ Mghtee <] | +_Graphique
Drcite s
3wy 230,54 0 58565
8 Fonclion
3 Clx) = 02"~ 1.2+ 481 /
Poirt -
2 W= (550,87, 148488.01) 2000 -
_.a—"/
. :\_“/’ . - . - . . . v . .
o0 e 100 200 g 00 g L) 700 B0 %00 10g

Une valeur approchée de a est 600.
4. 'optimum technique de production est de 600 ballons.

Pour approfondlr

B 1. uxud) =t/ <+ ux @) =u' xu? +ux2 u' = 3ud.
2. =(uxud) =u'xud+ux w3 =u' xud+ux3uu.

Donc (u®) = 4uu'.
3. (x) =6x(x2-1)%
g'(x)=8x(x2- 1)

I a. vrai. f/(x) = 3x2g (

(x) +x3g" (x).

Doncf'(1) —3x12xg(1)+13><g(1)
2=3%x2+g'(1)
g’(1):—
b. Faux. g’ (x 2xf )+ X2 (x).
2 - ! -
C. Vrai. g/ () = 2L 0 =290 _ Af"() - 2109

x4 X3

m 1. La tangente (T) a ? en A a pour coefficient directeur
f'(a), soit —2a + 4 : une équation de (T) est de la forme
y=(-2a+4)x+p.

(T) passe par le point A(a ; —a® + 4a - 2) donc
-a’+4a-2=(-2a + 4a+p.

Chapitre 4 Dérivation m Indice 1°ES-L 45



\\|

Par conséquent p =a? - 2.

Une équation de (T) est:y = (-2a + 4)x + a® - 2.

2.1 est un point de (T) si et seulement si :
4=(—2a+4)><%+a2—2.

Cette équation a deux solutions : 0 et 3. On peut donc mener
deux tangentes a P a partir du point | : I'une au point A
d’abscisse 0 et I'autre au point B d'abscisse 3.

Equation de la tangente au point A:y = 4x - 2.

Equation de la tangente au point B:y = -2x + 7.

A 1.a.C,(g) =0,03¢2 - 24 + 50.
C,,(60) =0,03 x 602 -2 x 60 + 50 = 38.
b. Oui, car 55 - C,,(60) > 0.

Donc le cott engendré par la fabrication du 61¢ article (38 euros)
est inférieur a ce que rapporte la vente de cet article (55 euros).
2.55-C,,(70) = -

Fabriquer et vendre le 71¢™me article diminue le profit total car
55-C,,(70) <0

55-C,,(60) = 17.

Variables Q est un entier naturel et C, :
est un réel :
Initialisation Q prend la valeur 1 :
C,, prend la valeur 0,03Q% - 2Q + 50 :
Tant que C,, < 55 i

Q prend la valeur Q + 1 :

C,, prend la valeur 0,03Q2 - :
Fin Tant que :
Afficher Q - 1 ;

i Traitement
i 20+ 50

El 335!3 2E+58+C
While CI554

+130e

B, A302-20+583C
llhileEnde
G—=1-=0a

[

Ll—1-=L)
ilisp @

b. Il faut fabriquer et vendre 69 articles.

&9
Dore

103] 1.f'(x) = 3ax2 + 2bx + c.
2.a.f(0)=12etf'(0)=0
b.f(0)=12doncd=12. f'(0)=
3.a.f(2)=0etf'(2) =
b.Ona:f(x) =ax3+bx2+1,2.
f(2)=0donc8a+4b+1,2=0.
f'(2)=0donc 12a+4b=0.

Les réels a et b sont bien solutions du systéme donné.
c.a=03eth= -0,9.Doncf(x) =0,3x3-0,9x2 + 1,2.

0doncc=0.

1 2
(T) a pour équationy = -—xt+—.
a a

Le point d'intersection de (T) et de I'axe des ordonnées est
2
M{0; —].
a
Celuide (T) et de I'axe des abscisses est N (2a ; 0).

46

Le milieu de [MN] a pour coordonnées
de ¥ d’abscisse a.

m 1.(T) a pour équation y =-x + 1.
2. On conjecture que 6 est au-dessus de (T) sur ]-
au-dessous de (T) sur [-1; +oo[.

3.a.Pourtoutréelx, f(x) = (=x+ 1) ==x3+ x2+x- 1.
A+ N =1)2=(=x-1)2-2x+1)==x3+x2 +x-1.
Doncf(x) - (=x+ 1) ==(x+ 1)(x-1)2

b. Pour tout réel x, (x— 1)2= 0.

1
a; —) Il sagit du point
a

oo ;-1] et

Donc f(x) - (-x + 1) est du signe de —(x + 1).
Sur]-o;-1], f(x) - (~x + 1) = 0:6 est au-dessus de (T).
Sur [-1; +oo[, f(x) - (~x + 1) < 0:6 est au-dessous de (T).

m 1. Lavitesse al'instant r=0 est égale af'(0), c'est-a-dire au
coefficient directeur de (OB), la tangente a € au point O. Cette
vitesse est de 12,5 mg/h.

La vitesse a l'instant 1 = 4 est égale a f'(4), c'est-a-dire au

coefficient directeur de (AA’), la tangente a € au point A. Cette

. 16-10
vitesse est

mg/h, soit -1,5 mg/h.

-50¢2 + 200
+42

OO -600

2
0)=——=125etf(4) =——=-15.
/(0 f@ 200

0 1.a. Une équationde (T) esty=1-x.
b.

2.f(0=

-\-._\_\_\_\_\_h

c. d (x) est la différence entre I'ordonnée du point de €
d'abscisse x et I'ordonnée du point de (T) d’abscisse x.
d.d(1)=

d(0,1) = 0,009

d(0,001) =106

d(0,0001) =108

Pour x voisin de 0, la courbe € et la tangente (T) sont trés

1
proches, donc d (x) est proche de 0 et 5 estprochede 1 -x.
X

2. a. Avant 'augmentation, I'article coCte 80 euros.

b.84x0,95=79,8.

On commet une erreur de 0,2 euro.

X 1.a.4(50) = 300.

Lorsque le prix est de 50 euros, 300 articles sont demandés.

b. Lorsque le prix est de 50,5 euros, 298 articles sont demandés.
298 - 300

c. Le taux de variation de la demande est égal a 300

2
soit ry % et celui du prix est égal a 1 % . Donc I'élasticité est
égalea Y soit environ -0,67.
2. a. E(p) est négatif.

—4p
b.E(p)=—2"
)= 550—ap

c. E(50)=-—

On obtient la méme valeur que dans la question 1. c.

=-0,67.



m A. Un premier raccordement

N .5 L
1. a. La fonction, qui a x associe ﬁle est décroissante sur
]-o0; 0] et croissante sur [0 ; + [ donc fest croissante sur [0; 2].

3
b.——16x2+2x—2estde laforme ax? + bx + c.
a:—i,bzzdonc—izﬁ.
16 2a 3

) . ) 3 .
La fonction qui, a x associe _ﬁxz + 2x - 2, est croissante sur

donc g est croissante

16 L 16
]_oo T] et décroissante sur ’T + 0

sur[2;4].
c.

2.f(2) = g(2) =1,25donc D a pour coordonnées (2 ; 1,25).
3.a.f(0) = 0 donc 6;passe par le point A(0; 0).

f)= gx donc f'(0) = 0: la tangente a 6,au point A est bien

paralléle a I'axe des abscisses.
b. g (4) = 3 donc 6, passe par le point B(4; 3).

3
g')= —gx +2doncg’(4)=0,5.

Comme la droite (BC) a pour coefficient directeur 0,5, la
tangente a €, au point B est bien la droite (BC).

4. a. La tangente a 6;au point D a pour coefficient directeur
f'(2), soit 1,25.

La tangente a 6, au point D a pour coefficient directeur g'(2),
soit 1,25.

6 et 6, ont bien la méme tangente au point D.

b. Voir la figure ci-dessus.

B. Un deuxiéme raccordement

1.1 (x) = 3ax? + 2bx + C.

2. a. La courbe passe par A donc f(0) = 0.

La tangente en A est parallele a I'axe des abscisses donc
f(0)=0.

b.f(0)=0doncd=0.

f'(0)=0doncc=0.

c.f(x) = ax3 + bx2

3. a. Le coefficient directeur de (BC) est 0,5.

b. La courbe passe par B donc f(4) = 3.

La tangente en B est la droite (BC) donc f'(4) = 0,5.

c.f(4) =3 donc 64a + 16b = 3.

f'(4)=0,5donc48a+8b=0,5.

Pour aller plus loin

m Soit fla fonction carré, % sa courbe représentative et a un
réel.

La droite 9 d'équation y = —4x - 4 est tangente a & au point
d'abscisse a signifie que f'(a)= -4 et f(a) = -4a - 4

soit 2a = -4 et a2 = —4a - 4.

On en déduit que a =-2.

La droite 9 est tangente a % au point d'abscisse -2.

1 1.La tangente a % au point A et la tangente a # au point B
ont la méme équation : y = -4x - 4.

Elles sont donc confondues.

2. Soit P’ la courbe représentative de f et T la tangente a 7
au point B.

P’ passe par le point B(-0,5 ; - 2) et a pour tangente en B la
droite T signifie que f(-0,5) = -2 et f'(-0,5) = -4.

D'ou -2=0,25-0,5b + cet 2 x(-0,5) + b=-4.

Et par suite, b=-3 etc=-1,5-2,25=-3,75.

On en déduit que f(x) = x2 - 3x - 3,75.

m Fichiers associés sur le manuel numérique Premium :
733200_chap04_exercice112.ggb (GeoGebra)

1.

2. On conjecture que sur ]-0; 0], ¢ est au-dessus de (T)

et sur [0; +o°[, 6 est au-dessous de (T).

3. La tangente (T) a pour équation y = 2x + 2.

On doit étudier le signe de f(x) - (2x + 2).

4. f(x) - (2x +2) = —x3.

Sur]-o; 0], f(x) - (2x + 2) = 0: 6 est au-dessus de (T).

Sur [0; +o[, f(x) - (2x + 2) < 0: 6 est au-dessous de (T).

LEE] Fichier associé sur le site www.bordas-indice.fr et sur le
manuel enrichi Premium :
733200_chap04_exercice113.xws (Xcas)

1. Soit fet g les fonctions définies sur R par :
fx)=2x2-x-5etg(x) =-x3+3x+3.

Avec le logiciel Xcas, on résout I'équation f(x) = g (x) :
1[resoudre (257 -x-5=-x"3+3x+3)
[ T2 2]
Pourx=-2,f(-2)=g(-2) =5.
Pourx=2,f(2)=g(2)=1.

P et 6 ont pour points d'intersection A(-2;5) et B(2; 1).

2. f'(x) =4x - 1 donc f'(-2) = -9 et g’ (x) = -3x2 + 3 donc
g'(-2)=-9.

Au point A, la tangente a % et la tangente a 6 ont le méme
coefficient directeur : elles sont confondues.

f2)=7etg' (2)=-09.

Au point B, latangente a % et la tangente a ‘6 n'ont pas le méme
coefficient directeur : elles ne sont pas confondues.
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